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DS9

Exercice 1 : Les urnes de Pélya (CCINP 2021 PC)

« On fixe un couple d’entiers (b, ) € N* x N*. On suppose que I'on dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges et on considére une urne contenant initialement b boules blanches et r
boules rouges indiscernables au toucher.

o On procéde a des tirages successifs dans cette urne en respectant & chaque fois le protocole suivant :

1. si la boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans l'urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;

2. si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans 'urne et on ajoute une boule rouge
supplémentaire.

o Le premier objectif de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du
n®™e tirage. Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant
dans I'urne 3 Dissue du n®™® tirage dans un cas particulier.

« Pour tout n € N*, on désigne par X,, la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée au n®™® tirage
est blanche, 0 si la boule tirée au n®™® tirage est rouge. On considére également la suite de variables
aléatoires reelles (Sy,)nen définie par :

n

So=0b et VnEN*,Sn:b—i-ZXk
k=1

o On rappelle que si E et F' sont deux événements avec IP’(F ) > 0, on définit la probabilité condition-
nelle de E sachant F' (notée P(E | F) ou Pp(E) ) par :

P(ENF)

]P)(E’F):]P)F(E): P(F)

Partie I - Préliminaires
1. Déterminer la loi de X;.

2. Déterminer la loi conditionnelle de X5 sachant I’événement {X; = 1}. En déduire la loi de Xs.

3. Soit n € N. Que représente la variable aléatoire S, 7 Quel est I’ensemble des valeurs prises par la
variable aléatoire S, 7

Partie II - La loi de X,

o Dans cette partie, on considére un entier n € N*.

4. Pour tout k € [b,n + b], calculer P({X, 11 =1} | {S, =k}).
5. A T’aide de la formule des probabilités totales, justifier :

E(Sn)

P({Xpp1=1}) = brr+n

6. Montrer par récurrence que X, suit la loi de Bernoulli de parametre pour tout n € N*.

b+r
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Partie III - La loi de S,, dans un cas particulier

« Dans cette partie uniquement, on suppose que b = r = 1 et on considére un entier n € N*.

7. Exprimer I'événement {S,, = 1} avec les événements { Xy = 0} pour k € [1, n].

1
8. Mont P({S,=1}) = .
ontrer que P({S, =1}) e
1
On admet dans la suite que I'on a de méme P({S, =n+1}) = 1
n

9. Soit (k,¢) € [1,n+ 2] x [1,n+ 1]. Calculer la probabilité P({S,+1 = k} | {S, = ¢} ) dans chacun
des trois cas suivants :
(i) £ & {k—1,k},
(i) 0=k —1,
(i#i) £ = k.
10. Montrer que pour tout k € [2,n + 1], on a la relation :
k—1 n+2—k P

P({Snr1=k}) = =5 P({Sa =k - 1}) + — === P({Su = k})

11. Montrer par récurrence que S, suit la loi uniforme sur [1,n + 1].
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Exercice 2 (inspiré Oral ESCP 2018)

Partie I : Etude d’une suite récurrente

2
u
On considére une suite (uy,)nen définie par ug € Ret : Vn € N) upqq = _: T
n
On suppose : ug > 0.
In(u
On pose : Vn € N, v,, = énn)

12. Montrer que la suite (v, )pen est bien définie et : Vn € N, u,, > 0.

Démonstration.
« Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)  ou  P(n) : u, > 0.

» Initialisation :
D’aprés I’énoncé : ug > 0.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. uptq1 > 0).

Par hypothése de récurrence, u,, > 0.

- Comme u, > 0, alors u2 > 0 (car la fonction z +— 2% est strictement croissante sur [0, +oof).

2
Un

> 0.
n+1

- Comme de plus n+ 1 > 0 alors up4+1 =

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence, on en conclut : Vn € N, u, > 0.

e Soit n € N.

- Comume u, > 0, alors la quantité In(u,) est bien définie.

- De plus, 2™ # 0.

In(uy,)
2n

Ainsi, la suite (vy,) est bien définie.

Commentaire .

« La question de bonne définition d’une suite est un classique de I’étude des suites récurrentes.
Elle se traite généralement par récurrence. Plus généralement, on démontre :

On en déduit que la quantité v,, = est bien définie.

VneN, P(n) ou P(n):la quantité v, est bien définie
Cela permet de conclure que TOUS les termes de la suite (vy,) sont bien définis ¢’est-a-dire
que la suite (vy,) est elle-méme bien définie.

« Dans la rédaction la question, on a écrit :
P(n):up >0  enlieu et place de  P(n) : la quantité v, est bien définie

Cela a du sens car :

x la suite (uy,) est bien définie (sa définition ne fait pas apparaitre de probléme d’existence).
On peut donc étudier le signe de n’importe quel terme u,, de cette suite.

x la quantité v, est bien définie si et seulement si u, > 0.
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car

In(k T In(k
13. a) Montrer que la série n(k ) converge. Dans la suite, on note : 0 = — n(k )
=1 2 k=1 2
Démonstration. On a :
1 1
cvns>1, B g sy
2n n?
In(n) 1
o = .0 <n?) En effet :
n(r) In(n) o In(n) n?
21 = —n = — 0
w2 (V2" (VB noee
In(n) n?

0 par croissances comparées.

(Vo) noe (Ve e

1
x La série Y, — est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1). Elle est donc convergente.

n>1 n2

In(n)

Par critére de négligeabilité des séries a termes positifs, la série > o Converge.
n>1 0

Commentaire

o Le théoréeme des croissances comparées stipule que pour tout b >0et g > 1 :

lim 7( ln(n))b

n—+oo qr

=0

On dit alors que la croissance logarithmique est plus faible que la croissance exponentielle.
Dans cette question, il s’agit de démontrer :

2
lim " In(n)
n—-+00 n

=0

Le numérateur n’est ni polynomial, ni logarithmique. En toute rigueur, il faut donc un
argument supplémentaire avant de pouvoir utiliser le théoréme des croissances comparées.

Il faut avoir en téte : n? In(n) = o (n?’) La croissance au numérateur est donc « au

n—-+oo

mieux polynomiale ». Il est donc logique que la croissance exponentielle au dénominateur
I’emporte.

Rappelons au passage la condition NECESSAIRE de convergence des séries :

> w, converge = w, — 0
n—-+4o0o

Cette condition n’est pas suffisante : Wn njoo 0 > > wy converge.
1

(on peut illustrer ce point par la suile (wy) définie par : Vn =1, w, =
S’il est nécessaire que le terme général de la série tende vers 0, il faut de plus s’assurer que
cette convergence se fait suffisamment rapidement. C’est ce que 'on fait dans le cas des
séries & termes positifs : on s’assure que le terme général w, tend vers 0 au moins aussi vite
que le terme général d’une série convergente (on utilise les théorémes de comparaisons).

In(n)

n

1
C’est I’argument ici : tend plus rapidement vers 0 que —; qui est un exemple classique
n

de terme général de série convergente.
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b) (i) Pour tout k € N*, exprimer vy — vi—1 en fonction de k.

Puis déterminer la nature de la série > (vg — vg_1).
k>1

Démonstration.
e Soit k € N*.
In(ug In(ug_
oo = ;k ) ;k—ll)

2
1 _Uk—1"
N\ D+ In(wg_
<(k 1) 1) (ur—1) (par définition de la suite (uy,))

92k 92k—1
~ In(up—1?) —In(k) 2 In(up_)
B ok S 2k
2 1) — In(k) — 2 —
_ LT ) 2], g
_ In(k)
=
In(k
VEZ>1, vp —vg_q1 = _nz(k)
: o " In()
« On a vu dans la question précédente que la série > oF est convergente.

k>1
On ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par —1 (# 0).

On en déduit que la série Y (vx — vk_1) est convergente.
E>1
- O

(i1) En déduire que la suite (v,)nen converge. Exprimer sa limite £ en fonction de ug et o.

Démonstration.
Soit m > 1. Par télescopage :

n
> (Uk —vp—1) = vp—VI-1 = vp —
k=1
On en déduit :
n
Up = Z (Uk - /U]gfl) +
k=1
nIn(k
= -3 n2(k; ) + g (d’apres la question précédente)
k=1
i i
+ +
8l 8i
o0 In(k) (car on a montré en question 2.a que
_ - vo la séri In(k) ; ;
=2 a série ), —— est convergente)
k>1
: . o In(k)
La suite (vy,) est convergente, de limite £ = — > ok + vg = o + vo. -
k=1
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14. On suppose dans cette question que ug # e 7.

a) Déterminer le signe de /.

On pourra distinguer les cas ug > ¢~ 7

o

et ug < e °.

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

¢ = o+vyg = o+ 1In(up)
o On en déduit :
(>0 < o+1In(ug) >0
< In(ug) > —0o

(par stricte croissance de la

& ug>e? .
0 fonction exp sur R)

Ainsi, si 1 ug > e~ 7 alors : £ > 0.

e De méme :
{<0 & y<e?

Ainsi, si : ug < e 7 alors : £ < 0.

O

b) En déduire la limite de (In(uy)) puis étudier le comportement en +oo de la suite (up)nen.

neN?
Démonstration.

Soit n € N. Par définition :

In(u,) = 2" vy,

Deux cas se présentent :

g

x siug > e”7 : alors la suite (v,) est convergente de limite £ > 0.

De plus : 2" — +00.
n—+oo

On en déduit, par produit de limites, que la suite (ln(un))neN diverge vers 4o0.

Enfin : u, = exp (In(uy)) Nl +00.

La suite (up)nen diverge vers +00.

oz

x siug < e”? : alors la suite (v,) est convergente de limite £ < 0.

De plus : 2" — +00.
n—-+o0o

On en déduit, par produit de limites, que la suite (ln(un))neN diverge vers —oo.

Enfin : u, = exp (In(u,)) iy 0.

La suite (up)nen converge vers 0.
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15. On suppose dans cette question : ug = e 7.

] - oo In(k)
a) (i) Vérifier que pour tout n € Nyona:v,= > -
k=n+1 2
Démonstration.
o Comme on a supposé ug =e 7, on a :
1o In(k
vo = In(ug) = —o = Q(k)
k=1

o Or pour tout n € N, on a, d’aprés la question 2.b)(%i) :

" In(k)
Un = — + o
k2:31 2%
n o In(k) 20 In(k) T In(k)
= T T T2, 2
k=1 k=1 k=n+1

En effet, pour tout n € N :

:ij 1112(:7) _ ki In(k) T In(k)

On abien : Vn e N, v, = >
k=n+1 2

(ii) Retrouver dans ce cas la valeur de la limite ¢ de la suite (vy,).

Démonstration.
1
« En question 2.a), on a démontré que la série > aa est convergente.
n=>1
Alors, pour tout n € N* :
oo In(k " In(k T In(k
() _ gm0 i)
k=1 2 k=1 2 k=ntl 2
et ainsi :
v _ Jio In(k) (d’apres la
" N pem1 2K question précédente)
B %0 In(k) Zn: In(k)
=2k o 2k
too In(k) = In(k)
— — 0
n=rteo kz::l 2% kz::l 2%

» Rappelons qu’on a démontré en question 2.b) (i) :

{ = o0+4+v = oc+In(w) = c+In(e™”) =0

On retrouve le résultat de la question 2.b) (%) : la suite (v,) est convergente de limite nulle.

—
-
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b) En déduire lim uy,.
n—+o0o

Démonstration.
Soit n € N.

o Tout d’abord :

In(u,) = 2"v,
o In(k)
-y
k=n+1 2k
_ on In(n+1) Jio In(k)
2ntl kenye 2
1 1 o In(k
b)), )
2 k=n+2 2
o In(k
In(n +1) (car > n(k)>Oen tant
> 5 k=nt2 2

que somme de réels positifs)

e On en déduit, par croissance de la fonction exp sur R :

1 1
w > exp <n<n+>>
2
1 1 1 1
Or: M — 400 donc, par composition : exp <n(n+)> —
2 n—-+00 2 n—+oo

+00.

On en déduit que la suite (uy,)pen diverge vers +00.

Partie II : Approximation de o

16. a) Montrer : Vo € ]0,4o00[, In(z) <z — 1.

Démonstration.
La fonction ¢ : « — In(z) est concave sur |0, +ool.

Sa courbe représentative Cy se situe donc sous ses tangentes, notamment celle au point d’abscisse

1. Or cette tangente est la droite d’équation :
y = 9()+4'(Q)(xz—-1)

= ln(l)—i-%(x—l) =z-1

On en déduit : Vo € ]0, +oo], In(z) <z — 1.

Commentaire

o Le membre droit de I'inégalité souhaitée est un polynéme de degré 1. Sa représentation
graphique est une droite. C’est ce constat qui doit faire penser a une inégalité de convexité.

« Si on ne pense pas A utiliser une propriété de convexité, on peut aussi résoudre cette

question en étudiant le signe de la fonction z — In(x) — (z — 1).
. )
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oo In(k 1
b) En déduire : Vn € N*, >~ n(k) < nt 2
k=n+1 2 2n

Démonstration.

o Soit k € N*. D’aprés la question précédente :

In(k) < k-1
In(k k—1
donc n2(k ) < T (car 28 >0)

o Soient n € N* et m € N* tel que m > n + 1. En sommant les inégalités précédentes pour k
variant de n + 1 & m, on obtient :

m o In(k) mog—1
2 < X (%)
k=n-+1 2k k=n-+1 2k
o Considérons la partie de droite :
m 1 k
3 - (3)
k=n-+1
m—n 1 k+n
= > (k+n-1) <2> (par décalage d’indice)
k=1
1 n+l ,_n 1 k—1 1\" m-n /1 k
= |z k| = +(n-1) (= o= (par linéarité de la somme)
2 =1 2 2 =1 \2
Or :
k—1
x la série Y k <> est une série géomeétrique dérivée premiére de raison 3 € | — 1, 1[.
k=1

C’est donc une série convergente. De plus, on a :

k—1 k—1

m=n 1 oo 1 1 1

) T

k=1 2 m——+o0 k=1 2 (1 — %) 1

k
x la série Y <> est une série géomeétrique de raison § € ] —1,1].
k>1
C’est donc une série convergente. De plus, on a :
_ k 1\1 1\ym—n+1 1

m—n 1 = — (= =
) = o
k=1 -3 m—-+00 5

e £ 003 () e () < (0 v 3 23

« On en déduit que le membre droit de I'inégalité (%) admet une limite finie.
Par passage & la limite lorsque m tend vers +oo, on obtient :

T In(k) n+1
Z 2k < on
k=n+1

oo In(k) n+1
Vn € N* <
n e ) k:%:_t,_l 2k; on ]
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17. Montrer alors : Vn € N*,

> & In(k) <n+1'
= 2k 2n

Démonstration. Soit n € N*.
o Tout d’abord :

=1 2F =1 2P
o <+°° In(k) i ln(k‘)>
=1 2F =1 2P
o In(k) oo In(k)
- _< 2 ok ) - > ok
k=n+1 k=n+1

(par définition de o)

=1 k=n+1
too In(k
too In(k) (car n(k) > 0 en tant que
= X ok k=nt1 2
k=n+1 somme d’une série G termes positifs)
1
< n2—|7—l (d’apres la question précédente)
" In(k n+1
Vn € N*, a—<—z (k))’ < J;
=1 2 2

O

18. Ecrire une fonction Python (que I'on nommera approx) qui, prenant en argument un réel ¢ stric-

tement positif, renvoie une valeur approchée de o a € pres.

Démonstration.

N In(k)

o On cherche ici & trouver un entier N tel que — > o
k=1
Autrement dit, on souhaite exhiber N € N tel que :

o ()] <

o Or, d’apres la question 6., pour tout n € N* :

" In(k 1
k=1 2 2
N+1
o Il suffit alors de trouver NV € N tel que : 2; <e

En effet, par transitivité, on aura alors :

est une valeur approchée de o & € prés.

10
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o On propose alors la fonction suivante :

[© joo N o v s (W o =

import numpy as np
def approx(eps)

k=20
S=20
while (k+1) / 2xxk > eps :
k=k+1
S =8 + np.log(k) / 2x%k
sigma = -§

return sigma

11
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Exercice 3 (Centrale I PSI 2018)

Dans tout le probléme, n est un entier supérieur ou égal & 2.

Le but du probléme est d’étudier la réduction de certaines matrices de Toeplitz, c’est-a-dire de matrices

d’ordre n de la forme suivante, ot (t_y11,...,t_1,%0,t1,...,tn_1) € C271

tO tl t2 e . tn—l

t.y to t :

t_o t_q
T(t—n+17'")t—17t07t17"‘7tn—1): .

t1 to

: to1 to h

topg1 oo o0 t_g t_1  to

dans laquelle les coefficients diagonaux sont tous égaux a tg, ceux de la premiére sur-diagonale tous

égaux a tp, ceux de la premiére sous-diagonale tous égaux a t_1, etc.

On nomme Toep,,(C) 'ensemble des matrices de Toeplitz d’ordre n & coefficients dans C :

Toepn((C) = {T(t_n+1, ottty . tn—l) | (tk)—n+1<k<n—1 c (Czn_l}

Partie 0 - Généralités

19. Montrer que Toep,,(C) est un sous-espace vectoriel de ., (C).
En donner une base et en préciser la dimension.

Démonstration.

o Dans la suite, notons :
x (e,nﬂ, e, €.1,€0,€1,. .. ,en,l) la base canonique de C**~ 1.
x pour tout k € [—(n —1),n — 1], Tx = T'(ex)-

o Avec les notations précédentes :
x T(eg) = I.

« pour tout k € [1,n — 1], T(ex) est la matrice qui contient des 1 sur la k°™® sur-diagonale et

des 0 partout ailleurs.

«x pour tout k € [—(n—1),—1], T(ex) est la matrice qui contient des 1 sur la k*™® sous-diagonale

et des 0 partout ailleurs.

Pour tout (t_ni1,...,t_1,t0,t1,...,tn_1) € C>"~1 on obtient alors :
n—1
T(topi1,.-st1,to b1,y tno1) = > te-T(ex)
k=—(n—1)

« Avec ces notations :

(n—=1)
Toep,(C) = { . Z(: )tk'T(ek) | (tk)—nt1<k<n—1 € CQ"I}
=—(n—1

= Vect (T(e_(n_l)), ceey T(eo), cee ,T(en_l))

= Vect(T(1,0,...,0), T(0,1,0,...,0), ..., T(0,...,1,0), T(0,...,0,1))

En particulier, Toep,,(C) est un espace vectoriel.

12
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« La famille F = (T(l,o,...,O), 7(0,1,0,...,0), ..., T(0,...,1,0), T(O,...,O,l)) est -

x libre. Démontrons-le.
Soit (/\,(nfl), ce A1, A0, AL, - ,)\(nfl)) e c?r1, Supposons :

A1) T(1,0,..,0) 4. ..+ A0-T(0,...,0,1,0,...,0) 4.4 Xo1-T(0,...,0,1) = 0y () (¥)

Or: (*) - T(A—n—&—lww7)\—17)\07/\17--'7)\71—1):Oi/ln(R)

SV VR VOO W
Al A M :
& Af2 Afl = 0z.(®)
A1 A
: A1 Ao M
Antl o o A2 Al X
<~ {)‘—n-‘rl = ... = )\_1 = )\0 = )\1 = ... = )\n—l =0
x génératrice de Toep,, (C) d’aprés le point précédent.
On en déduit que F est une base de Toep,,(C).
De plus : dim ( Toep, (C)) = Card (F) = 2n — 1. 0

20. Un ezemple. Soit N la matrice de Toeplitz dont tous les coeflicients sont nuls sauf ceux de la
premiére sous-diagonale qui valent 1 :

0 0 0
1 0

N=1p
0O --- 0 1 0

a) Déterminer le polynoéme caractéristique de N et calculer Ker(V).
La matrice N peut-elle étre semblable a une matrice diagonale ?

Démonstration.
o Tout d’abord :

xn(X) = det(X-I,—N)

X 0 --- --- 0
-1 X :
= 0
0 0 -1 X
_ xn (car la matrice qui précéde est

triangulaire)

Ainsi : xny(X) = X™

13
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o Déterminons Ker(NV).

x Par théoréme du rang :
dim (A, 1(K)) = dim (Ker(N)) + 1g(N)
I I
n n—1

On en déduit : dim (Ker(N)) = 1.

0
x On remarque de plus : 0 € Ker(N). En effet :
1
0
N 0 = 0.z.1()
1
0
x La famille F =
1

- est libre, car elle est constituée uniquement d’un vecteur, qui est non nul.
- vérifie : Card(F) = 1 = dim (Ker(N)).
C’est donc une base de Ker(V).

0

La famille : est une base de Ker(N).
0

1

o Démontrons que la matrice N n’est pas semblable & une matrice diagonale. On procéde par
I’absurde.

Supposons que la matrice N est semblable. Il existe donc :
x P € GL,(R) une matrice inverisble.

x D € 2,(R) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les racines de yn (pré-
sentes avec multiplicité). En effet, par invariance du polynoéme caractéristique par similitude :

XD = XN

telles que :
N = PxDxP!

(car O est la seule

B -1
= Px OJ/ZnUR) x P racine de xn)

= Oz.m)
C’est impossible car N # 0 4, (w).

On en conclut que la matrice N n’est pas diagonalisable.

14



PCSI 13 juin 2026
Mathématiques

Commentaire \

o Cette question illustre une formulation fréquente dans les énoncés de concours, & savoir :

« La propriété |.. .| est-elle vérifiee 7 »

On retrouve par exemple réguliérement les questions suivantes :

x « La matrice est-elle diagonalisable 7 »
x « La suite (croissante) (u,) est-elle convergente ? »
x « La série de fonctions converge-t-elle uniformément 7 »

X ...

La réponse attendue est généralement : NON. Evidemment, pour obtenir des points, il
convient de démontrer pourquoi la propriété étudiée n’est pas vérifie. Pour ce faire,
on procéde généralement par ’absurde. On suppose alors que la propriété est vérifiée ce
qui permet d’avoir une hypothése supplémentaire utilisable et & terme d’aboutir & une
contradiction.

o Précisons la méthode spécifique & cette question. Une matrice M a la fois diagonalisable
et ne possédant qu'une seule valeur propre A est semblable a la matrice diagonale ne
contenant que A comme coefficient diagonal. Autrement dit, il existe P € GL,(R) tel
que :

M=PxDxP'=P(\,)P'=X (PL,PY)=X (PP ')=)1I,

Ainsi, les matrices diagonalisables ne possédant qu’'une seule valeur propre sont des
matrices scalaires (elles sont égales & A I, pour un certain \).

o Comme annoncé dans le premier point, cette démonstration est souvent utilisée pour

démontrer qu’une matrice N’est PAS diagonalisable. .

b) Soit M = (mj;)i<ij<n € #»(C) une matrice commutant avec N (c’est-a-dire telle que M N =
NM).

n .
Montrer que M = > m;3 N1
i=1

On pourra commencer par considérer la colonne M E1, puis les colonnes M Ey, pour k € [2,n],
ot (Eq,...,Ey,) est la base canonique de 4, 1(C)

Démonstration.
o Tout d’abord :

1 mi1 Mmi2 ... Min 1 mi1

0 Mo1 Moo ... Man 0 Mo (en multipliant M o droite
M x = X = par Eq, on obtient la 1°"

' : : : : : colonne de M)

0 Mp1l Mp2 ... Mpp 0 My 1

)

De maniére générale, pour tout k € [1,n], et toute matrice M € .#,,(C) le produit
M x Ej, permet d’obtenir la k°™° colonne de M.
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o D’autre part :

mii 1 0
mo 1 0 : n
= mi1- | +.ooot+mprc | = Z mg1 FE; (*)
: 0 =1
mMn,1 0 1
o Remarquons par ailleurs que la matrice NV est la concaténation des matrices Fo, Fj3, ..., E,
et la colonne nulle.
N= (B By ... By 04.,)

On en déduit alors pour tout j € [0,n — 1] (rigoureusement, il faudrait faire une récurrence) :

NixE = Ni-lx (NEl)

(la multiplication & droite par Ey a pour résultat

= N/l xFE ; .
xR la 1€ colonne de N qui n'est autre que Eso)
= N2 x (NE)
_ N2y E (la multiplication & droite par Eo a pour résultat
N 3 la 2°™¢ colonne de N qui n'est autre que E3)
= NO X Ej_|_1

Ainsi : Vj € [0,n — 1], N7 x By = I, x Ej11 = Ej41 ou encore : Vi € [1,n], Ni=1 x E, = E;.

« Finalement : "
M x E1 = Z mm . Ei (d’aprés (*))
i=1

n .
= Z mi 1 - <NZ_1 X El)
=1

n .
= <Z m; 1 -NZ_1> x Fq
i=1

n
Ainsi, les matrices M et R =Y m;1 - N'~! ont méme premiére colonne.
i=1

e Pour démontrer que M et R coincident, il suffit alors de démontrer que les autres colonnes de
M est R coincident. Pour tout k € [2,n] :

M x E, = Mx(Nk_lel)

(car M commute avec N et donc avec toute

—_ k—1
= NTx (M % El) puissance de N)
— Nkl (R X E1) (d’apres le résultat précédent)

(car R est une combinaison linéaire de puissances

— k—1
= fix (N % El) de la matrice N et commute donc avec N*~1)

= ]%XE]€

n .
Finalement, toutes les colonnes de M et R= ) m;;- N =1 coincident.
i=1
Ces deux matrices sont donc égales.
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O

¢) Montrer que ’ensemble des matrices qui commutent avec N est l'ensemble des matrices de
Toeplitz triangulaires inférieures.

Démonstration.

o Il s’agit de démontrer :

{ Me #,(R)| MN=NM }

{ T € #,(R) | H(t,(nfl),...,t_l,to) eC", T= (t,(nfl),...,t_l,to,o,...,O) }

« On procéde par double inclusion.

n

(C) On a vu dans la question précédente que si M et N commutent alors M = Y m; - N1

=1

Il suffit alors de remarquer :

X

X

X

NO =1, = T(ep).
N! = T(e_1), matrice qui contient des 1 dans la premiére sous-diagonale et des 0 ailleurs.
N? = T(e_3), matrice qui contient des 1 dans la deuxiéme sous-diagonale et des 0 ailleurs.

X ..

X

N™! = T(e_(,_1)), matrice qui contient 1 dans la (n — 1)*™® sous-diagonale et des 0
ailleurs (c’est la matrice carrée d’ordre n dont le coefficient en bas a gauche est 1 et dont
les autres coefficients sont 0).

Finalement :

n
M = Z m;q - Ni—1
i=1

n—1

= mit1,1 - N (par décalage d’indice)
i=0

n—1
= > miy11-T(e)
=0

n—1
=T ( Z mi+1,1 - €i>

1=0

= T(mnyl,mn_ljl, e ,ml’l,O, e ,0)

D’ot la premiére inclusion.

(D) Il suffit de remarquer que pour tout (t,(n,l), ceey t_l,to) eCm:

n—1
T(t,(nfl),.. S t—1,%t0,0, ... ,0) = T ( 20 t_;- €_Z‘>
n—1
= Z t_i : T(e_i)
=0

n—1 .
= > t;-N’
=0

Comme cette matrice est une combinaison linéaire de puissances de N, elle
commute avec N. D’ou I'inclusion réciproque.
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Partie 1 - Cas de la dimension 2

21. Soit A = <CCL Z) une matrice de Toeplitz d’ordre 2, o (a, b, ¢) sont des complexes.

a) Donner le polynome caractéristique de A.

Démonstration.

XA(X) = det (XIQ — A)
X—a —b
—c X —a

= X —-a)(X—a)—(-d)(-0)
= X?-2aX + (a® - bc)

xa(X) = X?2—2aX + (a® — be)

Commentaire

Comme A est une matrice carrée d’ordre 2, on pouvait aussi utiliser la formule :

xa(X) = X2 - tr(A) X + det(A)

b) Si A = bec =0, démontrer que la matrice A n’est pas semblable & une matrice diagonale.
¢) Si A =bc # 0, démontrer que A est semblable & une matrice diagonale.

22. Soit M = (z Z) une matrice de .#5(C).

a) Déterminer le polynéme caractéristique de M.
b) Montrer que M est semblable & une matrice de type (g 2) ou de type (g 7), ol «, et~y

«
sont des complexes avec o # 3.

¢) En déduire que toute matrice de .#5(C) est semblable & une matrice de Toeplitz.

Partie 2 - Un cas particulier : les matrices tridiagonales

Une matrice tridiagonale est une matrice de Toeplitz de type T'(0,...,0,t_1,t0,%1,0,...,0), c’est-a-
dire une matrice de la forme :

a b (0)

Ap(abe)=1 < °
b
(0) c a

ot (a,b,c) sont des complexes.

On fixe (a,b,c) trois nombres complexes tels que be # 0. On se propose de chercher les éléments
propres de A,(a,b,c).

_ o X # 04,01
Soient A€ Cet X = | : | € #4,,1(C). Supposons :
. Ap(a,b0) X = XX
23. Montrer que si 'on pose 29 = 0 et 41 = 0, alors (z1,...,x,) sont les termes de rang variant de 1

a n d’une suite (zx)gen vérifiant g = 0, zp41 =0 et :

Vk € N, bxgio+ (a— N)zgq +cxp =0
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

Rappeler I'expression du terme général de la suite (x)ren en fonction des solutions de I’équation :
ba® 4+ (a— Nz +c=0 (1)

A P’aide des conditions imposées & xq et Zn+1, montrer que (1) admet deux solutions distinctes 7
et ro.

r . .

Montrer que r; et ro sont non nuls et que L appartient & U, 11, ensemble des racines (n + 1)-émes
2

de l'unité.

En utilisant ’équation (1) satisfaite par r1 et o, déterminer 179 et r1 + ro.

En déduire qu’il existe un entier £ € [1,n] et un nombre complexe p vérifiant p? = be tels que :

lr
A =a+ 2pcos <n—|—1> (2)

k Lk
En déduire qu’il existe o € C tel que, pour tout k dans [0,n + 1], xp = 2i aZ—k sin ( T >

Conclure que A, (a,b,c) est semblable & une matrice diagonale.
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