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A On traitera, OBLIGATOIREMENT ’exercice de cours. Dans le cas contraire, la note finale se
verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours

1. (*) Donner la caractérisation matricielle des projecteurs, puis des symétries.

2. (*) On joue avec une piéce donnant pile avec probabilité p € ]0, 1], en effectuant des lancers mutuel-
lement indépendants. Soit n € N*. On effectue n lancers de cette piece. On note (2, P(2),P) un
espace probabilisé associé & cette expérience. On note X la variable aléatoire réelle égale au rang
du premier pile. Notons qu’il est possible de ne jamais obtenir pile au cours des n lancers. Dans ce
cas, la variable aléatoire X prend la valeur n + 1.

Déterminer la loi de X.

Exercice 2

On considére une suite infinie de lancers d’une piece équilibrée. Pour tout entier naturel non nul n, on
désigne par P, I'événement « Pile apparait au n®™¢ lancer » et par F, 'événement « Face apparait au
n®™€ lancer ».

On suppose que Uexpérience est modélisée par un espace probabilisé (2, o7, P).

On note :

n
VYn>=3, By=Py,sNP,_1NF, et U,=J B
=3

1=
On pose enfin u; = ug = 0 et pour tout n > 3, u,, = P(Uy).

3. Montrer que la suite (uy,)n>3 est monotone et convergente.

4. a) Pour tout n > 3, calculer P(B,,).
b) Montrer que, pour tout n > 3, les événements B),, By+1 et Byo sont deux & deux incompatibles.

¢) Calculer les valeurs de us, ug et us.

5. Dans cette question, on suppose n > 5.

a) Comparer les événements U, N By41 et Uy—2 N By41. Préciser leurs probabilités respectives.

1
b) Montrer que pour tout n > 3, up+1 = up + §(1 — Up—2).

¢) Déterminer la limite de la suite (uy,).

d) Calculer P(D).

6. Pour tout n € N*, on pose v, =1 — up.
a) Trouver (,7) € R? tels que pour tout n € N*, v, = Bvu,12 + YUnys.

+oo
b) Montrer que la série de terme général v, est convergente et calculer Y v,.
n=0
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Exercice 3 : Etude d’un endomorphisme sur un espace de polynémes

Présentation générale

« On rappelle le théoréme de la division euclidienne pour les polynomes : si U € C[X] et V € C[X]
sont deux polynomes avec V # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € C[X]? tel que :

U=VQ+R avec (R=0 ou deg(R)<deg(V))

o Les polynoémes ) et R sont respectivement appelés le quotient et le reste dans la division euclidienne
du polynéme U par V.

« Dans cet exercice, on se donne un entier n € N* et un couple (A4,B) € C,[X] x C[X] tel que
deg(B) = n+1. On considére également ’application ¢ définie sur C,,[X] qui & un polynéme
P € C,[X] associe le reste dans la division euclidienne de AP par B.

« Par exemple, si 'on suppose :
n=2 A=X? B=X>-X, P=X’+X+1
alors, en effectuant la division euclidienne de AP par B, on obtient :
AP=X*+X34+X?2=BQ+R avec Q=X+1 et R=2X2+X,
et donc : p(P) = 2X? + X.

Partie I- Généralités sur Papplication ¢

« Dans cette partie, on démontre que l’application ¢ est un endomorphisme de C,[X].
7. Justifier que pour tout polynéme P € C,[X], p(P) € C,[X].

« On considére deux polynémes P; € C,[X] et P, € C,[X]. Par le théoréme de la division euclidienne
rappelé dans la présentation, il existe (Q1, R1) € C[X]xC,[X] et (Q2, R2) € C[X]| x C,[X] tels que :

AP1 = BQl + R1 et AP2 = BQQ + RQ

8. Soit A\ € C. Exprimer le quotient et le reste dans la division euclidienne de A (P} + AP,) par B en
fonction de A et des polynémes Q1, Q2, R1 et Rs en justifiant votre réponse.

En déduire que ¢ est un endomorphisme de ’espace vectoriel C,[X].

Partie II - Etude d’un premier exemple

« Dans cette partie uniquement, on suppose que :
n=2 A=X?4+2X e B=X+X?’-X-1

9. Montrer que la matrice de I'endomorphisme ¢ de Cy[X] dans la base (1, X, X?) est :
01 1
M=12 1 2| ¢e€.(C)
1 10

10. Pour tout A € C, on note :
Ex = Ker(p — A -idg,(x)
Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels E_1 et Ej.
11. Démontrer : Co[X| = E_; & Es.

-1 0 0
12. Démontrer que la matrice M est semblable a la matrice N = ( 0 -1 O) .
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Partie III - Etude d’un second exemple

o Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 2 et que B = X?. Comme A est un élément de
I'espace vectoriel Co[X], il existe (a, 8,7) € C3 tel que A = o+ X +yX?2,

13. Montrer que la matrice de I’endomorphisme ¢ de Ca[X] dans la base ( 1, X, X2 ) est :

a
T:(,@
v

14. Montrer que T est semblable & « - I3 si et seulement si le polynéme A est constant.

0
0) € M3(C)

= L O

Partie IV - Etude du cas oi B est scindé i racines simples

o Dans cette partie, on ne suppose plus que n = 2 : le nombre n est un entier quelconque de N*.
Jusqu’a la fin de ’exercice, on suppose que B est un polyndme scindé a racines simples. On note

xg, ..., Ty € Cles racines de B qui sont donc des nombres complexes distincts.
« On définit les polynéomes de Lagrange Lo, ..., L, € C,[X] associés aux points zo, ..., x, par :
no X —

Vk € [0,n], Ly =
ot 2= f1 5=
ik
« En particulier, les relations suivantes sont vérifiées :

. 2 N 1 si ]:k?
V(k?,j) € [[Ovn]] ) Lk (l‘]) _{ 0 Si ]#kj

IV. 1 - Décomposition avec les polyndémes de Lagrange
15. Soit P € C,[X]. Montrer que x, ..., x, sont des racines du polynome D = P — Y P (x;) L;.
i=0

n

16. Déduire de la question précédente que pour tout P € C,[X]|, ona P = > P (x;) L;.
i=0

17. Montrer que (Lo, ..., Ly) est une base de C,[X].

IV. 2 - Réduction de ’endomorphisme ¢

Pour tout entier k € [0,n], on désigne respectivement par Qi € C[X] et Ry € C,[X] le quotient et le
reste dans la division euclidienne de ALy par B.

18. Soit (4, k) € [0,n]?. Montrer que Ry, (z;) = 0si j # k et que Ry (zx) = A (xg).
19. En utilisant 16 en déduire pour tout k € [0,n] que ¢ (Lx) = A (zx) Ly.

20. Démontrer que la matrice représentative de ¢ dans la base (Lo,..., Ly) est diagonale et préciser
ses coefficients diagonaux.
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Exercice 4

Partie I : Etude de deux suites

n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : u, = >, — —In(n) et v, =uy, — —

21. On note f la fonction définie sur R par f(x) = P +1In(z) — In(z + 1).
T

a) Déterminer ili% f(x) et zggloo f(x).

b) Etudier les variations de la fonction f sur R et dresser son tableau de variations.
¢) Démontrer que : Vn € N*, u,p1 —uy, = f(n).
d) En déduire la monotonie de la suite (uy,)nen+.

e) On suppose avoir importer la bibliothéque numpy sous l’alias np. Ecrire une fonction Python
d’en-téte : def suite_u(n) qui prend en argument un entier naturel n non nul et qui renvoie la
valeur de u,,.

1 1
22. a) Montrer que : Vn € N*, vy —vp = — —1In (1 + )
n n
b) Montrer que pour tout réel z positif : In(1 4+ z) < «.
En déduire que la suite (vy,)nen+ €st croissante.
¢) Donner le développement limité d’ordre 2 de In(1 4 z) en 0. En déduire que :

1

v — ~ —F
n+1 n 00 2n2

—+00

d) Déterminer la nature de la série de terme général v, 11 — vy,. On note y = > (Vp41 — vn).
n=1
n—1
e) Pour n > 2, simplifier la somme partielle : > (vp41 — vg).

k=1
En déduire que la suite (v,),>2 converge vers 7.

23. a) Déterminer lim wu,.
n—oo

b) Montrer que :
Vn € N*, v, <v < up

puis que :

Vn € N*, ‘un—ﬂ <

S|
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Partie II : Etude d’une série

1

Pour tout entier naturel n, on pose a, = ———.
n(2n —1)

24. Démontrer que la série de terme général a,, converge.

n 1 2n 1 n
25. a) Justifier que : Vn € N*, Z T Z T 3
=1 k=1 k=1

b) Déterminer deux réels a et 5 tels que : Vn € N*, o

n 2n 1
c¢) En déduire que : Yn e N*, Y~ aqp, =2 > —.
k=1 k=1 K
26. a) Montrer que :
2n 1

L
-

VTLGN*, Z E:UQn

k=n+1
ol (up)nen+ est la suite définie dans la partie L.

+o0
b) Calculer alors > ay.
k=1

2n 1 1
27. a) Montrer que : Vn € N*,  Y° —=—
k=n+1 k n

s

b) Retrouver alors le résultat de la question 23b.

— Uy, + In(2)

on—1




