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DS7

A On traitera, OBLIGATOIREMENT ’exercice de cours. Dans le cas contraire, la note finale se

verra divisée par 2.

Exercice : Cours

1. (*) Soit E un K-espace vectoriel. Soit p € Z(E).
Démontrer :

pop =p = FE=FKer(p—

Démonstration.

idg) @ Ker(p)

Supposons : po p = p. Démontrons : E = Ker(p —idg) @ Ker(p).

Soit z € E.
On proceéde par analyse-synthese.

« Analyse.
Supposons qu’il existe (u,v) € E? tel que :

a) u € Ker(p —idg), i.e. :

b) v € Ker(p), i.e. : p(v) = 0g.
¢c) x=u+v
On remarque :
p() = plutv)

= p(u) +p(v)

= u+0g

= u
On en déduit, d’aprés ¢) :

v =x—u =

o Synthése.
On note :

a) Démontrons : ug € Ker(p — idg).

(p —idg)(uo) = p(uo) —uo

= p(p(x)) — p(a)
= (pop)(x) —p(x)
= p(z) —p(x)

= OE

(p—idg)(u) = 0p. Autrement dit : p(u) —u = 0g. D’ou : p(u) = u.

(d’apres c))
(par linéarité de p)
(d’aprés a) et b))

(par linéarité de
lévaluation en vg)

(par définition de ug)

(car :pop=p)
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b) Démontrons : vy € Ker(p).

p(vo) = p(z—p(z)) (par définition de vg)

= p(z)—p(p(a)) (par linéarité de p)

r) — p(z) (car :pop=p)

¢) Démontrons : ug + vy = .

up+vo = pk + (x—plef) (par définition de ug et vo)

= X

Finalement, tout vecteur de E se décompose de maniére unique comme la somme d’un vecteur de
Ker(p — idg) et d'un vecteur de Ker(p). Ainsi : E = Ker(p — idg) & Ker(p).

On en conclut : pop = p = FE = Ker(p—idg) ® Ker(p).

2. (*) Soit n € N*.
On considére 'expérience qui consiste & tirer sans remise dans une urne contenant n boules blanches
et 2 boules noires.

Pour tout (i,7) € [1,n + 2], on note :
A;; : «obtenir la 1°® boule noire au i*™ tirage et la 2nde au O™ tirage »
Déterminer P(A4; ;).

Démonstration.
Soit (i,7) € [1,n + 2]?. Deux cas se présentent.

P(4i5) = P(®) = 0

x le numéro de la boule noire obtenue au ¢*™¢ tirage : 2 possibilités,

x la position des n boules blanches sur les n positions restantes (les positions i et j son occupées
par des boules noires) : n! possibilités.

On est de plus en situation d’équiprobabilité. Ainsi :

]P)(A ) _ Card(Am) . 2n! . 2
PO Card() T (42! (n+2)(n+1)
0 sit > ]
Finalement : V(i,j) € [1,n + 2]?, P(4;;) = 9 S
— S1 1<
(n+2)(n+1) O
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Probléme I (E3A 2020 PSI)

Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R.

b —
Pour tout A réel, on pose I(\) = , liin )\tf(t) dt, lorsque cela existe. On note alors :
—r 100 a
+oo _ t
() = / Atf() dt

On rappelle que, si une fonction f est prolongeable par continuité sur le segment [a, b], alors I'intégrale

/ f(t) dt est bien définie.

Enfin, on pourra utiliser les résultats suivants sans démonstration.

Soit f une fonction continue sur [a, +00].

o Résultat 1 : Supposons qu’il existe o > 1 tel que :

1
x YVt € [a,+oo], | f(t)] = 0 et =20

<Jrol=0_(#):

+oo
Alors l’intégrale/ f(t) dt = lim / f(t) dt existe.
a

b—+o00

o Résultat 2 : Supposons qu’il existe & € R et C' € Ry tels que :

+00 b
Alors l'intégrale / f(t) dt = lim / f(t) dt existe si et seulement si: a > 1.

b—~+o0

t
3. |Dans cette question, et uniquement cette question, f est la fonction ¢ — cos <1+t?>

a) En utilisant un développement asymptotique de f au voisinage de +o00, donner un équivalent
de XA — f(t) lorsque t tend vers 'infini.

Démonstration.
On rappelle :

t 1 t 2+ t \?
cos| ——= | =1—=-| ——= 0 _
14 ¢2 2\ 1+1¢2 t— oo 1+ t2

Soit A € R. On en déduit :
t2 12
A=) = A= (1 C2(1 4 t2)2 0. <(1+t2)2>>

t2 12
toatreeE Tl <(1 +t2)2>
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Deux cas se présentent alors :
x 81 A # 1, alors :

t—+o0
x si A =1, alors :
t2 t2 1
)\ - t ~ —_— ~ _— = —
) totoo 2(1412)2 1040 24 2t2
A—1 siA#1
Finalement : A — f(t) ~ 1
t——+o0 H .
— siA=1
22 O

b) En déduire ’ensemble des valeurs du réel A pour lesquelles I(\) existe.

Démonstration.
Soit A € R.
A—f(t
« Tout d’abord, pour tout b € [a, +o0], la fonction ¢t — tf() est continue sur le segment [a, b].
b
A—f(t
L’intégrale / tf() dt est donc bien définie.
a
« Trois cas se présentent ensuite.
x Si : A >1, alors :
A—f(t A—1
> tf() Y > 0 (d’apres la question précédente)
t—+o0

D’apreés le Résultat 2, on en déduit que I(\) n’existe pas.
x 91 : A< 1, alors :

A— f(t A—1 1—AX
_tf( ) N T T > 0 (d’apres la question précédente)
t—+o00

D’aprés le Résultat 2, on en déduit que —I(\) n’existe pas, et donc I(A) non plus.

1
1= e 1
t totoo T 2¢3
D’apres le Résultat 2, on en déduit que I(1) existe.

> 0 (d’apres la question précédente)

Finalement, ensemble des valeurs de A pour lesquelles () existe est : {1}.

)

X
t
¢) Donner alors un équivalent de / fi dt lorsque z tend vers 'infini.
a

Démonstration.
« Soit z € [a,+o0].

f(t)

La fonction t — " est continue sur le SEGMENT [a, x].

L’intégrale / fit) dt est donc bien définie.
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e De plus :

EFACN Y R OLR s 2
/a Tdt = /a ; dt
_ [ -1 1
- [t
_ 1= 1) 1 (par linéarité de
B _/a t dt+/a t dt Uintégrale)
= —/x 1_tf(t)dt—|—[ln(t)]z

_ _/m 1_tf(t) dt + In(z) — In(a)

o [T T 1-f@)
Amsu/a tdtzln(z)—ln(a)—/a ———= dt.

t

o D’aprés la question précédente :

/m 1_tf(t) dt — I(1)

Tr——+00

Ainsi :

t r—400 z— 400

—1n(ab)—/z LSO e D@ -1y = 0 (1)
On en déduit :

/az fit)dt _ ln(x)—ln(a)—/m L=/ g~ @+ 0 @)

a t T —+00

O

Finalement :/ fit) dt ~ In(x).
a r—+00

4. On suppose qu’il existe A et p deux réels pour lesquels I(\) et I(u) existent. Prouver que l'on a :
A= L.

Démonstration.
On procéde par I'absurde.
Supposons : A # pu.

o Comme I(\) et I(u) existent, alors I(\) — I(u) existe aussi.
« De plus, pour tout b € [a, +00] :

b oy _ b, boy _ o
/ A= f(t) dt—/ i tf(t) gt — / A=) p tﬁ@’f dt (par linéarité de

t t Uintégrale)

b
)\_
[
a t

b
- ()\—u)/ %dt

b

— (v —p) [n(®) |

= (A=p) (In(b) —In(a))
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o Deux cas se présentent alors :

x 81 A < p, alors :

by _ by —
R T ——

b—+o00

b _ b _
/a Atf@)dt_/a Htf(t)dt s IV - I(p)

Absurde! (car I(\) — I(p) existe)
x si A > p, alors :

[ 0 ) o

t
Absurde! (car I(\) — I(u) existe)

/” A—f@f)dt_/b =IO oy — 1

On en déduit : A = pu.

5. Pour tout x réel, on pose Hy(z) = / (A= f(t)) dt.
a) Justifier que H) est de classe C' sur R et préciser H}(z).

Démonstration.
La fonction hy : t — A — f(t) est continue sur R.
La fonction H) est I'unique primitive de h) qui s’annule en a.

La fonction Hy est donc de classe C! sur R et :

Vo € R, H\(z) = hy(z) = X — f(x)

oo H(¢
b) Démontrer que si Hy est bornée sur R, alors I(\) existe et : I(\) = / ;‘2( ) dt.
a

Démonstration.
Supposons que la fonction H) est bornée.
o Soit b € [a,+o0].

At " ha(t)

/ — dt = / ; dt (par définition de h))
a a

b
1 b1 (par intégration
= [ g X H)\(t) :| _/a — X H/\(t) dt par parties}

H,(b) m(a)+ b Hy\(t)
b a 2

H b g
- )\b(ly)_79/+/ 2205) dt (car Hy s’annule en a)
a a
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e De plus :

x la fonction H) est bornée sur R,

1
x onsalt : lim — =0.
b—+oo b

H
Ainsi : lim ﬂ:o.
b—+o0 b

« Comme la fonction H), est bornée, alors : |[Hx(t)| = O (1). Ainsi :

t——+o0
Hy(t
x tout d’abord:‘H)‘(t)‘: ‘ A()’ = 0 <1>
2 t—+oo

$2 2

H\(t)

t2

x ensuite : V¢ € [a, +00],

1
‘206t20
t2

T HA(1)

2 dt existe.

D’aprés le Résultat 1, I'intégrale /

a

H. (b oo HL\(t
>\b() admet une limite finie en 400 et que l'intégrale / ;\2( ) dt
a

f(t)

b A —
existe, alors la fonction b — / —
a

o Comme la fonction b —

dt admet une limite finie en +oo.

Autrement dit, I()\) existe.

« De plus, on rappelle, pour tout b € [a, +o0] :

" A- @) Hy(b) , (" Ha(t)
/a S dt = Ab+/a 2—2dt

On en déduit :

b _ 400
() = lim Atf(t) dt = 0+/ H;(t) dt
—+00 a a

- +o00 H/\(t)
I0) = / 210 gy .

6. Désormais on suppose que f est continue sur R et T-périodique (T > 0).
z+T
a) Démontrer que la fonction ¢ qui a tout réel = associe p(z) = / f(t) dt est constante.

T

T
Montrer alors que l'on a, pour tout réel = : Hy(z +T) — Hy(z) = AT — / f(t) dt.
0

Démonstration.
x+T

o La fonction f est continue sur R. Ainsi, pour tout = € R, l'intégrale / f(t) dt est bien

définie. ;

Autrement dit, la fonction ¢ est bien définie.
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De plus, pour tout x € R :
4T
o) = [ ma
x

0 T z+T
= / f(t) dt +/ f(t) dt —i—/ f(t) dt (par relation de Chasles)
T 0 T

(avec le changement de

T T T
= —A f@dt+A f@dﬁﬁé flu+T) du variable| w—t—T |

T T T
= W—i—/ f(t) dt—l—W (car f est T-périodique)
0 0

_ /OT () dt

Cette derniére quantité ne dépend pas de x.

La fonction ¢ est donc constante sur R.

Commentaire \

On pouvait également repérer une intégrale fonction de ses bornes. La rédaction s’adaptait
de la fagon suivante.
o La fonction f est continue sur R. Elle admet donc une primitive F de classe C! sur R.

e Soit x € R.

xz+T
o) = [ f0d = (PO = Fa+T) - Fla)
x
« La fonction ¢ est dérivable sur R, car elle est la somme de fonctions dérivables sur R.
Soit x € R.
¢'(x) = Flz+T)—F(x)

(car F' est une primitive

= f(l’+T)—f(ll?) defsurR)

= f(zx)— f(x) (car f est T-périodique)
= 0

On en déduit que la fonction ¢ est constante sur R.
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e Soit x € R.

z+T T

Hy(o 4 T) — Hy(x) — / " o) dt—/ (A= £(0)) dt
aa z+T

= / (A= f(1) dt+/ (A= f(¢)) at

z+T
= / (A= f(t)) dt (par relation de Chasles)
v (par linéarité d
B B par linéarité de
= A /x Ldt —o(x) intégrale)
z+T
= A[t], —e)

= M=x+T)—2) —¢(z)

(car @ est constante

= AT+ ¢(0) sur R)
T
Finalement : Vo € R, Hy(x +T) — Hy(x) = AT — / f(t) dt. =
0
b) Montrer qu’il existe une unique valeur Ag du réel X pour laquelle la suite (Hy(a + nT)), oy est
bornée.
Démonstration.
« Pour tout n € N, on note : u,, = Hy(a+nT).
o Soit n € N.
Uny1 —un = Hy(a+(n+1)T)—Hy(a+nT)
= Hx((a+nT)+T)— Hx(a+nT)
T . , ey
- (d’apres la question précédente
= AT /0 F(t) dt appliquée ¢ : x =a+nT € R)
Comme cette derniére quantité ne dépend pas de n, on la note r. Ainsi :
VneN, upy1—up, =1
La suite (uy,) est donc arithmétique de raison r.
e On en déduit :
VvneN, wu, = ug+nr
On en déduit que la suite (u,) est bornée si et seulement si : r = 0.
e De plus :
T
r=0 < AT—/ f(t)dt=0
0
T
& AT = / f(t) dt
0
1 (T
S A== t) dit
7 [
On en déduit qu’il existe une unique valeur Ag pour laquelle la suite
1 (T
(Hx(a+nT)) est bornée : A\g = T /0 f(t) dt. .
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¢) Prouver que, dans ce cas, la fonction H) est périodique et bornée dans R.

Commentaire \

Démonstration. -
1

Supposons : A = \g = — / f(t) dt.
T Jo

o Tout d’abord, démontrons que la fonction H), est T-périodique.

Soit z € R.

T
Hy,(z+T) = H)\O(z)—{—)\OT—/ f(t) dt (d’apres 6a)

= Hy(z +T></ £t /OTf

La fonction Hy, est donc T-périodique sur R.

« Démontrons que la fonction H), est bornée sur R.

« La fonction Hy, est continue (car de classe C1) sur R. Elle est donc continue sur le segment
[0, T]. Elle est ainsi bornée sur ce segment.

x Soit k € Z.
Comme la fonction H), est T-périodique sur R, alors sa courbe représentative sur le segment
[kT, (k+1)T] est la translatée de celle sur le segment [0, 7.
La fonction H), est donc également bornée sur [k T, (k+ 1) T, par les mémes bornes.

x Comme, pour tout k € Z, la fonction H), est bornée sur [kT, (k+ 1)T], alors elle est
bornée sur |J [kT,(k+1)T] =R.

keZ

La fonction H), est bornée sur R.

On pouvait démontrer le caractére borné plus rigoureusement.

« La fonction Hy, est continue (car de classe C!) sur R. Elle est donc continue sur le
segment [0, 7. Elle est ainsi bornée sur ce segment. Autrement dit, il existe M € Ry tel
que :

Vo € [0,T], |Hy(x)| <M

x Soit x € R. .
Il existe alors k € Z tel que : z € [kT, (k+1)T] (on peut méme démontrer : k = {TJ)
Ainsi :
|H/\0 (m)’ = ‘H)\O (r—k T)| (par T-périodicité de Hy,)
< M (car z — kT €1[0,T])

On a ainsi démontré : Vo € R, |HA0 (a:)’ <M.
Autrement dit, la fonction H), est bornée sur R.

10
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d) Déterminer alors toutes les valeurs du réel A pour lesquelles I(\) existe.

Démonstration.
Deux cas se présentent.

e 51 A = Ag, alors, d’aprés la question précédente, la fonction H)y, est bornée sur R.

D’aprés la question 5b, on en déduit que I (Xo) existe.
o si A\ # A, alors on procede par 1'absurde.

Supposons que I(\) existe.
On sait alors que I(\) et I(\g) existent. D’aprés la question 4, on en déduit : A = Ay.

Absurde!
Finalement, seul I()\g) existe. .
* t
e) Dans le cas oul A\g # 0, déterminer un équivalent de & dt lorsque z tend vers 'infini.
a t
Démonstration.
Supposons : Ay # 0.
On effectue un raisonnement similaire & celui de la question 3e.
e Soit z € [a,+o0].
t
La fonction t — fi) est continue sur le SEGMENT [a, z].
* t
L’intégrale / fi) dt est donc bien définie.
e De plus :
/ f(t)dt:/ 1) /\0+)\0d
a t
B Ao — f(t) 1 (par linéarité de
N _/a t dt + o0 /a t dt Uintégrale)
T — f(t .
= —/ Otf()dt—i—)\o [In(t) ]|
T o — f(t
= —/ Otf() dt + Ao (In(z) — In(a))
Ainsi : fit) dt = Ao (In(z) —In(a)) — / /\O_tf(t) dt.
« D’apreés la question précédente, I(\g) existe. Donc :
Yoo — f(t
/ Ao — f(t) dt — I(\o)
a t z—+00
Ainsi : A
—Xo In(a) —/a Of dt e —Xo In(a) — I(Xo) = I%Oﬂo(l)
On en déduit :
/ ff) dt = Mo In(z) — Ao In(a) —/ w dt = M ln(z)+ O (1)
a a T —+o00
. (T @)
Finalement, comme Ao # 0 : — dt ~ Ao In(z). -
a xr—+00

11
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7. Pour tout entier naturel n non nul, on pose A, = /

Démonstration.
Soit n € N*,
. _ | sin(nt)|
Démontrons que la fonction f, : t —» ————
sin(t)

« Tout d’abord, la fonction f;, est continue sur |0, 5] car elle est le quotient f, =

x g1:t— |sin(nt)‘ qui est continue sur |0,
x ga @t sin(t) qui:
- est continue sur |0, 3],
- NE S’ANNULE PAS sur |0, Z].
e De plus : %E)I(l] nt = 0. Donc :
sin(nt
falt) = ‘ sin((t)

Comme f,, admet une limite finie en 0, alors elle prolongeable par continuité en 0.

0

bl

t—0

T

t

™2 | sin(nt)|

sin(t)

est prolongeable par continuité sur le segment [0, 7]

nt

La fonction f, est prolongeable par continuité sur le segment [0, 7].
L’intégrale A, est donc bien définie.

b) Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de la fonction ¢t — - — ——=

Démonstration.

Soit t € [—Z, T]\ {0}.

1 1 sin(t) —t sin(t) —t
t sin(t)  tsin(t) 0 txt
De plus : ‘
n(t) = t— L+ o ()
sin(t) = TR
Donc : .
in)) —t =~ + o (¢
() —t = —g+,
t3
Ainsi @ sin(t) =t ~ — —. D’ou:
t—0 6
11 sin(t) — ¢ -
t  sin(t) o t2 t—0 42
1 1 t
t sm(t) t— 6

7T/2 M t
dt et B, = / |Sm§n)| dt.
0

a) Prouver que A, existe. On admettra qu’il en est de méme pour B,.

2

12
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¢) Démontrer que la suite (A, — Bp)nen+ est bornée.

Démonstration.
Soit n € N*,

o Tout d’abord :
A B - /2 | sin(nt)| dt—/2 | sin(nt)| i@t
0 0 t

sin(t)

: 11 N
= /2 | sin(nt) < . B ) gt (par linéairité de
0

Uintégrale)

e On en déduit :

|Ap, — B,| = /’5 | sin(nt)| L dt
0 sin(t) ¢
< /T2r |sm(nt)‘ LI dt  (par inégalité triangulaire)
0 sm(t) t
3 1
= / | sin(nt)] |- ——| dt
0 sin(¢) ¢
< ’ 1 L dt V. R, |si <1
X X . - N S ) > S
/0 o) 1 (car : Vx ‘ 51n(:v)‘ )
21
- / N
o |sin(t) t
e De plus:
1
x la fonction h : t — |— — —| est continue sur ]0, 5.
sin(t) ¢
x d’aprés la question précédente :
t I
Mo, ’_6‘ =6 oo !

La fonction h est donc prolongeable par continuité en 0.

jus

2
La fonction h est prolongeable par continuité sur le segment [0, 5]. L'intégrale / h(t) dt est
0
donc bien définie.

.Ommote:K:/2 h(t)dt:/2
0 0

On a démontré :

1 1
- — —| dt.
sin(t) ¢

vneN*, [A,-B, < K

La suite (A, — B,) est donc bornée.

13
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d) On effectue dans B,, le changement de variable u = nt.

(i) Donner un équivalent de B,, lorsque n tend vers I'infini. On pourra utiliser les résultats établis
a la question 6.

Démonstration.
Soit n € N*.

o Tout d’abord :

/2 ’sin(u)’ 1 (avec le changement de
_ |t
0

w variable | u=mnt |)

_ /27r | sin(u)| Ju
0 u

o Pour appliquer la question 6, plus précisément la question 6e, il faut faire apparaitre une

x
t
intégrale de la forme / fi) dt ou : a > 0. On remarque alors :
a

B, — /n; | sin(t)| g — /’2’ | sin(t)] dt+/n2ﬂ | sin(t)| ut
0 0 z

t t t

bl ’ sin(t)‘

™ t

L’intégrale /

) .y . . % |sin(t)|
dt est un réel. On s’intéresse alors a la suite — 0 dt )
0
neN*

2
o On cherche donc a appliquer la question 6 a la fonction f : ¢t — | sin(t)‘.

x Tout d’abord, la fonction f est bien continue sur R.
x Ensuite, la fonction f est m-périodique. En effet, pour tout ¢t € R :

fem) = Jsin+m) = | =sin(0)] = [sin(0)] = )
x Enfin : 1 ™
Ao = - /0 f@t) dt
1 o
= - /0 | sin(t)| dt
R (car : ¥t € [0, 7],
R RN
— % [ —cos(t) ]Z
- %( — cos(m) + Cos(O))
_ 2
Ainsi : \g # 0.

14
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D’aprés la question 6e :
xX
t
/ fi) dt  ~ Xoln(z) = — In(x)
™ r—r+00
2

Or: lim %r = +00. Donc :

n——+0o
i sin(t)‘ T f(t) 2 nm 2 2 T 2
dt = a ~ Sw(B) =2 () o~ 2
[5 t é t n—+oo T . 2 T n(n)—&—ﬂ_ . 2/ notoo m n(n)

e On rappelle, pour tout n € N* :

On sait de plus que :
. > |sin(t)|
x l'intégrale
0

x d’aprés ce qui précéde :

dt est une constante (par rapport a n).

s t n—+oo T n—-+oo

/2 Lm(t)‘ -~ 2 In(n) — 400

¥

2
On en déduit : B, ~ = In(n).

n—+oo T D

(ii) En déduire un équivalent de A,, lorsque n tend vers I'infini.

Démonstration.

« Pour tout n € N*, on remarque :

Donc :

. Or :
x d’apres la question 7c, la suite (A, — By,) est bornée,
x d’aprés la question précédente :

2
B, ~ —Inn — 4o

n—+oo T n—-+o0o
On en déduit : A B
n - n
On obtient alors :
ﬁ = 1+ An = B 1
On en conclut : 5
A, ~ B, ~ = lIn(n)
n——+oo n—+oo T
2
A, ~ — In(n)
n—+oo T D
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Probléme 11

Dans tout ce probléme, lorsque E est un espace vectoriel et f un endomorphisme de E, on rappelle
que fO =idg et que pour tout n € N, f*tl = fo f = fo fm
Partie I : Un projecteur
On considére le R-espace vectoriel R? et I'application :
p: R3 — R3

(2,1,2) 2x—y—zv—x+2y—z’—:€—y—|—2z
3 3 3

On note ey = (1,1,1), ea = (1,—1,0) et e3 = (0,1, —1) des vecteurs de R3.

8. Montrer que % = (e1, e, e3) est une base de R3,

Démonstration.

o Démontrons que la famille & est libre.
Soit ()\1, Aa, )\3) € R3.
Supposons :
Ar-er+Az-e2+Az-e3 = Ops (%)

On remarque :

Ar-e1+Ao-ea+ A3 -e3 = Ops <~ )\1'(1,1,1)—|—)\2'(1,—1,0)—|—)\3'(0,1,—1):ORS
— (A1 4+ A2, A1 — A2 + A3, A1 — A3) = (0,0,0)
A+ Ao =0
< AM — X + A3 = 0
A — X3 = 0
Ly Ly — I >\1 + >\2 =0
Ly« Ly — Ly
<~ — 2X + A3 = 0

- X = A3 =0

A+ A2 =0

Ly« 2Ls— Ly
< — 2)Xy + A3 = 0
— 3X3 =0

e {)\1:)\2:)\320

(par remontées successives)

La famille & est donc libre.

o La famille £ :
x est libre, d’aprés ce qui précede,
« vérifie : Card(%) = 3 = dim(R?).

On en déduit que la famille 2 est une base de R3.
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9. Montrer que p est un projecteur de R3,

Démonstration.

o Démontrons d’abord que p est linéaire.
Soit ()\1,)\2) S R2. Soit (ul,ug) S (R?’)
Alors il existe (x1,y1, 21, T2, Y2, 22) € RO tel que :

2

uy = (Lvl,yl,Zl) et Uz = ("EQ’y2722)
On remarque :
2(A A — (A A — (A A
p(A1-ug + Ao -ug) = ( (A1 + Aoa) — 1913+ 2y2) — (A121 + 222)’
—(Mz1 + Aoz2) + 2(My1 + Aaye) — (A2 + Aoza)
3 9

—(Mz1 + Aaz2) — (My1 + A2y2) + 2(A121 + A2z2) )
3

_ ( " 2$1—y1—21+)\ 29 — Y2 — 22

3 2 3 ’
—x1+2y1 — 2 —x9 + 2Yys — 2
A 1 Y1 14_)\2 2 Y2 2’
3 3
—r1 — Y1+ 22 —X9 — Yo + 22
AL 1 g1 1+>\2 2 Z2 2 )

_ \ 201 —y1 — 21 T+ 2y — 21 —x1 — Y1+ 22
1 3 ) 3 ’ 3

200 — Yo — 22 —Xa+ 22— 22 —X2— Y2+ 22
e 3 ’ 3 ’ 3

_ A1 p(uy) + Az - plug)

On en conclut que 'application p est linéaire.
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o Démontrons ensuite : pop = p.
Soit u € R3. Alors il existe (z,y, z,) € R3 tel que :

On en déduit :

De plus :

u = (z,y,2)

(pop)(u) = p(p(w))

<<2x—y—z —r+2y—=z —x—y+2z>>
= D

3 ’ 3 ’ 3

= p(vi,v2,v3)

. (21)1—1}2—’1)3 —v1 + 209 — U3 —Ul—’Ug—l—Qvg)

3 ’ 3 ’ 3

x tout d’abord :

x on obtient de méme :

On en déduit :

201 —ve—wv3y  22z-y—2z 1 -—2x+2y—2z 1 -—xz—-y+2
3 3 3 3 3 3 3
2@z —y—2)—(—x+2y—2)— (—x—y+22)
B 9
 dr—-2y—2z+taw-2ytztarty—22
B 9
_ b6x—3y—3z
B 9
_ 3(2r—y—2)
B 3x3
 2x—y—z
3
—vy+2vg—v3  —x+2Yy—=z ot —v1 — V2 + 2v3 —x —y+ 2z
3 B 3 3 3
22)1—1)2—1)3 —Ul+2U2—1)3 —’Ul—U2+2U3
(pop)(u) = 3 ; 3 ; 3

3 ’ 3 ’ 3

<2m—y—z —r+2y—=z —m—y+2z>

= p(u)

Ainsi : pop=p.

L’endomorphisme p est donc un projecteur de R3.

18
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10. Déterminer une base puis la dimension du noyau de p. En déduire le rang de p.

Démonstration.

o Soit u € R3.
Alors il existe (x,y,2) € R3 tel que : u = (z,y, 2).

u € Ker(p) — p(u) = Ogs

2r—y—2z —x+2y—2 —r—y+2z
= =(0,0,0
(=t T ) o)
2r—y—2z —x+2y—2 —xr—y+2z2
= 3- =3-(0,0,0
< 3 ) 3 Y 3 ) (7 9y )
— 2r—y—z,—x+2y—z,—x—y+22)=(0,0,0)
(22 — y — =z =0
<= -z + 2y — 2z =0
l—z — y + 2z =0
Ly 2Ly + Ly 2z — Yy - z =0
Ly« 2L+ Ly
— 3y — 3z =0
- 3y + 3z = 0
220 — y — 2z =0
L3 <+ L3+ Lo
— 3y — 3z = 0
0 =0
\
20 — y = z
<~
3y = 3z
L 3L+ 1Ly 6x = 6z
—
3y = 3=z
o On obtient :
Ker(p) = {(z,y,2) €R® [z =zety =z}

= {(z,2,2) | z € R}
= {z-(1,1,1) | z e R}
= Vect((1,1,1))

« La famille Fy = ((1,1,1)) est donc :
x génératrice de Ker(p), d’aprés ce qui précede,
x libre, car elle est constituée uniquement d’un vecteur, qui est non nul.

C’est donc une base de Ker(p). Ainsi :
dim (Ker(p)) = Card(F) = 1

La famille 7o = ((1,1,1)) est une base de Ker(p) et : dim (Ker(p)) = 1.
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o On sait que :
x le R-espace vectoriel R3 est de dimension finie,
x 'application p est linéaire.
Par théoréme du rang :
dim(R3) = dim (Ker(p)) + dim (Im(p))
I I I

3 1 rg(p)

On en déduit : rg(p) =3 -1 =2.

11. Démontrer : R? = Ker(p) @ Im(p).

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :
dim (Ker(p)) + dim (Im(p)) = dim(R?)
« Il reste donc & démontrer que Ker(p) et Im(p) sont en somme directe, i.e. : Ker(p) N Im(p) = {Ogs }.

On proceéde par double inclusion.
(D) Les ensembles Ker(p) et Im(p) sont des sous-espaces vectoriels de R3. Donc :
Ogs € Ker(p) et Ogs € Im(p)
Ainsi : Ogs € Ker(p) NIm(p). Autrement dit : {Ogs} C Ker(p) N Im(p).
(C) Soit v € Ker(p) NIm(p).
x Comme v € Ker(p), alors : p(v) = Ops.

x Comme v € Im(p), alors il existe u € R? tel que : v = p(u).

On obtient :
Ogs = p(v)

= p(p(u)
= (pop)(u)
= p(u) (car p est un projecteur)
= v
Finalement : Ker(p) NIm(p) C {Ogs}.
o On a démontré :

x d'une part : dim ( Ker(p)) 4+ dim (Im(p)) = dim(R?)
x d’autre part : Ker(p) N Im(p) = {Ops}

On en conclut : R3 = Ker(p) @ Im(p).
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Partie II : Un exemple

On considére la matrice :

4 -1 5
A= 1[1-2 -1 -1
-4 1 =5

et on note u 'application linéaire canoniquement associée & A :

u .//571(K) — %571(K)
X = AX

-1

4 5
12. Montrer que ( 1 ) est une combinaison linéaire de (—2) et de (—1).

1 —4

4 5
Aol =2 4+p- -1

—4 -5
A\ + 5 1)

)

Démonstration.
Soit (A, ) € R

<= 22X-p | =11
—4X —5p 1
(4N + 5p = -1
= 22X - p =1
—4X — bdpu = 1
Ly 2L+ Ly 4N + S5u = -1
L3 < L3+ Ly
— 3p = 1
0O = 0
Ly« 3L —5Ls 12\ = -8
<
3p = 1

On en déduit :

_1 () =5 ) )

Le vecteur ( 1 ) est donc une combinaison linéaire de (
1

4
-2
—4

)<
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-1
13. Justifier : ( 1 ) € Ker(u) N Im(u). A-t-on : A31(K) = Ker(u) ® Im(u) ?
1
Démonstration.

o Tout d’abord :

-1 -1 4 -1 5 -1 0
U 1 = A 1 = [-2 -1 -1 1 =10
1 1 -4 1 =5 1 0
-1
Ainsi : ( 1 ) € Ker(u).
1

x le R-espace vectoriel .#31(K) est de dimension finie,

o On sait que :

x 'application u est linéaire.

Par caractérisation de I'image d’une application linéaire en dimension finie :

1 0 0
Im(u) = Vect [u (0) , U (1) , U (0)
0 0 1

G0 )00

-1 4
Or, d’aprés la question précédente, le vecteur ( 1 ) est donc une combinaison linéaire de (2)

1 —4
5
et | —1|. Autrement dit :
)
-1 4 5
1 € Vect =21, -1
1 —4 )
—1
Ainsi : ( 1 ) € Im(u)
1

-1
Finalement : ( 1 ) € Ker(u) N Im(u)

1
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14.

15.

e On déduit de ce qui précede :

Ker(u) NIm(u) # {04, x)}

On en conclut : 451 (K) # Ker(u) @ Im(u).

Calculer A2
Démonstration.
On calcule :
4 -1 5 4 -1 5
A2 = |2 -1 —1||[-2 -1 —1] =
-4 1 =5 -4 1 =5
-2 2 -4
A?=|(-2 2 -4
2 -2 4 O
Déterminer un base de Ker(u?) et une base de Im(u?).

Démonstration.
o Déterminons une base de Ker(u).
x Soit X € ///371(K).

z

xr
Alors il existe (z,y, 2) € K3 tel que : X = (y)

X € Ker(u?)

T1 10701

|
M[\D[\D
|

MMI\D
~ o
B
~
RS

-2z + 2y — 4z = 0

|
)
8
+
o
N
|
W
N
Il
(@)

Ly Ly— Ly -2z + 2y — 4z = 0
Ly« L3+ Ly
= 0 = 0
L 0 =0
= { Yy = x + 2=z
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x On obtient :

z

Ker(u?) = { (;) € M31(K) | y=ax+2z}

T

= {(x+2z) | (z,2) € R?}

z

1 0
x La famille Gy = (1), <2) est donc :
0 1

- génératrice de Ker(u?), d’aprés ce qui précede,

- libre, car constituée de 2 vecteurs non colinéaires.

0 1

1 0
La famille Gy = (1) , (2) est donc une base de Ker(u?).

« Déterminons Im(u?).
x On sait que :
- le K-espace vectoriel .#31(K) est de dimension finie,
- T'application u? est linéaire.

Par caractérisation de I'image d’une application linéaire en dimension finie :

1 0 0
Vect | u? 0 , u? 1 , u? 0
0 0 1

Im (u?)

1 0 0
= Vect | A? (0), A? (1), A? O) (avec le méme raisonnement que pour Ker(u?))
0

1

= Vect

= Vect

2
C((2) ore () =-(2)
)

(.
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1
x La famille G| = ( 1 ) est donc :
—1

- génératrice de Im(u), d’aprés ce qui précede,
- libre, car constituée uniquement d’un vecteur, qui est non nul.
) )

1
La famille Gy = 1 est donc une base de Im(u?).
16. Montrer que .#51(K) = Ker(u?) ® Im(u?).
Démonstration.
1 0 1
« Démontrons que la famille %y = 11,12, 1 est une base de .#3;(K).
0 1 —1

x Démontrons que la famille % est libre.
Soit ()\17 Aa, /\3) e K3.

Supposouns :
1 0 1
M1+ [2]+A3-] 1 = 0(//1371(]1@ (*)
0 1 -1

On remarque :

A1 + A3 = 0
() <~ A+ 22X + A3 =0
A2 — A3 = 0
( A1 + A3 = 0
Ly Ly — Ly
<— 2 Ao =0

A — A3 = 0

A1 + A3 = 0

L3« 2L3— Lo
<— 2 Ao =0
— 2x = 0

<~ { A1l = Ay = )\3 =0
(par remontées successives)

Alnsi : )\1 = /\2 = )\3 =0.

La famille A, est donc libre.

x La famille % :
- est libre, d’aprés ce qui précéde,
- vérifie : Card(%g) = 3 = dim (5, (K)).

La famille % est donc une base de .5 1 (K).

« On a démontré que la concaténation d’une base de Ker(u?) et d’une base de Im(u?) forme une
base de .#31(K).

On en conclut : #51(K) = Ker(u?) & Im(u?). 0
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Partie III : Carré de f

Soit f un endomorphisme quelconque d’'un K-espace vectoriel E.
17. Montrer : Ker(f) C Ker(f?) et Im(f?) C Im(f).

18.

Démonstration.

« Démontrons : Ker(f) C Ker(f?).
Soit x € Ker(f).

) = f(f)
= f(0g) (car : x € Ker(f))
= 0p (car [ est linéaire)

Ainsi : x € Ker(f?).

Ker(f) C Ker(f?)

« Démontrons : Im(f?) C Im(f).
Soit y € Im(f2).
Alors il existe 2 € E tel que : y = f%(z) = f(f(a;))
On note : xo = f(z) € E. Alors : y = f(x9).
Ainsi : y € Im(f).

In(f?) € Tm(/) .

On suppose dans cette question : Im(f) = Im(f?). Montrer que pour tout = € E, il existe 2/ € E
tel que f(z) = f2(2') puis que z — f(2') € Ker(f). En déduire que E = Ker(f) + Im(f).

Démonstration.
o Soit z € E.
On remarque : f(z) € Im(f). Or : Im(f) = Im(f?). Donc : f(z) € Im(f?).
1l existe donc 2’ € E tel que : f(z) = f2(2').
« Démontrons : x — f(z) € Ker(f).
flz—=f@)) = flx)—f3a') (par linéarité de f)
= f(x)— f(x)  (d’aprés le point précédent)

Ainsi, pour tout = € E, il existe 2’ € E tel que : f(z) = f?(2')
et z — f(a') € Ker(f).

e Soit x € E.
D’aprés le point précédent, il existe 2’ € E tel que : f(z) = f2(z').
On remarque alors :
v = (z—f(2)) + f(2)
Or:
x d’une part, d’aprés le point précédent : z — f(x') € Ker(f),
x d’autre part : f(z’) € Im(f).
On a donc démontré que tout vecteur z de E se décompose comme la somme d’un élément de
Ker(f) et d’'un élément de Im(f).

On en déduit : E = Ker(f) + Im(f).
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19. Montrer que si E = Ker(f) + Im(f) alors : Im(f) C Im(f?).

Démonstration.

Supposons : E = Ker(f) + Im(f). Démontrons : Im(f) C Im(f?).
Soit y € Im(f).

Alors il existe z € E tel que : y = f(x).

e On sait : E = Ker(f)+Im(f). Or: z € E.
Il existe donc (7g,v) € E? tel que :

(i) zo € Ker(f)
(i) v € Im(f)
(iit) v =29+ v
o Comme v € Im(f), alors il existe u € E tel que : v = f(u).

« On remarque alors :
y = f(z)
= f(zo+v) (d’apres (iii))
= f(zo)+ f(v) (par linéarité de f)
= Op+ f(v) (d’aprés (i)
= f2(u) (car : v = f(u))

Ainsi : y € Im(f?).

Ainsi, si E = Ker(f) + Im(f), alors : Im(f) C Im(f?).

O
20. Déduire des questions précédente 1’équivalence :
E = Ke(f)+Im(f) © Tm(f?) = In()
Démonstration.
On procéde par double implication.
(=) Supposons : E = Ker(f) + Im(f). Démontrons : Im(f?) = Im(f).
On proceéde par double inclusion.
(C) Cette inclusion est toujours vraie d’aprés la question 17.
(D) Comme E = Ker(f) + Im(f), alors, d’aprés la question précédente : Im(f) C Im(f?).
(<) Supposons : Im(f?) = Im(f).
Alors, d’apres la question 18 : E = Ker(f) + Im(f).
Finalement : E = Ker(f) + Im(f) < Im(f?) = Im(f) -
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21. Montrer de la méme maniére I’équivalence :

Ker(f) NIm(f) = {0g} & Ker(f?) = Ker(f)

Démonstration.
On procéde par double implication.

(=

(<

22.

) Supposons : Ker(f) NIm(f) = {0g}. Démontrons : Ker(f?) = Ker(f).
On proceéde par double inclusion.

(C) Soit = € Ker(f?). Alors :
x d’une part : f(z) € Ker(f). En effet :

)-
f(f(z) = = 0 (car : x € Ker(f?))

x d’autre part : f(z) € Im(f).
Ainsi : f(x) € Ker(f) NIm(f).

Or, on a supposé : Ker(f) NIm(f) = {Og}. On en déduit : f(x) € {Og}. Autrement dit :

f(z) =0g.
D’ou : z € Ker(f).
(D) Cette inclusion est toujours vraie d’aprés la question 17.

Ainsi, si Ker(f) NIm(f) = {0g}, alors : Ker(f?) = Ker(f).

) Supposons : Ker(f?) = Ker(f). Démontrons : Ker(f) N Im(f) = {0g}.
On procéde par double inclusion.

(C) Soit y € Ker(f) NIm(f).
x Comme y € Ker(f), alors : f(y) =0pg.
x Comme y € Im(f), alors il existe x € E tel que : y = f(z).
On en déduit :
fly) = f(f@) = f(x)
Ainsi : f2(x) = f(y) = 0g. Autrement dit : 2 € Ker(f?).
Or on a supposé : Ker(f2) = Ker(f). Donc : x € Ker(f). D’ou :

y = f(z) = 0p

(D) Les ensembles Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de E. Ainsi :

Ker(f) NIm(f).
Ainsi, si Ker(f?) = Ker(f), alors : Ker(f) NIm(f) = {0g}.

Finalement : Ker(f) NIm(f) = {0} <& Ker(f?) = Ker(f)

Conclure : E = Ker(f) @ Im(f) si et seulement si Im(f?) = Im(f) et Ker(f?) = Ker(f).

Démonstration.
On remarque :

E = Ker(f)+Im(f)

FE = Ker Im
(f)eIm(f) < {Ker(f)mlm(f) = {0g}

(d’aprés 20 et 21)

{ Im(f?) = Im(f)
Ker(f?) = Ker(f)

{0p} C

On en conclut que E = Ker(f) @ Im(f) si et seulement si Im(f?) = Im(f) et Ker(f?)

= Ker( fﬁ]
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Partie IV : Suites des noyaux et des images de f* et décomposition de

Dans la suite, on considére un K-espace vectoriel E quelconque et on pose, pour tout n € N :

K, = Ker(f") et I, = Im(f") puis k, = dim(K,) et i, =dim(l,)

(lorsque K, ou I, ne sont pas de dimension finie, on pose respectivement k,, = +00 ou i, = +00).

23. En procédant comme dans la question 17, montrer pour tout n € N: K,, C K41 et Iy C I.

24.

Démonstration.
Soit n € N.

o Démontrons : K, C Kp41.
Soit z € K.
fri@) = f(f"(2)
= f(0g) (car : x € K)

= 0Og (car f est linéaire)

Ainsi @ x € Kpy1.

Kn C Kn+1

o Démontrons : I,,4+1 C I,,.
Soit y € Iy1.
Alors il existe z € E tel que : y = f""(z) = f"(f(2)).
On note : 29 = f(x) € E. Alors : y = f™(x0).
Ainsi @ y € I,.

In—i—l - In

O

On suppose dans cette question qu’il existe s € N tel que Ky = K;41. Montrer que Ky = K12 puis
que pour tout entier m € N tel que m > s :

Ks = Km
Démonstration.
o Démontrons : Kg = Kgyo. Pour cela, on démontre : Kg1 = Kgio. On procéde par double
inclusion.

(C) D’aprés la question précédente appliquée an =s+1 :
Ksp1 C Koo
(D) Soit € Ksio. Alors : f*t2(z) = 0. Donc :

T (f) = o0g

Dou: f(z) € Ksy1.
Or: Kgy1 = K,. Donc : f(z) € K. D'ou :

ff(f(x) = 0

Ainsi : ft(z) = 0g. Autrement dit : x € K¢, 1.

Finalement : K;10 = K 41 = K.
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« Démontrons par récurrence : Vm € [s, +oo, P(m) ou P(m): Ks = K.

» Initialisation :
On sait : Ky = K.
D’ou P(s).
» Heérédité : soit m € [[s, +oo[.
Supposons P(m) et démontrons P(m + 1) (i.e. : Ky = Kpy1).
Par hypothése de récurrence : Ky = K,,. Pour démontrer : Ky = Kp,11, il suffit donc de
démontrer : K, = Kipy1.
On proceéde par double inclusion.

(C) D’aprés la question précédente appliquée a n =m :
K, C Knt
(D) Soit z € Kyyy1. Alors : f™H1(z) = 0g. Donc :
fm(f(z) = Op

D'ou : f(z) € K.
Or: K,, = K,. Donc : f(z) € K,. Dot :

F(f(x) = 0

Ainsi : f5*1(2) = 0p. Autrement dit : © € Kq41.
Enfin : K11 = K. Donc, par hypothése de récurrence :

Ks+1 = Ks = Km

On en déduit : z € K,,.

On obtient :
Km+1 = Km = Ks

D’oa P(m + 1).

Par principte de récurrence : Vm € [s, +oo[, K5 = K.

O

25. On suppose dans cette question qu’il existe r € N tel que I, = I,;1. Montrer que pour tout entier
m € N tel quem > r:

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vm € [r, +oo[, P(m) : I, = Ip,.

» Initialisation :
On sait : I, = I,
D’ou P(r).
» Hérédité : soit m € [r, +oo].
Supposons P(m) et démontrons P(m + 1) (i.e. : I, = Lyy1).
Par hypotheése de récurrence : I,. = I,,. Pour démontrer : I, = I,,11, il suffit donc de démontrer :
Im = Im+1-
On procede par double inclusion.
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(C) Soit y € Iy,.
Alors il existe x € F tel que : y = f™(x).
On remarque : y = f™(x) = fm™" (fr(:v))
De plus : f"(x) € I,. Or : I, = I,41. D’ou : f"(z) € I,41. Il existe donc zy € F tel que :
f(z) = f(x0). On en déduit :
y = (@) = (T (@) = M (o)

Ainsi : y € Iy
(D) D’apres la question 23 appliquée a n =m :

Im—i—l - Im

Finalement : I,;,11 = I,,, = I,
D’oa P(m + 1).

Par principe de récurrence : Vm € [r, +oo[, Iy = L. -

26. On suppose dans cette question qu'il existe (r,s) € N? tel que I, = I,41 et K, = K 1. On note sg
et ro les plus petits entiers r, s respectifs tels que I, = I, 41 et Kg, = Kg,+1. Montrer : 1o = s¢;
et :

E = Ker(f) @ Im(f™)
Démonstration.

o On procéde par ’absurde.
Supposons : NON(rg = sg), i.e. 7o # So-
Deux cas se présentent.

x Sirg < sg.

- On sait : Ky, = Kgy4+1. Donc, d’apres la question 24 : Vm > sg, K, = K;,. En particulier :
Ker(f?0) = Koy, = K, = Ker(f*)
- D’aprés la question 21 appliquée & f%0, on en déduit :
Ker(f*) nIm(f*) = {0g}

De plus : I, = I,,4+1. Ainsi, d’aprées la question 25 : Vm > ro, I, = I,,. En particulier,
comme sg > 70 :
Im(f*) = Iy, = I, = Im(f™)

On en déduit :
Ker(f*)NIm(f) = {0g}

- Enfin, d’aprés la question 28, comme sg > rq, alors :
Ker(f°) = K,, C K, = Ker(f*)
On en conclut :
Ker(f)NnIm(f™) < Ker(f*°)NIm(f™) = {0g}
Or, Ker(f™) et Im(f") sont des sous-espaces vectoriels de E, donc : {Og} C Ker(f™) N Im(f™).

D’ou :
Ker(f™)NIm(f™) = {0g}
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- Ainsi, d’apreés la question 21 appliquée a f"° :
Ker(f2) = Ker(f™)
Or, d’apreés la question 23 :
Ker(f™) c Ker(ft) c Ker(f?)

Ainsi : Ker(f7o!) = Ker(f").

Absurde! En effet, d’aprés I'énoncé, sg est le plus petit entier tel que : Ker(f%0!) = Ker(f*°).
Or : 19 < sp et Ker(fot!) = Ker(f™).
x 511 > Sp.

- On sait : I, = Iy,4+1. Donc, d’aprés la question précédente : Ym > rg, I, = I,,. En particu-
lier :
Im(f*°) = Iy, = I, = Im(f™)

- D’aprés la question 20 appliquée & ™, on en déduit :
E = Ker(f") + Im(f™)

De plus : Ky, = Ky +1. Ainsi, d’aprés la question 24 : Ym > sg, K, = Ky,. En particulier,
comme 79 > S :

Ker(f™) = K,, = Ks, = Ker(f%)

On en déduit :
E = Ker(f*) +Im(f")

- Enfin, d’aprés la question 28, comme rg > s, alors :
Im(f™) = Iy C Isy = Im(f*°)

On en conclut :

E = Ker(f*)+Im(f™) ¢ Ker(f™) +Im(f*)
Or, Ker(f%0) et Im(f*°) sont des sous-espaces vectoriels de E, donc : Ker(f%0)+Im(f*) C E.
D’ou :

E = Ker(f*) +Im(f*)
- Ainsi, d’aprés la question 20 appliquée a f° :
Im(f%*°) = Im(f*°)
Or, d’aprés la question 23 :
Im(f*°) € Tm(f**!) c Im(f*)

Ainsi : Im(f%0*1) = Im(f%).

Absurde! En effet, d’aprés I'énoncé, rq est le plus petit entier tel que : Im(f"0*!) = Im(f").
Or : s <rpet Im(fSOH) = Im(f%).

Finalement : ry = sq.
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o On sait donc :
x d'une part : I, = I, 4+1. Donc, d’aprés la question 25 : I, = Iay,.
x d’autre part : K, = K, 1. Donc, d’aprés la question 24 : K,, = Ko,.
Autrement dit :
Im(f?r°) = Im(f™)
Ker(f20) = Ker(f™)
Ainsi, d’aprés la question 22 appliquée a ", on obtient : E = Ker(f™) @ Im(f™).
E =Ker(f™) @ Im(f™) 0

Partie V : Cas ou F est de dimension finie

Dans cette partie, on suppose que F est de dimension finie.
27. Montrer que (kp)nen et (in)nen sont des suites d’entiers et déterminer leurs monotonies.
Démonstration.

o Tout d’abord, pour tout n € N :
k, = dim(K,) €N et in = dim(l,) €N

Ainsi, les suites (k) et (i,,) sont des suites d’entiers.

o Soit n € N.
D’aprés la question 23 : K, C K,4+1. D’ott :

dim(K,) < dim(K,1)
I I

kn < kn+1

La suite (k,) est donc croissante.

e Soit n € N.
D’aprés la question 23 : I,,41 C I,. D’ou :

dim(Z,+1) < dim(Z,)
I I

in—l—l < in

La suite (i,) est donc décroissante.

O

28. Justifier que les suites (kp)nen €t (in)nen sont bornées et qu'il existe (r,s) € N2 tel que k, = ky41
et is = i3+1.

Démonstration.

o Soit n € N.
Les ensembles K,, = Ker(f") et I,, = Im(f™) sont des sous-espaces vectoriels de E. Ainsi :

{0g} € K,, C E et {0g} € I, C E

On en déduit :
0 < ky < dim(E) et 0 < ip < dim(E)

Les suites (k) et (iy) sont donc borneées.
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o La suite (k) est :
x croissante, d’aprés la question précédente,
x majorée par dim(F) d’aprés le point précédent.
FElle est donc convergente.

Puisque la suite (k) est de plus une suite d’entiers (c’est-a-dire : Vn € N, k, € N), on en déduit
qu’elle est stationnaire (i.e. constante a partir d’un certain rang).

11 existe donc r € N tel que : k, = kpy1.

o La suite (i,) est :
x décroissante, d’aprés la question précédente,
x minorée par 0, d’apreés le début de cette question.

FElle est donc convergente.
Puisque la suite (i) est de plus une suite d’entiers (c’est-a-dire : Vn € N, i), € N), on en déduit
qu’elle est stationnaire (i.e. constante & partir d’un certain rang).

Il existe donc s € N tel que : i5 = i541.

O

29. Notons rg, sg les plus petits entiers naturels tel que i, = i,41 et ks = ks41. Montrer que ro < dim(FE)
et so < dim(E) et que rg = sp.

Démonstration.

« D’apres la question précédente, les suites (k) et (i,,) sont majorées par E.

En particulier : 7o < dim(FE) et sp < dim(FE).

« On sait : iy, = iyy41. Autrement dit : dim (Im(f™)) = dim (Im(f*)).
De plus, d’aprés 23 : Im(f7*1) € Im(f™). Ainsi :

{ Im(fro+1) C Im(fro)
dim (Im(f™)) = dim (Im(f0*))

On en déduit : Im(f7) = Im(fmoH), d.e. : Iy = Lrg11-

« On sait : kg, = kso11. Autrement dit : dim (Ker(f*0)) = dim (Ker(f**1)).
De plus, d’aprés 23 : Ker(f%0) C Ker(f%*1). Ainsi :

{ Ker(fso) C Ker(fso+1)
dim (Ker(f*)) = dim (Ker(f**!))

On en déduit : Ker(f%0) = Ker(f5071), je. : Ky = Kgyy1-

« On sait alors que rg et sg sont les plus petits entiers tels que :
Ly = Irg1
Kso = so+1

Ainsi, d’aprés la question 26 : 1o = so.
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Commentaire

On aurait également pu utiliser le théoréme du rang pour démontrer : rg = sg.
« Tout d’abord :

x D’espace vectoriel F est de dimension finie dans cette question,

x 'application f"° est linéaire.

Par théoréme du rang :

dim(E) = dim (Ker(f™)) + dim (Im(f™))
I I
kTO 2.7'0
e De méme :

x Despace vectoriel F est de dimension finie dans cette question,

x Dapplication foF! est linéaire.

Par théoréme du rang :

dim(E) = dim (Ker(f™™)) + dim (Im(f7*!))

I I

kro-‘rl i"'0+1
e Or: iy, =ip,+1. Donc :

kror1 = dim(E) —ipg41 = dim(E) =iy, = ki,

Comme sq est le plus petit entier s tel que : kg1 = ks, on en déduit : sg < rg.

« On obtient aussi :
iso+1 = dim(E) — ksyr1 = dim(F) — ks, = s,

Comme rq est le plus petit entier r tel que : 4,41 = ,, on en déduit : g < sp.
On en conclut : sg = rg.

{ u
80. En déduire que E = Ker(f™) @ Im(f").
Démonstration.
On a démontré en question précédente :
Iy = Irgpa
KSO = so+1
Ainsi, d’apres la question 26 : E = Ker(f™) @ Im(f70). -
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81. On considére, avec les notations de la partie I, £ = R3 et f = p. Que valent ry et sy dans ce cas?

Démonstration.

« Comme p est un projecteur, alors : p> = pop = p. On en déduit :

{ Ker(p®) = Ker(p)
Im(p?) = Im(p)

Ainsi :

On en déduit : rg < 1 et 5o < 1.
o De plus :

x d’une part : Ker(p’) = Ker(idg) = {0g}. Donc : ko = dim (Ker(p°)) = 0.
Or, d’aprés la question 10 : k1 = 1 # k.
Ainsi : sg # 0. Donc : sg > 1.
Or, d’apreés le point précédent : sy < 1. D’ou : 59 = 1.

x d’autre part : Im(p°) = Im(idg) = R®. Donc : iy = dim (Im(p°)) = 3.
Or, d’aprés la question 10 : i1 = 2 # ip.
Ainsi : g # 0. Donc : rg > 1.
Or, d’aprés le point précédent : rg < 1. D’oti : rg = 1.

Finalement, dans le cas de la partie [ : 7o = sg = 1.
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