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6) Commutativité de X :

CH VII : Suites numériques 21X Ty = 9 X @1

7) Element neutre pour x : 1 est [’élément neutre pour la loi x.

I. L’ensemble R Ixz = zx1 =

I.1. Propriétés des lois + et x 8) Inverse pour x : tout x € R* admet un inverse pour la loi X, noté =

On admet 'existence de I’ensemble des nombres réels, que ’on note R. On » B oz = 1
munit ensemble R de deux lois internes + et X. v r r=

SR

Proposition 1. (Propriétés de + et x) 9) Distributivité de X_sur + :

Soit (z1, 79, x3) € R3.

C r1 X (9 +x = X1 XTo+T1 XX
1) Associativité de + : ( 3) 3

et (r1+me) Xx3 = 1 XT3+ T2 XT3

(x14+x2)+23 = 21+ (x2+23) = 1 +22+ 23

10) Intégrité :

2) Commutativité de + : (z1 x 29 =0) & (21 =000z = 0)

T+ T2 = X2+ 1T

Remarque
Pour la culture :

8) Element neutre pour + : 0 est l’élément neutre pour la loi +.

« un ensemble muni de deux lois internes + et x vérifiant les propriétés 1),
O+z = 2+0 =z 2),8), 4), 5), 7), 9) est appelé anneau (unitaire).

4) Opposé pour + - tout = € R admet un opposé pour la loi +, noté —x « si cet ensemble vérifie en plus 6), alors 'anneau est dit commutatif.

« si, en plus de tout cela, ’ensemble vérifie la propriété 8) (i.e. 'ensemble
r+(—z) = (—x)+x =0 vérifie les propriétés 1) a 9)), alors cet ensemble est appelé un corps.

o « enfin, un ensemble vérifiant toutes les propriétés de 1) a 10) est appelé un
5) Associativité de X : . v prop ) ) pp
************** corps wntegre.

(l’lxe)Xxg = .’L‘1><(1‘2><.%'3) = X1 X X2 X I3
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I[.2. Comparaison de réels Proposition 2.
- 3

I.2.a) Notion d’ordre total dans R Soit (a,b,c) € R
On rappelle que I’ensemble des réels est la réunion de deux sous-ensembles : 1) Réflerivité :| a < a
o l'ensemble R_ des réels négatifs ou nuls, 2) Antisymétrie :
« 'ensemble R des réels positifs ou nuls.
Notons que le réel 0 appratient & chacun de ses sous-ensembles. Et méme, (a<b ET b<a) = (a=0b)
plus précisément : R_ N Ry = {0}.
Définition 3) Transitivité :

Soit (a,b) € R2. (a<b ET b<c) = (a<c)

e On dit que a est inférieur ou égal a b, et on note a < b si et seulement

si:a—beR Remarque

De fagon général, un opérateur binaire B sur un ensemble E vérifiant les
propriétés suivantes pour tout (a, b, c) € E3 .

a<b & a—-belR_

si:ra—beR,. 2) Antisymétrie :

azb & a—-beRy (oMb ET bMa) = (a=0b)

« On dit que a est supérieur ou égal a b, et on note a > b si et seulement 1) Réflevivité : aMa

« On dit que a est strictement inférieur a b, et on note a < b si et 3) Transitivité :

seulement si : a — b € R*. (@b ET bMc) = (aM¢)

est appelée une relation d’ordre.
a<b & a—-beR: PP

e« On dit que a est strictement supérieur 4 b, et on note a > b si et
seulement si : a — b € RY.

a>b & a—-beRL

A On rappelle que ’ensemble C ne posséde pas de relation d’ordre
total. Il n'y a donc pas de sens a écrire des inégalités entre
nombres complexes (non réels).
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I.2.b) Reégles de calculs Proposition 4.
Proposition 3. Soit (a,b, ¢,d) € R™.
Soit (a,b,c,d) € R%. 1) Compatibilité avec l'addition :

1) Compatibilité avec Uaddition :
********************** (a<b ET ¢<d) = (a+c<b+d)

2) Multiplication par un réel positif :

************************* (a<b ET 0<c¢) = (ac<be)

3) Multiplication par un réel négatif :

””””””””””””” (a<b ET ¢<0) = (ac>bc)

4) Multiplication de réels positifs :

”””””””””””” (0<a<bET 0<c<d) = (0<ac<bd)

En particulier :| Yn e N*, (0<a<b) = (0<a™ <b"?)

En particulier :| YneN, (0<a<b) = (0<a” <b")

1.3. L’ordre et les parties de R

E i 1
xercice I.3.a) Majorant, minorant

L’assertion suivante est-elle vraie ?
. Définition

V(a,b,c,d) € R <b ET 0<ec<d = < bd ) .
(a,b,¢,d) € R, (a c<d) (ac < bd) Soit E une partie de R.

e On dit que le réel M est un majorant de E'si:| Ve e E, x <M

e On dit que le réel m est un minorant de Esi:| Vx € £, z > m
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« Toute partie de R n’admet pas forcément de minorant ou de
majorant. Par exemple :

x ensemble [1, +oo[ n’admet pas de majorant,
x ’ensemble | — oo, 2[ n’admet pas de minorant,
x ’ensemble R n’admet ni majorant ni minorant.

« Lorsqu’une partie A est majorée (resp. minorée), alors elle ad-
met une infinité de majorants (resp. minorants). Par exemple,
la partie [0, 3] est majorée par 3, m, 47...

Définition

Soit E une partie de R.
o On dit que la partie F est majorée si elle admet un majorant.
e On dit que la partie E est minorée si elle admet un minorant.

o On dit que la partie E est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

I.3.b) Maximum, minimum
Définition

Soit E une partie de R.

o Le réel M est le maximum (ou le plus grand élément) de l'ensemble 2,

E, noté max(FE), si :
x M est un majorant de F,
x M e FE.
o Le réel m est le minimum (ou le plus petit élément) de ’ensemble E,
noté min(E), si :
x m est un minorant de F,

xméek.

Proposition 5.
Soit E une partie de R.

Le mazimum (resp. le minimum) de E, s’il existe, est unique.

Exemples
« Le sous-ensemble [0, 1] est borné.

x Le minimum de cet ensemble est 0. (il est minorée par tout réel inférieur
ou égal a 0)
x Cet ensemble n’admet pas de maximum. (mais il est majorée par tout
réel supérieur ou égal a 1)
« L'ensemble {1 | n € N*} est borné.
x Cet ensemble n'admet pas de minimum. (mais il est minorée par tout
réel inférieur ou égal a 0)

x Le maximum de cet ensemble est 1. (il est magjorée par tout réel supérieur
ou égal a 1)

I.3.c) Borne supérieure, borne inférieure

Exercice 2

1. Représenter 'ensemble des majorants (resp. ’ensemble des minorants) de
I'intervalle [0, 1] en prenant soin d’indiquer si les bornes sont incluses ou
non dans ces ensembles.

Représenter 'ensemble des majorants (resp. I'ensemble des minorants)
de ’ensemble {% | n e N*} en prenant soin d’indiquer si les bornes sont
incluses ou non dans ces ensembles.

3. Les ensembles des majorants (resp. des minorants) ainsi tracés admettent-
ils un plus petit élément (resp. un plus grand élément) ?
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Définition
Soit E un sous-ensemble de R.

« Supposons que E est majoré. Si 'ensemble des majorants de £ admet un

plus petit élément A, alors cet élément est appelé la borne supérieure
de 'ensemble E, noté sup(FE).

« Supposons que E n’est pas majoré, alors, par convention : sup(E) = +oo.

Deéfinition
Soit E un sous-ensemble de R.

« Supposons que E est minoré. Si I’ensemble des minorants de £ admet un

plus grand élément a, alors cet élément est appelé la borne inférieure de
I'ensemble E, noté inf(FE).

« Supposons que E n’est pas minoré, alors, par convention : inf(FE) = —oc.

Exercice 3
Soit E une partie de R.

Supposons que E posséde un maximum. Démontrer qu’elle admet alors une
borne supérieure et : max(E) = sup(FE).

Proposition 6.

1) Tout sous-ensemble non vide et majoré de R admet une borne supé-
Tieure.

2) Tout sous-ensemble non vide et minoré de R admet une borne infé-
rieure.
Proposition 7. (Caractérisation de la borne sup)
Soit E une partie non vide et majorée de R.
On note : a = sup(E).

Le réel a est le plus petit des majorants de E. Autrement dit :

Ve e FE, r <«

a=sup(F) & {

Ve >0, drg € E, a—¢e < xg

Proposition 8. (Caractérisation de la borne inf)
Soit E une partie non vide et minorée de R.
;B =inf(E).

Le réel B est le plus grand des minorants de E. Autrement dit :

On note

Vre E, z>=0
Ve >0, drg € E, B+¢e>xg

g =inf(F) < {

Exercice 4
On note E = C°([0, 1], R) 'ensemble des fonction continues de [0, 1] dans R.
On note également :

1lloe = sup (1£1(10,1]))

On trouvera aussi parfois la notation :

1flloe = (1f (@)])

sup
z€[0,1]

1. Démontrer que, pour tout f € F, la quantité || f||- est bien définie.
2. Démontrer, pour tout f € E : || f|lcc = 0.
3. Soit f € E. Démontrer :

[flo = 0 & Vaze[0,1], fz)=0

4. Démontrer :

VieE, VAeR, Mo = MIfle

5. Démontrer, pour tout (f,g) € E? :

1f +9lloo < NIflloo + llglloo

6. Connaissez-vous des applications, autres que ||-||~, vérifiant les propriétés
démontrées dans les questions 2., 3., 4. et 5.
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I.4. Quelques sous-ensembles de R particuliers

I.4.a) Les intervalles

Définition

« On appelle droite numérique achevée et on note R I’ensemble R auquel
on adjoint deux éléments notés —oo et +oc.

« On munit R d’une relation d’ordre totale en prolongeant la relation d’ordre
naturelle sur R et en posant :

VeeR, —o00 < z < 400

Définition
On dit d’une partie R est un intervalle lorsqu’il existe (a,b) € R? tel que
a < b vérifiant :

Q’ R?

[a, +o0],

[a, b],
la, +o0l,

Ja, b, la,b],
] — 00, b]v

Ja, b]
Jb, oo

Proposition 9.

Soit (a,b) € R? tel que : a < b.

1) [a,b)={ta+(1—-t)b|0<t <1}
2) la,b[={ta+(1-t)b|0<t <1}
3) la,b| ={ta+(1—-t)b | 0<t <1}
4) la,b={ta+(1-t)b|0<t <1}

Définition
Soit C' une partie de R.

On dit que C est convexe si :

V(a,b) € C?, (a<b) = [a,b]€C

Proposition 10.
Une partie C' de R est donc conveze si et seulement si :

Y(a,b) € C?, Vt€[0,1], ta+(1—t)be C

Théoréme 1.

Les intervalles sont les parties convexes de R.

Exercice 5

1. Démontrer que l'intersection d’une famille d’intervalles est un intervalle.

2. Est-ce que 'union d’intervalles est un intervalle ?

I.4.b) Les entiers

Définition (Axiomatique de Peano) On définit 'ensemble des entiers
naturels, et on note N, I'’ensemble défini par les axiomes suivants :

1) L’ensemble posséde un élément particulier que I'on note 0.

2) Tout entier naturel n admet un unique successeur qui est un entier natu-
rel.

3) L’entier 0 n’est le successeur d’aucun élément.
4) Deux entiers naturels admettant le méme successeur sont égaux.

5) Si un ensemble d’entiers naturels contient 0 et le successeur de chacun de
ses éléments, alors cet ensemble est N.

Proposition 11.
L’ensemble N :

x est minore,
x admet un plus petit élément : 0,

x n’est pas majoreé.
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Définition
On définit 'ensemble des entiers relatifs, noté Z par :

Z = {-n|neN}UN

Proposition 12.

L’ensemble Z n’est ni majoré, ni minoreé.

Proposition 13.

1) Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

2) a) Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément.

b) Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.

I.4.c) Les rationnels

Définition
On définit ’ensemble des rationnels, noté QQ par :

Q =

{% | (a,b) erZ*}

Proposition 14.
Soit x € R. Soit n € N.

Alors v = Llfgnxj € Q est une approximation par défaut de x & la précision
107,
Démonstration.

o Il s’agit de démontrer :

z—r < 107"

« Par définition de la partie entiére :

0"zx—-1 < [10"z] < 10"z
donc 1z — % < Ufgnﬂ < z (car 10™ > 0)
dou x-107" < r < x
ainsi —-10" < r—z < 0
alors 10~™ > x—-r = 0

Proposition 15.
L’ensemble R vérifie la propriété suivante :

VeeR, Ve >0, dreQ, —e<z—r<e

On dit que Q est dense dans R (ou que R est archimédien).

Démonstration.
Soit z € R. Soit € > 0.

o D’aprés la proposition précédente, on sait que, pour tout n € N, le rationnel
| 10™ x|
10™

est une approximation par défaut de z a 10~ prés. Ainsi :

| 10" x|
10

vneN, 0 < z— < 107"

1
e Or,comme — € |—1,1[,alors: lim 107" = 0. On en déduit qu'il existe
10 n—+o0

N € N tel que, pour tout n > N : 107" < e.
On en conclut, par transitivité :

[10Y 2|

v S 0V <

0 < z—
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|10V z |
10N
x d’une part : r € Q,

e On pose alors : r = . On sait :

x d’autre part : 0 <z —r < e. D’ott, par transitivité :

—e <0< rz—1r<ce

Remarque
o On peut déterminer explicitement N.

e On peut reformuler la proposition précédente sous la forme : pour tout
x € R, on peut toruver un rationnel aussi proche que 'on veut de z.

II. Notion de suite

I1.1. Définition générale
Définition
Une suite de numérique u est une application de N dans K ¢.e. une fonction

de N dans K (ou K = R ou K = C) telle que tout élément n € N posséde
une image par u.

v : N = K

Notation

« On utilisera la notation u, pour représenter u(n), 'image de I’application
4 au point n.

« Pour cet élément u,,, on préférera parler de valeur de la suite au rang n ou
encore de terme général de la suite.

« Une telle application u sera généralement notée (uy)neny ou tout simple-
ment (uy,).

Remarque
On pourra aussi considérer des suites :

x définies seulement & partir du rang 1

v @ N — R v : N* — R
1 :
n o= - n — In(n)

n

x définies seulement & partir du rang 2 : (In(n — 1)),>2
1
x définies seulement a partir du rang m (pour m € N) : ()
n—(m-—1) nem
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I1.2.
a)

b)

Comment définir une suite ?
Par formule explicite
e VneN, u, =5n+ 3¢
e Vn €N, u, =2.7"

Par formule récurrente

uyg = 3
* VneN, upt1 = up+5
(cette suite est arithmétique, cf plus loin)

uy = 2
1 vn eEN, upyp = 7T X uy,
(cette suite est géométrique, cf plus loin)

wo = —v3

. Uy = 2 111(3)
Yn €N, upya = 7 X Upg1 — 4uy,
(cette suite est dite récurrente linéaire d’ordre 2, cf plus loin)
uyg = 8
. Uy = 10

Yn eN, upta = 7ln(upy1) + % +1
(cette suite n’est ni arithmétique, ni géométrique . .. )

Par restriction sur N d’une fonction réelle
foR = K — et YneN, u, = f(n) =nxe VI
r — xxe Vil o

Evidemment, ce type de définition n’est possible que si la fonction f
est définie sur un ensemble qui inclut N.
On obtient ainsi une formule explicite pour la suite.

11.3. Propriétés - vocabulaire

I1.3.a) Sens de variation

Une suite est croissante si elle définit une fonction croissante.

(up) croissante < (VmeN,VneN, (m<n= up <uy,))

On utilise en fait la définition suivante qui tire partie des propriétés de N.

Définition (Sens de variation des suites)

Une suite (uy,) est dite croissante si: | Vn € N, upi1 = uy

Une suite (uy,) est dite décroissante si: | Vn € N, up41 < up

Dans le cas oul ces inégalités sont strictes, on parlera de croissance stricte
et de décroissance stricte.

Une suite (uy,) est dite (strictement) monotone si elle est :
x soit (strictement) croissante,
x soit (strictement) décroissante.

Une suite (uy,) est dite constante s’il existe a € K tel que : Vn € N, u,, = a.
(up) constante < Ja € K,Vn €N, u, =a
& VneN, u, =ug
& VneN, upr1 = un

Une suite est dite stationnaire si elle est constante & partir d’un certain
rang.

dng e N,Vn € N, (n = ng = up = uy,)

De maniére générale, on dit qu'une propriété Z(.) est vérifiée a partir d’'un

certain rang si : dng e ,Vn e N, (n>ny= Z(n))

Exercice 6

Montrer que ces deux notions de croissance sont équivalentes.
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Méthodologie
Pour montrer qu’une suite est croissante, il faut démontrer :

VneN, upr1 = upn

Cherchons & simplifier cette inégalité. Soit n € N.

1) En déplacant u, de l'autre coté de 'inégalité :

—up =0

A retenir : pour étudier la monotonie d'une suite (u,), on peut
étudier le signe de la quantité wn41 — up.

2) En divisant par u, :

Un4-1

a. Siu, >0 Untl = Up & >1
Un
. Un+41

b. Siu, <0: unH}un@igl
Unp

Dans le cas des suites de signe constant, on peut donc étudier la monotonie
de (uy) en formant le quotient. Plus précisément :

A retenir : pour étudier la monotonie d'une suite (uy,),

e Si (up) est une suite strictement positive (Vn € N, u,, > 0)

Un+1

(up) croissante < Vn € N, >1
U,
: u
(up,) décroissante < Vn € N, ntl <1
un

o Si (uy) est une suite strictement négative (Vn € N, u,, < 0)

. u
(up) croissante < Vn € N, ntl <
Un
L. Un+1
(uyp) décroissante < Vn € N, >1
Uny

(pour monotonie stricte : remplacer inégalités larges par des strictes)

Remarque
Une suite réelle a la fois croissante et décroissante est constante.

Exercice 7
Soit (uy,) une suite telle qu'il n’existe aucun rang a partir duquel elle est de
signe constant. Montrer que (u,) n’est pas monotone.

Remarque
La forme de u,, nous permet de décider quelle quantité considérer :
x si u, est définie « a l'aide de sommes », on forme la quantité w,+1 — up.

. L. . . . ., Undl
x si u, est définie « a ’aide de quotients », on forme la quantité L

n

Exemple
Déterminer le sens de variation des suites (u,) et (v,) définies par :

no1
a) Vn e N*, up, = > —
=1k
1
n+1

Ainsi, la suite (uy,) est croissante.

Soit n € N*. On a : upy1 — up =

2 0.

> 0)

(elle est méme strictement croissante puisque
n

+1
n!

v
Soit n € N*. Comme n! > 0 et v/n >0, on a: v, > 0.
La suite (vy,) est strictement positive. Or :

Unt1 (n+1)! Vn _ (n+1)x ()
nl  Vn+1

b) Vvn e N*, v, =

Un vn+1 il

- \/”“Xf”“‘/lx\/ﬁ: NESTIES

Ainsi la suite (vy,) est strictement croissante.

10
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I1.3.b) Bornes d’une suite numérique Définition (Notion de borne supérieure, inférieure)

« Toute suite réelle (u,) majorée admet une borne supérieure :

Définition (Notion de majorant, minorant) o . ] i
par définition, c’est le plus petit des majorants de la suite.

« Une suite (uy,) est dite majorée si elle admet un majorant.
On notera sup u,, la borne supérieure de (uy,).

AM eR,VneN, u, <M ~ neN , Lo
« Toute suite réelle (u,) minorée admet une borne inférieure :

par définition, c’est le plus grand des minorants de la suite.

« Une suite (uy) est dite minorée si elle admet un minorant.

On notera inf w, la borne inférieure de (uy,).
IJmeRVneEN, u, >m neN

Remarque

« Une suite a la fois major¢e et minorée est dite bornée. « Par définition, la borne supérieure de (u,) (si elle existe!) est un majorant

de (uy). On est donc dans I'un des deux cas suivants :

(u,) est bornée < I(m, M) e RZVneN, m < u, <M

x soit (u,) est majorée et, dans ce cas, elle admet une borne supérieure,

x soit (u,) n’est pas majorée et, dans ce cas, elle n’admet pas de borne

Remarque '
supérieure.

« Si une suite (u,) admet un majorant M, tout réel R > M est aussi majo-

. . - . SURT
rant de la suite puisquion a alors : Vn € N, u, < M < R. Il est a noter que la borne supérieure de (uy,) (si elle existe!) n’est pas

L ) ) ) . forcément un élément de la suite.
« Ainsi, si la suite (u,) admet un majorant, elle en admet une infinité. . o 1
o Par exemple, la suite (u,) de terme générale u, = 2 — - admet pour borne

« Un majorant d.une suite (uy) est un réel 1ndependant2de la valeur de n. supérieure sup u, = 2. Et 2 n'est jamais atteint (Vn € N, uy, # 2).
Par exemple, si on a (u,) telle que : Vn € N, u, < n°, on ne peut pas neN
en conclure que (u,) est majorée. o Sile « meilleur » des majorants est atteint, on parle de maximum.

ar exemple, on a : Vn € N, n < n? mais la suite (n) n’est pas majorée . ) ) .
(v e, T (n) b jorée) Définition (Notion de mazimum, minimum)

Exemple e On dira qu’une suite (u,) admet un maximum atteint au rang ng si :

1
Considérons la suite (2 — )
n

dng,Vn € N, u,, < up,

. : 1
« Elle est majorée par 2 puisque : 2 — n <2 Un maximum atteint au rang ng sera noté : u,, = max uy.
ne
« Elle est donc majorée par : 2, 2.1, e, 3 v V37 « On dira qu’une suite (u,) admet un minimum atteint au rang ng si :
* ) b ) ) 27 tt

o Parmi ces majorants, il convient de distinguer « le meilleur » i.e. celui qui Ing,Vn € N, uy = up,

apporte le plus d’information sur la suite.

Il s’agit ici de 2, le plus petit des majorants de la suite. Un minimum atteint au rang ng sera noté : up, = min uy,.

neN

11
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Remarque
Les notions de maximum et de borne supérieure sont différentes.

1) Si une suite admet un maximum, alors elle admet aussi une borne supé-
rieure qui est égale & ce maximum.

2) Ainsi, si une suite n’admet pas de borne supérieure, elle n’admet pas non
plus de maximum. (c’est la contraposée du point précédent)

3) Une suite peut admettre une borne supérieure mais pas de maximum.
Autrement dit, la borne supérieure d’une suite n’est pas forcément at-
teinte (i.e. n’est pas forcément un élément de la suite).

(considérer par exemple la suite (2 — 1))

Exercice 8
1
a) La suite <1 — > est-elle majorée 7 Minorée ?
n+1

Admet-elle une borne supérieure 7 Une borne inférieure ?

1
b) Répondre aux mémes questions dans le cas de la suite <1 + T 1).
n

Propriété (Caractérisation des suites bornées)

(up) est bornée < IM >0,VneN, |u,| < M

Autrement dit : (u,) est bornée ssi la suite (|uy|) posséde un majorant.

Remarque
Cette caractérisation permet de donner un sens a la notion de suite complexe
bornée.

Définition
Soit (u,) € CN.
On dit que la suite (u,) est bornée si son module est majoré.

(up) bornée < IM >0, Vn €N, |u,| < M

I1.3.c) Suites extraites
Définition
Soit (uy) est une suite.

Soit ¢ : N — N une application strictement croissante.

o La suite (uy(,)) est une sous-suite (ou suite extraite) de (uy).

Exemple

=

n+1’

« Sion note v, = ugy, alors (vy,) est une suite extraite de (u,) définie par :
o

@2n)+1 2n+1

« Sion note w, = uap+1, alors (vy,) est une suite extraite de (u,) définie
B —1

2n+1)+1 2n+2

« La suite (up—3)n>3 est aussi une suite extraite de (uy,).

Considérons la suite (u,) de terme général u,, =

YneN, v, =

_1)2n+1
VneN, w, = (=1)

par :

o La suite (ujy(n))n>1 n'est pas une suite extraite de (uy).

Exercice 9
r, (-1
On considére la suite (S,,) de terme général : S, = > —
k=1
a. Montrer que (S2,) et (Sa2,+1) sont des suites extraites de la suite (Sy,).
11 suffit de remarquer que ¢ : n — 2n et ¢ : n — 2n+1 sont des fonctions :
x de N dans N,
x strictement croissantes.
b. Déterminer le sens de variation des suites (Sa,,) et (Son+1)-
Notons (vy,) la suite de terme général v, = Sa,.
Alors : Un+1 — Unp = SQ(n—i—l) - Sgn = 82n+2 - SQn = ...
(on agit de méme pour (Sont1) -..)

12
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III. Suites usuelles II1.2. Suites géométriques
III.1. Suites arithmétiques Définition

e « Une suite (uy,) est dite géométrique s'il existe ¢ € K tel que :
Définition

o Une suite (uy,) est dite arithmétique s'il existe r € K tel que :

Vn €N, upt1 =q X un

VneN, Upt1 =up +7r

« Dans ce cas, le scalaire g est appelé raison de la suite.

o Dans ce cas, le scalaire r est appelé raison de la suite. Théoréme 3. (Caractérisation)

Théoréme 2. (Caractérisation des suites arithmétiques) (un) géométrique < 3IgeK,Vn e N, up = ug X ¢"
n Y I n —

(up) arithmétique < Ire K,VneN, u, =ug+nxr

Exemple
La suite (u,) suivante est arithmétique.
Exemple
La suite (u,) suivante est arithmétique. up =3
Vn € N, upy1 =58 X up
ug = 3
VYn €N, upi1 =u,+5 Elle a pour formule explicite : Vn € N, wu,, = 3 x (57)".
Elle a pour formule explicite : Vn € N, u, = 5n + 3. Propriété (D’autres caractérisations)
Propriété (D’autres caractérisations) 1. (up) géométrique < Vn € N*, Up? = Up_1 X Up+1
. s Up—1 + Upt1
1. (up) arithmétique <« Vn e N*, u, = —————— 5 = 2. (un) géométrique < Ig € R,Vn € N,Vp € N, u,, = up x ¢™P)
2. (up) arithmétique < Jr e K,Vn e N,Vp € N, u, = up+(n—p)r Démonstration.
La caractérisation 2 est relativement immeédiate.
: : La caractérisation 1 peut se faire par analogie avec la preuve dans le cas
Démonstration. . e P " P g' p
La caractérisation 2 est relativement immeédiate. arithmétique : on forme . (pour u,—1 # 0!).
. . n—
La caractérisation 1 se démontre en formant la différence u,, — wp—1. O

(que dire d’une suite géométrique (u,) qui admet un rang ng tq u,, =0¢) O

13
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Sommes des premiers termes d’une suite arithmétique/géométriqueExercice 11

1) Soit (uy,) suite arithmétique de raison r. Alors :

S = 3 (wtkxr) = Y w3k

k=0 k=0 k=0 k=0
B nn+1) n
= (n—l—l)u0+rT—(n—|—1) <u0+§r)

2) Soit (uy) suite géométrique de raison ¢ # 1.
e Sig#1,0na:

n noo noo 1— qn+1
Sup = Y. ¢" xug = upx D, ¢" = u X
k=0 k=0 k=0 1—q
n qm _ qn+1
On rappelle que sim € [0,n], ona: Y ¢¢ = —"—r
k=m 1- q

Ce qu’on peut montrer aussi en écrivant la somme en extension :

n
Y d" = T g = Mg )
k=m
= " (nimqk> T A
k=0 l—¢q l1—gq

3) Sig=1,ona:

n n

n
Stup = S 1 xuy = Suy = (n+1) x ug
k=0 k=0 k=0

Exercice 10 (somme d’une suite arithmétique)

Soit (uy,) une suite arithmétique.
a. Montrer que : Vk € [0,n], ug + wp—r = up + up.
n
b. En déduire que : Vn € N, Y~ up = (n+ 1)u0—|—Tun.
k=0

n
c. Retrouver la valeur de ) k a 'aide de cette formule.
k=0

Soit (uy,) suite arithmétique de raison r. Alors :
Un4+1 —Up = T

La suite (u,) est croissante si r € R, décroissante sinon.

. Que peut-on dire du sens de variation d’une suite géométrique réelle ?

Soit (uy) suite géométrique de raison ¢ € R.

e Siug =0 ouqg=0, la suite est constante nulle.
Elle est donc a la fois croissante et décroissante.

« On suppose maintenant ug # 0 et g # 0.
On a donc : Vn € N, u, # 0 (récurrence immeédiate).
1) Traitons le cas ug > 0.

x 8i g >0, on aalors:Vn eN, u, > 0.

Un4-1

Un,

La suite (u,,) est croissante si ¢ > 1, décroissante sinon.

x si ¢ < 0, la suite change de signe d’un rang a l'autre.

La suite (u,) n’est donc ni croissante ni décroissante.

2) Le cas ug < 0 est similaire.
Il faut cependant faire attention.
En effet, si la suite (u,) est négative on a :

Un+1
Un,

Un+1 = Up <1

x s8ig>0,onaalors:VnéeN, u, <O0.

La suite (u,,) est croissante si ¢ < 1, décroissante sinon.
x si ¢ < 0, la suite change de signe d’un rang a l'autre.

La suite (u,) n’est donc ni croissante ni décroissante.

a. Que peut-on dire du sens de variation d’une suite arithmétique réelle ?

14
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Et si on prenait un peu de recul ?

Les suites arithmétiques et géométriques ont des constructions similaires :
partant d’un élément ug on itére n fois une opération scalaire pour obtenir
la valeur de u,. Cette opération est :

x 'ajout de la raison dans le cas d’une suite arithmétique,

x la multiplication par la raison dans le cas d’une suite géométrique.

On peut obtenir les caractérisations précédentes (et démonstrations) des
suites géométriques par traduction des propriétés des suites arithmétiques
suivant le dictionnaire suivant :

+ < X
-/
nr +— q"
2
2up, = Upg1 +Up—1 — U, = Up41 X Up—1
suites arithmétiques <+— suites géométriques

Exercice 12
Soient (uy) une suite arithmétique réelle et (v,) une suite géométrique réelle
dont tous les termes sont strictement positifs.
a. Que peut-on dire de la suite (v,) de terme général v, = e"» 7
Notons r la raison de (uy,).
On a alors : v, 11 = eWntl = ein™" = " xeln = e x v,
La suite (v,) est donc géométrique de raison e.
b. Que peut-on dire de la suite (u,) de terme général v, = In(u,)?
Notons ¢ la raison de (uy). On traite le cas ot ug > 0 et ¢ > 0 (pour
assurer : Vn € N, u, > 0.
Onaalors: v,41 = In(upy1) = In(gxu,) = In(q)+In(u,) = vy+1In(q)
La suite (v,,) est donc arithmétique de raison In(g).

II1.3. Suites arithmético-géométriques
II1.3.a) Définition
Définition

« Une suite (uy,) est dite arithmético-géométrique s'il existe a € K\{0,1}

Vn €N, Uptr1 =a X u,+b

et un réel b € K* tel que :

« On appelle équation de point fixe associée a la suite (u,) I’équation (en

r=axx+b

la variable x) suivante :

(si on note f : x + a.x + b, cette équation se réécrit : f(x) = x, faisant
ainsi de l’élément € K un point fixe de f)

IT1.3.b) Méthode d’étude

Considérons une suite arithmético-géométrique (uy,).
On va ramener ’étude de ce type de suites a I’étude des suites géométriques.

1) Résolution de l’équation de point fite x =a X x + b

b
Cette équation admet pour unique solution A = .
—a
2) Utilisation d’une suite auziliaire (vy,) (géométrique)
On écrit : Upyl = @ X U, + b (L1)
A= a X X 4+ b (Lg)
et donc  Upy1—A = a x (up—A) (L1) — (L2)

Notons alors (vy,) la suite de terme général v, = u,, — A.
De par ’égalité précédente, on a : vp11 = a X vUp.

3) Obtention de la formule explicite pour (vy,)

La suite (v,) est géométrique de raison a. Ainsi : Vn € N, v, = a" X vg.

15
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4) Conclusion : obtention de la formule explicite pour (uy,)

On a donc, pour tout n € N: u, — A = a”" X (ug — \)
On obtient donc une formule explicite pour (u,).

VneN, u, = a" x (ug —\) + A

Remarque

o Le principe de la démonstration est de faire appraitre u,, comme somme
d’une partie géométrique (v,,) et d'un élément () : u, = v, + .

o Les suites arithmético-géométriques apparaissent ainsi comme des suites
géomeétriques translatées de .

« On note que la partie géométrique dans la définition de (up) (up+1 =
a X up+...) se retrouve dans la formule explicite (u, = a" X (ug—A)+...).

Exercice 13
Notons (u,) la suite définie par ug =0 et : Vn € N, upy1 = 3 X up + 2.
n
Donner une formule explicite de (uy,) puis calculer » wy.
k=0
1) L’équation de point fixe associée a la suite (uy) est : z =3 X x + 2.
Or:z=3x2x+2 & 2xzx=-2
Cette équation a donc pour unique solution : A = —1.

2) On écrit : Upyl = 3 X up + 2 (Ly)
A = 3 X A+ 2 (Lg)
et donc  uUpy1 —A = 3 X (up—A) (L1) — (L2)

Notons alors (vy,) la suite de terme général v, = u,, — A.
3) La suite (vy,) est géométrique de raison 3.
Ainsi: VneN, v, =3" xvg=3" (ug—A) =3" (0— (1)) = 3",
4) On a donc, pour tout n € N: w, = v, +A = 3" —1.
k o~ ok - 13t
Suwo= Y@= LH#-T 1= 0
k=0 k=0 k=0 k=0 -

= 2@ -1)-n—-1=2x3""-—n-3

n n

Enfin, —(n+1)

II1.4. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

IT11.4.a) Définition

Définition

« Une suite (uy,) est dite récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe un couple
(a,b) € (K*)2 tel que :

Vn €N, upta = a X Upr1 +0 X uy

« On appelle équation caractéristique associée a la suite (u,) 1'équation
(en la variable z) 22 = ax + b. On peut la réécrire :

2> —ar—b=0

II1.4.b) Méthode d’étude

Cette méthode est basée sur le calcul des racines de ’équation caractéristique.
On a ainsi trois cas différents, en fonction du discriminant A du polynéme
caractéristique.

Théoréme 4.
Soit (uy,) une suite récurrente linéaire réelle d’ordre 2.
Il existe donc a € R* et b € R* tels que : Vn € N, upi9 = atn4q + buy,.

1) SiA=a>+4b>0

Alors le polynome admet deux racines réelles distinctes r1 et rs.
La formule explicite de (u,) est donnée par :

Up = AX T+ p X1y

ou les réels \ et y sont donnés par

A + iz
AXry + pXry =

uo
U1
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2) SiA=a’+4b=0

Alors le polynome admet une racine double r.
La formule explicite de (uy,) est donnée par :

Up = AX T +puxnxr®

ot les réels A et i sont donnés par

A = Uup
Ar 4+ opxXr =

3) SiA=a>+4b<0

Alors le polyndéme admet deuz racines complexes conjuguées r &

La formule explicite de (uy) est donnée par :

Up = A X 7" cos(wn) + p x r" sin(wn)

ot les réels \ et p sont donnés par

A = Up
Axrcos(w) + pxrsinlw) = w

Démonstration.
Hors programme et donc non développée ici.

Exercice 14 (suite de Fibonacci)
On considére la suite donnée par :

UQIO
U1:1

VneN, upi2 = Upp1 +up

Donner une formule explicite de cette suite.

« L’équation caractéristique associée a la suite (u,) est : 22 = x + 1.
Notons P le polynéme : P(X) = X2 - X — 1.
Son discriminant est A = (=1)2 =4 (=1) =1+4 =5 > 0.
Ce polynéme admet donc deux racines disctinctes :

1-5 1+5
2 et ro = 5

=

« On en déduit la formule explicite de (uy,) : Vn € N, up = AX 71"+ p X ra"
ol les valeurs A et p sont données par le systéme :

(S) 0 = A + 1 (valeur en n = 0)
1 = Axr; + pxry (valeurenn=1)
ot 1 eI Reésolvons-le.
-1 = (ri—mra) p rix(L1)—(La2)
S) &
(5) { -1 = (rg—r1) A rax(L1)—(L2)
1 1-—
Notons enfin que : 79 —r; = +2\/5 - 2\/5 = /5.
1 1
On en déduit que : A= ———= et u =

V5 V5

« Ainsi, pour tout n € N, on a :

(5 ()
O V5 2

(=) (%)

« Dans cette résolution, on a conservé rj et ro dans le systéme (5).
Ce choix a été fait uniquement pour alléger les calculs qui suivent.

Sl

1
V5

Remarque

o Généralement, on utilise directement les valeurs de r; et ro pour écrire et
résoudre le systéme (S).
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Théoréme 5.
Soit (uy,) une suite récurrente linéaire complexe d’ordre 2.
1l existe donc a € C* et b € C* tels que : Vn € N, upi9 = atp41 + buy,.

1) SiA=a*>+4b#0

Alors le polynome admet deux racines réelles distinctes r1 et ro.
La formule explicite de (uy,) est donnée par :

Up = AX T+ pxry

ou les réels \ et p sont donnés par

A + 7 U
AXry + puXry = u

2) SiA=a?+4b=0

Alors le polynome admet une racine double r.
La formule explicite de (uy,) est donnée par :

Up = AX T+ puxnxr’

ot les réels A et y sont donnés par

A = Uup
Ar 4+ uXr = wug

IV. Retour sur le principe de récurrence

IV.1. Récurrence double
IV.1.a) Pour quels types d’énoncés

Ce principe de récurrence est adapté lorsque, pour démontrer une propriété
& un certain rang, il est nécessaire de savoir que cette propriété est vérifiée
aux deux rangs précédents. Il est donc classique d’opérer par récurrence
double pour prouver des propriétés sur des suites (u,) qui sont définies sous
la forme :

ug, w1 donnés
Vn € Ny upyo = f(un+17 un)

ou f est une fonction a deux variables.

IV.1.b) Aspect théorique

Théoréme 6.

Soit P une propriété définie sur N et telle que :

1. Initialisation :  22(0) et Z(1) sont vraies

2. Hérédité : Vn >0, (Z(n)ET Z(n+1) = Z(n+2))

Alors la propriété est vérifiée pour tout entier naturel.

Autrement dit :| VYn >0, Z(n)

Exercice 15
On considére la suite (u,) définie par :

uy = 1, uyp = 4
Vn € N, Upi2 = \/Unlni1

Montrer que : Vn € N, u, est bien défini et tel que u, > 0.
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IV.1.c) Modéle de rédaction : illustration sur un exemple

On consideére la suite (u,) définie par :

ug = 1, uy = -5
Vn € N, Un+2 = 5un+1 - 6’LLn

Montrer que : Vn € N, u, =8 x 2" — 7 x 3™

(ou par la méthode d’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre 2)

Démonstration.
Montrons par récurrence double que : Vn € N, & (n)

olt P(n): up =8 x 2" — 7 x 3",

1. Initialisation

o D’une part, 8 x 20 — 7 x 3 =8 — 7 =1 et d’autre part uy = 1.

Donc Z(0).

e D'une part, 8 x 2! =7 x 3! =8x2—-7x3=16—21 = —5 et d’autre

part u; = —5.
Donc Z(1).
2. Hérédité : soit n e N.
Supposons Z(n) et Z(n + 1) sont vérifiées.

Démontrons Z(n + 2). (i.e. upio =8 x 22 — 7 x 3n12)
Par définition de la suite (uy,), on a :

Upt2 = Dupt1 — Ouy
= 5(8x 27l —7x3mH) —6(8 x 2" — 7 x 3")
= 8x2"(5x2—-6)—7x3"(5x3—6)
= 8Xx2"x4—-T7Tx3"x9 = 8x 22 _ 7 x 3nt2

Donc Z(n + 2) est vérifiée.

Par principe de récurrence, on a : Vn € N, Z(n).

(par H.R.)

O

IV.2. Récurrences fortes
IV.2.a) Pour quels types d’énoncé

Ce principe de récurrence est adapté lorsque, pour démontrer une pro-
priété a un certain rang, il est nécessaire de savoir que cette propriété est
vérifiée & tous les rangs précédents. Il est donc classique d’opérer par
récurrence forte pour prouver des propriétés sur des suites (u,) qui sont
définies sous la forme :

ug donné
Vn € Nyupq1 = fo(uo, ut, ..., up)

ou f, est une fonction & n + 1 variables.

IV.2.b) Aspect théorique

Théoréme 7.

Soit P une propriété définie sur N et telle que :

1. Initialisation :  22(0) est vraie

2. Heredité © Vn € N, (2(0) ET 2(1) ET P(2) ET...ET Z(n) = P(n +
1))

Alors la propriété est vérifiée pour tout entier naturel n > 0.

Autrement dit :| Vn =0, £(n)

Exemple

1) On considére la suite (u,) définie par :

Uy = 2
n—1
U
Vn e N*, u, = > i
k=0

k+1

Démontrer que : Vn > 2, u, =n + 1.

19



PCSI

2) On considére la suite (v,,) définie par :

vy = 2
n—1

Vn e N* v, = > (k+1)vg
k=0

Démontrer que : Vn > 2,v, = (n+ 1)!
On pourra se servir du fait que : (k+1) = ((k+2) —1)

3) On considére la suite (w;,) définie par :

U)g:l
VneN, w1 =we+w+ -+ wy
Montrer que : Vn € N, w, < 2".

Remarque
Ces exemples sont assez artificiels.

On peut en effet les traiter par récurrence simple en remarquant que :

1
1) upt+1 = (l—i— n—i—l) Up,
2) vpt1 = (n+ 2)vp,
3) wpy1 = 2wy,

IV.2.c) Modéle de rédaction : illustration sur un exemple

Exercice 16
Montrer que tout entier n > 2 est multiple d’'un nombre premier.

Démonstration.
Montrons par récurrence forte que : Vn > 2, #(n)

ot Z(n) : n est multiple d’'un nombre premier.

1. Initialisation
2 est multiple d’un nombre premier : lui-méme.
Ainsi, Z(2) est vérifiée.

2. Hérédité : soitn > 2.
Supposons que la propriété est vérifiée jusqu’au rang n
(autrement dit, Z2(2) et Z(3) et ...et F(n) sont vraies).
Démontrons Z(n + 1) (i.e. n+ 1 est multiple d’'un nombre premier)
Deux cas se présentent.

o Sin+1 est premier :

Alors n + 1 est multiple de lui-méme.
Donc Z(n + 1) est vérifiée dans ce cas.

« Sin+ 1 n'est pas premier :
Alors, par définition, n+ 1 admet un diviseur d autre que 1 et lui-méme.
Ce diviseur est dans l’ensemble [[2, n].
Or, par hypothéseS de récurrence (c’est Z?(d) qui nous sert ici), on
sait que : d est multiple d'un nombre premier p.
Par suite, n 4+ 1 est multiple de p.

Donc Z(n+ 1) est aussi vérifiée dans ce cas.
Ainsi Z(n + 1) est vérifice.

Par principe de récurrence, on a : Vn € N, Z(n). O]
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V. Suites numériques convergentes

V.1. Définitions

Définition Suites numériques convergentes
Soit £ € K.

« La suite (u,) converge vers ¢ (ou admet la limite ¢ / ou tend vers /)
quand n tend vers 400 si :

Ve >0, dng e N, Vne N, (n>ng = |u, — ¥ <¢)

« Par abus de langage, on omettra de préciser « quand n tend vers 4oc0 ».

o Lorsque (uy) converge vers ¢, on note :

lim wu, = ¢ ou encore u, — £
n—-+0o0o n—-+0o

« Enoncons cette propriété sous forme de phrase mathématique :

« quelque soit la précision € (> 0) choisie, on peut trouver un rang a partir
duquel les éléments de la suite ne s’écartent pas de ¢ de plus de € »

Note
La notation « € > 0 » est une abréviation de « € € RT* ».

Proposition 16.

Soit (uy) une suite compleze.

Soit £ € C.
Re (up,) - Re (¢)
n — { & e
U I () — T (0)

1) Si on choisit une précision €1 = 3

V.2. Représentation graphique

On considére (u,) une suite convergeant vers le réel £ = 2.
On dispose de la représentation graphique des premiers termes de la suite et
on cherche a représenter la notion de convergence sur ce graphique.

3
2

a) En considérant (u,) comme une fonction :

3
(+3 -
€1
X x
x
€:2 § X - xxxxx..xxx >
xxx €1
) 3
(34—

(SN

o La propriété de convergence énonce que pour cette précision €1 = 3
donnée, il existe un rang n; € N (ici ny = 2) tel que :

Vn = nq, |u, — ) < e

o Graphiquement, cela signifie qu’a partir du rang n; = 2, tous les
éléments de la suite (u,,) sont situés dans la bande rouge.

b) En considérant la position des éléments (u,,) sur la droite réelle :

« A partir du rang n; = 2, tous les éléments de la suite (u,,) sont situés
dans l'intervalle ¢ — 3, /4 3[. Autrement dit, 'intervalle |6 — 2, £+ 3
contient tous les termes de (u,) sauf les deux premiers (ug et uy).

21



PCSI

2) Si on choisit une précision €5 = 1

a) En considérant (u,) comme une fonction :

(41

o)
[\

X x y
(=2 : - : .
= = % X . x X
x x p

)
[}

« La propriété de convergence énonce que pour cette précision e = 1
donnée, il existe un rang ng € N (ici ng = 4) tel que :

Vn = ng, |u, — €] < e

o Graphiquement, cela signifie qu’a partir du rang ne = 4, tous les
éléments de la suite (u,,) sont situés dans la bande verte.

b) En considérant la position des éléments (u,) sur la droite réelle :

o A partir du rang ny = 4, tous les éléments de la suite (u,,) sont situés
dans l'intervalle |¢ — 1, ¢+ 1[. Autrement dit, 'intervalle |¢ — 1,04 1]
contient tous les termes de (u,,) sauf un nombre fini d’entre eux (ug,
uy, et ug en I'occurrence).

3) Si on choisit une précision €3 =

1
2

a) En considérant (u,) comme une fonction :

L+

S S
NP N [—=
x

X
x x" x X X x €3
= x X x ox * €3
x x

o La propriété de convergence énonce que pour cette précision €3 = %
donnée, il existe un rang ng € N (ici ng = 7) tel que :

Vn = ns, |up, — ] < e3
o Graphiquement, cela signifie qu’a partir du rang ng = 7, tous les
éléments de la suite (uy) sont situés dans la bande bleue.
b) En considérant la position des éléments (u,,) sur la droite réelle :

€3 €3

S
—X— XX xx}xxxx%x—»
’ L
(-1 0+3

« A partir du rang n3 = 7, tous les éléments de la suite (u,,) sont situés
dans l'intervalle ¢ — 3, /4 3[. Autrement dit, 'intervalle |6 — 3, £+ 1]
contient tous les termes de (uy,) sauf un nombre fini d’entre eux (uyo,
u1, ug, us et ug en 'occurrence).
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Exemple
« Une suite constante est convergente.

« Une suite stationnaire est convergente.

1
« La suite <) tend vers 0.
n neN*

(@ partir de quel rang peut-on assurer une précision de 1078 ?)

1
o La suite <1 + ) tend vers 1.
n neN*

Définition Des définitions équivalentes

1) (up) converge vers £ € R si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient
tous les termes de la suite (u,) sauf un nombre fini d’entre eux.
(c’est la définition donnée par le programme officiel)

2) (uy) converge vers £ € K si :

Ve >0, Ing €N, VYn > ng, |u, — ¢ <e

(avec l’abus de notation « Vn = ng »)

Proposition 17.
Soit (uy) une suite réelle et £ € K.

(un) converge vers la limite { < (u, — ) converge vers 0

Démonstration.
(up, — ¢) converge vers 0
& Ve>0, dng e N, Vn>=ng, |[(up—4) — 0| <e
< (uy) converge vers ¢ ]

On ne parlera pas de la limite d’une suite (u,) si on n’a pas
prouvé au préalable que (u,) était convergente.

JAN

Exercice 17
Soit (uy,) une suite tendant vers une limite ¢ > 0.
Démontrer que : Ing € N, Vn > ng, u, > 0.

La démonstration tient dans le dessin suivant.

€ €
1 | ‘ [
6 ] Z L
{—¢ {+¢
=0 _ ¢
5-

On choisit € de sorte que : £ — ¢ € |0,£[. Par exemple : € = 5~ =

V.3. Suites numériques divergentes

Définition Suites numériges divergentes
« Une suite (uy,) sera dite divergente si elle n’est pas convergente.

« Autrement dit, (uy) est divergente s’il n’existe pas d’élément ¢ € K tel que
(up) converge vers /.

A

Exemple

Les « suites réelles convergeant vers +o0o (ou —oo) » (dont on
verra la définition plus loin) sont des suites divergentes.

« La suite ((—1)") est divergente. Notons (u,) cette suite. Alors :

x tous les termes u,, dont l'indice m est pair sont tels que : u,, = 1.
Ces termes sont situés dans toute bande centrée en 1.

x tous les termes u;, dont l'indice p est pair sont tels que : u, = —1.
Ces termes sont situés dans toute bande centrée en —1.
1 - x x x x x
_1 e *® x x x x

Il n’y a pas de £ € R tel que toute bande centrée en ¢ contienne (& partir
d’un certain rang) a la fois les termes d’indice pair et d’indice impair.
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V.4. Propriétés des suites convergentes

} = 51252

Autrement dit, si une suite (u,) admet une limite £ € K, celle-ci est unique.

Théoréme 8. (Unicité de la limite)

Soit (uy) une suite numérique.

un—>€1€K

U, — o € K

Démonstration.
Par I’absurde, supposons u,, — ¢1 € R, u, — fo € R et NON({; = {2).
Comme /1 # {5, on peut supposer (quitte & renommer ces limites) fo > ¢;.

Oy — ¢
Soit £ = -2 L

(ce choiz est guidé par le dessin ci-apres : il faut faire en sorte que les inter-
valles bleus et rouges ne s’intersectent pas)

1) Comme u,, — {1, il existe un rang n; € N a partir duquel : |u, — {1 < .
2) Comme u,, — f2, il existe un rang ny € N a partir duquel : |u, — f3| < e.

Cette situation est résumée par la représentation graphique ci-apreés.

€ € € €
: : ] : [
{1 —¢ g lh+e Hby—e b by + ¢

Notons N = max(ny, na).
« A partir du rang N, tous les termes de (u,) sont dans lintervalle rouge.
« A partir du rang N, tous les termes de (u,,) sont dans l'intervalle bleu.

Impossible ! O

Remarque

lim  wy,, qui

o Ce théoréme permet de justifier (aprés coup!) la notation
n—-+o0o

n’a de sens que par unicité de la limite.

Théoréme 9.

Soit (uy) une suite numérique.

(un) convergente = (uy) bornée

Autrement dit, toute suite convergente est bornée.

Démonstration.
Notons /¢ la limite de la suite (u,). Choisissons une précision ¢ = 1.
Alors, a partir d'un certain rang ng, on sait que |u, — ¢| < 1.

9 g

(-1 l+1

Par inégalité triangulaire :
|lun] = 1€l < Jun =€ < 1
Ainsi : —1 < |uy| — |¢| < 1. En particulier :
jun| < €] +1

La suite (uy,) est donc bornée & partir d’un certain rang (ng en 'occurrence).
Il reste & montrer qu’elle est bornée tout court. Pour ce faire, on doit consi-
dérer les éléments de la suite précédant le rang ng : ug, U1, ..., Ung—1-

Ces éléments sont en nombre fini et leurs modules possédent donc un maxi-
mum A = max{ |u,| | n € [0,n0 — 1]}.

Si on note M = max(A,|¢| + 1), on a alors :

VneN, |u,| < M
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Remarque
o Par contraposée, on en déduit qu’une suite non bornée ne peut converger.

o Cet énoncé n’est pas une équivalence.
En effet, une suite bornée n’est pas forcément convergente.
Considérer par exemple la suite ((—1)")

Proposition 18.
Soit (uy) est une suite numérique.

Soit (vy) = (uy(m)) une suite extraite de (up).

— /

— { = ugo(n) .

u
m n—-+oo

Autrement dit, si (u,) admet la limite ¢, alors il en est de méme de toutes
ses suites extraites.

Démonstration.

On suppose que uy, — £. Soit € > 0.

n——+o00
1) Comme (uy) converge vers /, il existe un rang ng tel que :

— /et on montre u

n—-+o0o «p(n)

Vn = ng, |u, — ¥l <e

2) Or, comme ¢ est strictement croissante, il existe un rang n; tel que :
VYn = n1, o(n) = no

3) On en conclut, d’aprés le point 1) que : Vn = nqy, |u, — ] < e. O

Remarque

Cette proposition permet de démontrer de la divergence de suites.
Considérons une suite (uy,).

1) Si (up) admet une sous-suite divergente, alors (u,) diverge.

2) Si (up) admet deux sous-suites tendant vers deux limites distinctes, alors
(up) diverge.

Exemple
Montrer que la suite ((—1)") est divergente.

Proposition 19. (Propriété de recouvrement)

Soit (uy) une suite numérique.

Soit £ € K.
U2n —+> E
—)
e = u, — /
Uopt1 — ¢ n—-+o0o
n—-+4o00
Démonstration.
Supposons :
x d’une part : us, —> L. Alors il existe n; € N tel que : Vn > nq,
n—-+4o0o

|’LL2n — £| <e.

—
n—-+oo

x d’autre part : uopi1 £. Alors il existe no € N tel que : Vn > ng,
|uon1 — 4] < e.

On pose alors : ng = max(2n1,2ns + 1). Alors, pour tout n > ng :
lup, — €] < €

— L. O
n—-+00

Ainsi : u,
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V.5. Opérations sur les suites convergentes
V.5.a) Somme de deux suites convergentes

Théoréme 10.
Soit (u,) une suite numérique convergeant vers (;.
Soit (vy,) une suite numérique convergeant vers {s.

Alors la suite (u, + vy,) est convergente, de limite {1 + (5.

Uy — El
n—-+o00 = Uptuv, — El + 45
n—-4o00
Vp — /€2
n—-+4o0o
Démonstration. Soit € > 0
o Comme lim wu, =/, il existe n; € N tel que : Yn > ny, |u, — {1| < e.
n—-+o0o
o Comme lim v, = /{, il existe ny € N tel que : Vn = ng, v, — l2] < e.
n—-+oo

o Or, par I'inégalité triangulaire, on a :
[(un +vn) = (b1 + £2)| = [(un = £1) 4 (vn = £2)[ < |up — £1] 4 [vn — £2]
On pose ng = max(ng,n2). On obtient, pour tout n > ng :
‘(Un +vp) — (f1 + L) < uy _El‘ + "Un —l] < €

Remarque

o Ce résultat n’est évidemment pas une équivalence. On peut en effet trouver
deux suites (uy), (vy,) telles que (uy, + vy,) est convergente et (uy,) et (vy)

divergentes. Par exemple :
x Up = (=1)" et v, = —(=1)™

La suite (u, + vp) est alors constante (Vn € N, u, + v, = 0). Elle
converge donc vers 0 alors que (uy,) et (v,) ne possédent pas de limite.

1
X Up =ne€et v, =—n+ —.
Ona:u,+v,=— — 0alorsquewu, — 4ocoetv, —
n n—-+4oo n—-+4oo n—-+4o0o

(définition a venir)

—0Q.

V.5.b) Produit d’une suite convergente par un réel \

Théoréme 11.
Soit X € K.
Soit (u,) une suite numérique convergeant vers £.

Alors la suite (Auy,) est convergente, de limite M.

Up =€ = Auy — M

Démonstration.
Il suffit de remarquer que [Au, — M| = |A||uy, — £]. Soit € > 0.

1) Comme (u,,) converge vers /, il existe un rang ng € N, tel que :
Vn = ng, |un —

€

2) On en déduit que : Vn = ng, |up — €] = |\|[|Aun, — M| < || B =

g.

V.5.c) Produit d’une suite de limite nulle par une suite bornée

Théoréme 12.
Soit (uyn) une suite numérique de limite 0.
Soit (v,) une suite bornée.

Alors la suite (u, X vy,) est convergente, de limite 0.

Uy — 0
. = Uy, Xv, =0
(vn) bornée
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Démonstration. V.5.e) Quotient de deux suites convergentes
it .
301 Sg't> J\04 R une borne d Vn e N < luy| p.  Theoreme 14,
oi € R une borne de (v,) : Vn € Up V| = |ug| v u . . . . .y
) , ( n) » [un O] = Jun] on] < Jun] Soit (uy) une suite numérique de limite £ # 0.
2) Comme (uy) tend vers 0, il existe un rang ng tel que : Vn > no, |u,| < 5. 1
On en déduit : Vn = no, |up vp| = [tn] |vn] < Jun| M < 5 M =e. O Alors la suite <u> x est définie a partir d’un certain rang,
n
Exemple x converge vers la limite %
1—n
lle est la limite de la suit ? 1
Quelle est la limite easu1e<n+n2> wy — (40 —» L 1
1 1 1 i tn e £
—-n —-n
Il suffit de remarquer que : —— = — X . .
n+n?2 n 1l+n Démonstration.
1 1-— « La suit tend £. Ainsi : —¢ — 0.
Or: — —0 et, pourtout n e N: —1 < . +n <0. a suite (un) tend vers insi : fun — 4| n—s-+oo 0
n n
0 déduit 1 1—n e De plus : _1’ |y, — £
n en dedul queﬁxl_i_n U, /¢ |€HUn|
. . Or, comme (u,) converge, alors cette suite est bornée. La suite (>
V.5.d) Produit de deux suites convergentes [t |
1
Théoréme 13. I’est aussi. On en déduit que (W’) est bornée.
u
Soit (un) une suite numérique de limite {;. " |ty — |
Soi : .y o Par ailleurs : |u, —¢| — 0. On en déduit : ——— — 0.
oit (vy) une suite numérique de limite ls. n—s 400 10| |up| n—+oo
Alors la suite produit (u, X vy,) converge vers {1 X {a. Dot - i B 1 .0 -
Un £| n—+oo
Up — 1 Théoréme 15.
= Up XUy — L1 Xl ) ) ) o
Uy, — U Soit (uy) une suite numérique de limite £1.
' Soit (vy,) une suite numérique de limite {y # 0.
Démonstration. ‘ Uy I o _
On remarque d’abord que : uy, v, — £1 lo = (uy — £1)vy + 1 (v, — £2). Alors la suite o) est définie a partir d’un certain rang,
n . .
o (un — 1) converge vers 0 et (vy,) est convergente donc bornée. x converge vers la limite %,
Ainsi —/ — 0.
insi, (up, 1)Un N 0
o (vy, — £2) converge vers 0 donc ¢4 (v, — £2) njoo 0. tn n—>_+>oo f } Un b
On en conclut : uy, v, — 1 fo — 0 ce qui équivaut & : u, v, — ¥#1 €. O vy — la#0 Up nrtoo b
n—-+o00 n—+00
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Démonstration.

1
o D’aprés le théoréme précédent, la suite ) est définie (au moins & partir

Un,
) 1 ) U .
d’un certain rang) et converge vers 7 On en déduit que <n> est définie.
2 Un

U 1
e Deplus,ona:VneN, - =u, x —.
Up, Up

U
Ainsi, par produit de suites convergentes, la suite <n> est convergente de

Un
1 4
limite {1 x — = —. O
imite ¢, o b
Exercice 18 )
2 1
Déterminer la limite de la suite (u,) de terme général u,, = %
n
m24n+1 22 1+ 5% 45, 1+ 5 + 57
Up = —5 o = 5 g = 2ZX e
n 4+ 3 n 1+ 52 1+ 52

O 1+1+ 1 —1, et 1+ 5 —1
r on a -— —Q [§] — .
2n  2n2 ’ 2n?

On en déduit que (u,) est convergente, de limite 2.

V.5.f) Compatibilité avec la valeur absolue
Théoréme 16.
Soit (uy) une suite numérique de limite £.

Alors la suite (|uy|) est convergente de limite |£].

un—>£:>

o o ] — |

n—-+00

Démonstration.
Par inégalité triangulaire, on a : ||u,| — [4|] < |u, — €.
On peut controler la distance |u, —¢|, il en est donc de méme de ||u,|—[¢||. O

Remarque

o En général, il n’y a pas équivalence : une suite convergeant en valeur ab-
solue n’est pas nécessairement convergente.

« Par exemple, la suite (|(—1)"|) est convergente (Vn € N, [(—=1)"| = 1) mais
la suite ((—1)") est divergente.

o Par contre, I’équivalence est réalisée lorsque ¢ = 0.
En effet, on a :

(|un|) converge vers 0
& Ve>0, Ing €N, Vn > ng, |Juy] — 0| <e
& Ve>0, dng €N, Vn >

< (uy) converge vers 0

1o, ||unl| = un| <e

Exemple

L (D"
La suite | ——— | converge vers 0 car :
n

Le théoréme ci-dessous généralise le résultat précédent.

Théoréme 17. (Théoréme de composition des limites)
Soit (uy) une suite réelle de limite a € R.
Soit f: R — R une fonction qui admet en a une limite finie £ € R.

Alors la suite (f(uy)) est convergente de limite £.

U, —> @
n—+00 } lim f(u,) = lm f(z)=1¢

N n—-+00 T—a

f<x) r—a

Démonstration.

Hum, on s’emballe un peu : la démo nécessite la notion de limite d’une
fonction en un point (¢f chapitre limites / continuité d’une fonction). O
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V.6. Compatibilité avec la relation d’ordre
V.6.a) Démontrer des inégalités pour les suites convergentes

Proposition 20. (« Passage a la limite » dans les inégalités)
Soit (uy) une suite réelle convergente, de limite £ € R.
Soient a € R et b € R.

a) S’il existe un rang ng a partir duquel uy, = a alors on a : £ > a.

On peut résumer cette proposition comme suit.

Uy — £
n—-4o00 = €>CL
Up = G

b) S’il existe un rang ng a partir duquel u, < b alors on a : £ < b.

On peut résumer cette proposition comme suit.

Uy — £
n—-+4o0o = €<b
Up < b

c) S’il existe un rang ng a partir duquel a < u, < b alors on a :a <€ <b.

On peut résumer cette proposition comme suil.

U, — 4
n—-4o00

= a</l<b
a<u, <b

Démonstration.
Soit (uy,) une suite convergeant vers £ € R et a € R.
Démontrons par ’absurde que : (Ing € N,Vn > ng, up, = a) = £ > a.

On suppose donc 'existence d’un entier ng € N tel que : Vn > ng, u, > a
ainsi que la propriété NON(¢ > a) (i.e. £ < a).

a
On choisit alors € = —

1) Comme u,, — /, il existe un rang n; € N a partir duquel : |u,, — | < .
2) Or on sait que : uy, > a & partir du rang ng € N.
Cette situation est résumée par la représentation graphique ci-dessous.

S

Q)

] | [ [
] é L L
{—¢ {+e a

o Ainsi, a partir du rang N = max(ng,n1), les termes de la suite (uy) se
trouvent toutes dans I'intervalle rouge (d’apreés le point 1)).

e Or, a partir du rang N = max(ng,n1), les termes de la suite (u,) se
trouvent toutes dans 'intervalle bleu (d’aprés le point 2)).

o Le choix de ¢ assure que l'intervalle rouge et l'intervalle bleu ne se ren-
contrent pas. Les deux points précédents se contredisent donc. 0

Remarque

o On parle parfois de « passage a la limite » dans les inégalités. Il faut faire
attention avec ce terme. En effet, ce passage n’est possible que si on a
prouvé au préalable que la suite (u,,) est convergente.

« En particulier, il ne faut pas confondre ce résultat avec le théoréme d’en-
cadrement présenté plus loin.
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o Il est facile d’écrire un énoncé similaire avec des inégalités strictes.
En effet, comme : u, > a = u, > a (inégalité stricte implique large) :

Démonstration.
Soient (uy) et (v,) deux suites convergeant réciproquement vers ¢; € R et

lo-€ R. Comme précédemment, on raisonne par I’absurde pour montrer que :

14
= /<)

(3no € N,Vn = ng, up, <vy) = £ < L.
Omn suppose donc Pexistence d’un entier ng € N tel que : Vn = ng, u, < v,
ainsi que la propriété NON(¢; < £3) (i.e. €1 > £2).

Uy —> L Uy —
n—-+o0 = (>a n—-+00
Up > Uy < b
Uy — £
nereo = a</l<b
a<u,<b
Exemple

« Considérons une suite (uy,) tel que : Vn € N, u, > 0.

Si (uy) converge vers une limite ¢ € R, on obtient, par passage a la limite
dans l'inégalité que : £ > 0 et non pas £ > 0.

1
o C’est par exemple le cas de la suite <>
n

Théoréme 18. (Théoréeme de comparaison des limites)

Soit (uy) une suite réelle convergente, de limite {1 € R.

Soit (vy,) une suite réelle convergente, de limite {9 € R.

Supposons de plus que : Ing € N,Vn = ng, u, < vy,.

On a alors : 61 < ¥o.

On peut résumer cette proposition comme suit.

— fl
n—-+o0o

— fg
n—-+o0o

Up < Un

Unp,

Un

01—l
3
1) Comme u, — (1, il existe un rang n; € N a partir duquel : |u, — 1] < €.

On choisit alors € =

2) Comme v, — {3, il existe un rang ny € N & partir duquel : |v, — 2] < €.
Cette situation est résumée par la représentation graphique ci-aprés.

9 9 9 9

Eg 61

by — ¢ by +e V1 —¢ {1+ ¢
Notons N = max(ng, ni,n2).

« A partir du rang N, les termes de (uy,) se trouvent dans I'intervalle rouge.
« A partir du rang N, les termes de (v,,) se trouvent dans 'intervalle bleu.

% Ainsi, & partir du rang N, u, > vy, ce qui contredit la définition de ngy.O

Remarque

o Les suites (uy,) et (v,) étant convergentes, on peut encore parler de « pas-
sage & la limite » dans les inégalités.

e On peut écrire un énoncé similaire avec des inégalités strictes. En effet,
comme : U, > v, = U, = v, (inégalité stricte implique large), on a :

—
n—-+00

— 52
n—-+00

Up > Up

4

Un

Un, = €1>£2
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V.6.b) Démontrer de la convergence

Théoréme 19. (Théoréeme d’encadrement)

Soient (uy), (vn), (wy) trois suites réelles telles que :

o (uy) est convergente, de limite (.

o (wy) est convergente, de méme limite £.

o Il existe un rang ng € N tel que : Vn = ng, up < vy < Wy
Alors la suite (v,) est convergente de limite {.

On peut résumer ce théoréme comme suit.

Up < Up K< Wy

T |

+ ‘ +

¢ g 2
Vv

Démonstration.
Considérons un intervalle ouvert contenant £.

o Tous les termes de (u,) (sauf un nombre fini) sont dans cet intervalle.
« Tous les termes de (wy,) (sauf un nombre fini) sont dans cet intervalle.
e Or, pour tout n € N, on a : u, < v, < wy,.

On en conclut que tous les termes de (vy,) sont dans cet intervalle.

On peut rédiger cette démonstration « avec les € » en s’appuyant sur la
représentation graphique ci-dessous :

™
()

{+¢

Il s’agit de démontrer que v,, — ¢ : Ve > 0,IN € NVn > N, |v, — {| < e.

Soit € > 0.

1) Comme u,, — ¢, il existe un rang n1 € N tel que : Vn > ny, |u, — | < .
Autrement dit : Vn > nq, —e <u, — £ <e.

2) Comme w, — ¢, il existe un rang ns € N tel que : Vn > ng, |w, — ] < €.
Autrement dit : Vn = no, —e < w, — ¥ <e.

3) Par hypothése, on a : Vn > ng, u, < v, < wy. On en déduit que :
Yn =2ng, up — L <L v, — €< w, — /4

Combinons ces informations. Notons N = max(ng, n1,n2).

Pour tout n > N,ona: —e<u, —f{<Lv,—¥b<Lw, —¥{<e.
Autrement dit : Vn > N, |v, —{| < e. O
Remarque

« Dans cet énoncé, on ne suppose pas (v, ) convergente mais on le démontre.

o Ainsi, rédiger en argumentant par « un passage & la limite » serait une
erreur logique (et donc sanctionnée comme telle). On ne peut « passer a la
limite » que si l'on sait que la suite est convergente.

o Ce théoréme est aussi appelé « théoréme des gendarmes ».

L’idée est la suivante : deux gendarmes viennent d’attraper un voleur et
I’encadrent en lui saisissant chacun un bras. Les gendarmes convergent (i.e.
se dirigent) vers le poste de police. Ainsi encadré, le voleur n’a d’autre choix
que se diriger lui aussi vers le poste de police.

Exercice 19 (appliquer le théoréme d’encadrement)

1
a) Quelle est la limite de la suite () ?
neN*

N4
On remarque que :

1 1 : 1 .
\/ﬁ:\/;' Or,ona.ngrfoo g_mlifgl* VvV =0.
. 1 1
b) Démontrer que : Vn € N*, 14 — —

1 1
— <y/14+-<14 —.
o2n  n? V +n +2n

Poura>0etb>0,ona:a<b & a? < b2,
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o Tout d’abord, remarquons que :

e De méme, on a : 1 1 1
1+ — — 14 =
2n  n? n
1\ 2 1 1 1
s (1+—) S (1+—)+= < 1+-
<+2n> n2<+2n>+n4 T
1 7 1 1 1 1
& 4= 4= < 14- & —
+n 4n?2  n3  nd +n n4
71 7,
Enﬁn,onazﬁémqtﬁﬁlgzn + n.

Cette derniére égalité est vérifiée car n > 1.
Ainsi, I'inégalité initiale est aussi vérifiée.

1
¢) En déduire la limite de la suite ( n? <1 + > — n) :
n
En multipliant I'inégalité précédente par n (> 0), on obtient :

1 1 1 1
nt o ——<y/n? 1+ — ) <n+g
2 n n 2

D’ou, en retirant n de chaque coté :

1 1 1 1 1
On remarque alorsque : — — — — — et = — =
2 n notoo 2 2 n—+oo 2
On en conclut que la suite < n? <1 + > — ) est convergente,
n

1
et que sa limite vaut 5

—

7

4n?

VI. Généralisation au cas des limites infinies

VI.1. Définition

Définition Suite divergeant vers linfini

Soit (uy,) une suite de réels.

« On dit que la suite (uy,) diverge vers 400 si :

VA >0, dng e N, Vn €N, (n = ng= u, > A)

+ %Ce que l'on peut écrire, avec ’abus de notation habituel :
n

VA >0, dng € N, Vn > ng, u, > A

o Ceci signifie que les termes de la suite deviennent, & partir d’un certain
rang, aussi grands que souhaités.

« On dit que la suite (u,) diverge vers —oo si :

VA>0, dng e N, Vn €N, (n = ng = u, < —A)

Ce que 'on peut écrire, avec ’abus de notation habituel :

VA >0, dng €N, Vn =2 ng, u, < —A

Remarque

« Une suite (u,) qui tend vers +oo est une suite divergente. La notion de
convergence est réservée aux suites admettant une limite finie. Cependant,
par abus, on parlera de suite « tendant vers I'infini » et on utilisera quand
méme la notation :

lim wu, = 400 ou
n——+oo

Uy, — +00

o Il est & noter que l'unicité de la limite s’étend au cas des limites infinies.
Ainsi, une suite ne peut a la fois diverger vers 400 et vers —oo.

32



PCSI

o Il n’est pas nécessaire, dans la définition de suite divergente, de supposer VI.2. Opérations - formes indéterminées

A > 0. Plus précisé t, : . ) ‘
15 PrECISEIent, of & Dans la suite, on parle de forme indéterminée (et on note F.I.) quand on

ne peut déterminer, de maniére générale, la limite d’une opération sur les
suites. Dans ce cas, il faudra faire une étude au cas par cas.

U, — +oo & VAeR, Ing e N,Vn > ng, u, > A

Uy — —00 < VA ER,3ng € N,¥n > ng, u, < A VI.2.a) Somme de deux suites
Propriété immédiates Somme  u;, + v,
Soit (uy,) une suite réelle. Up
: . L. o b +0o0 —00
1) Si (uy,) diverge vers +oo (réciproquement —oo) alors elle est positive Up,
(réciproquement négative) a partir d’un certain rang.
lo ly + o +00 —00
> >
U, — +00 = dng € N,Vn = ng, up =0 Yoo +00 400 F.I
Uy — —00 = dng € N,Vn = ng, up, <0 —00 —00 F.I —00
2) Si (uy) diverge vers +oo alors elle n’est pas majorée. Le cas de la somme de deux suites apporte une F.I. : | oo — 00
(réciproque fausse! Considérer ((—1)"n)) VIL.2.b) Produit de deux suites
3) | (up - —o0) & (—u, — +o0
" ) (Zun ) Produit wu, x v,
Démonstration. w
1) Notons A = 0. Comme u,, — 400, il existe un rang ng € N, tel que : " >0 6 <0 =0 +oo —00
Vn = ng, u, > A =0. -
2) Supposons par l'absurde que u,, — 400 et (u,) majorée. b >0 010y £10o 0 +0o0 —0
) .
o Notons M I'un de ses majorants. <0 A 010 0 o too
e On note A = M. Comme u,, - 400, il existe un rang ng € N a partir
duquel : u,, > A= M. l=0 0 0 0 F.I F.IL
Impossible ! +0o0 +00 —00 F.I +0o0 —00
3) La démonstration tient dans le fait que :
—00 —00 400 F.I —00 400
U, < —A & —u, > A
Le cas du produit de deux suites apporte une F.I. : | 0 x 0o
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VI.2.c) Passage a 'inverse Remarque

On suppose ici que 'on peut former le quotient i, ce qui revient & dire que « Dans le cas ot u,, — 0, on traite deux cas pour I'inverse — :

up # 0, au moins & partir d’un certain rang. ) _ _ _ n
x s0it u, > 0 (au moins a partir d’un certain rang),

1 . o : :
Inverse -~ x 801t u, < 0 (au moins & partir d’un certain rang).

Autrement dit, on suppose (u,) de signe constant (au moins a partir d’'un
Un L#0 =0 +00 —00 . . 1
certain rang). Si ce n’est pas le cas, on peut démontrer que (E) est

Si up, > 0 & partir d’'un 1 oo 0 divergente. En effet :
certain rang l

x si (wy,) est la suite extraite de (u,,) contenant les termes de (u,,) de signe
strictement positif, alors (w,) diverge vers 400,

Si u, < 0 a partir d'un
certain rang

S Y
X

si (zy,) est la suite extraite de (u,) contenant les termes de (u,) de signe
strictement négatif, alors (z,) diverge vers —oo.

V1.2.d) Quotient En vertu du théoréme sur les suites extraites (qui s’étend au cas des suites
1
Quotient = divegeant vers linfini), <u> n’admet pas de limite.
n n
s (="
Up « Considérons par exemple u,, = .
ly >0 /1 <0 {1=0 +00 —00 1
n
Un Alors u, 0 et — = =(-1)" n.
¢ up  (=1)"
£ >0 " a 0 + - 1
2 2 o o o Ainsi, <> n’admet pas de limite.
Up
1% ¢
I <0 7 L 0 —00 400 ] ..
2 b2 VI.2.e) Comment déterminer la limite d’une F.I.
=0 vn>0 +oo —0 FI +oo —0 Tout d’abord résumons les F.I. rencontrées lors de 1’étude des différentes
2= s i1 .
<0 C oo C~ oo opérations algébriques :
+00 0 0 0 F.L F.L 0 00
x—o ; O0xoc0 ; = ; —
0 o0
—00 0 0 0 F.I F.I.
. . 0 o0
Le cas du quotient de deux suites apporte deux F.I. : 0 ;o —
00
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Afin de lever une F.I., on pourra penser a utiliser les méthodes suivantes.
1) Factoriser par le terme dominant (i.e. celui ayant la plus forte croissance).
2) Penser a la quantité conjuguée.

Le point 1) sera revu en fin de chapitre dans la section « Croissances com-
parées ».

Exercice 20
Déterminer les limites, lorsqu’elles existent, des suites suivantes.

a) ( nd—2m?+7
c)< ™3 +n >

) <n (lnn)5_2n2+7) d) ( 2 (1+71L>_n>

n?(n+1) —n)

VI.3. Compatibilité avec la relation d’ordre

Proposition 21.
Soit ng € N et sotent (uy,) et (v,) deuz suites réelles telles que :

Vn 2 ng, un < Up

a) Siup

— 400, alors v, — “oo.
n—-+00 n— 0o

On peut résumer cette propriété comme suit.

Up SV

n X Un ~ v, — +o00

Uy — 400 n—-+00
n——+oo

b) Siv, — —o0, alorsu, — —00.
n—-+00 n—-+00
On peut résumer cette propriété comme suit.

Up <V

n X Un ~ Uy — —0

Uy — —00 n——+00
n—-+oo

Démonstration.

a) L’idée de la démonstration est la suivante. Si u,, devient aussi grand que

—n2 4 en
Démonstration.
1 5
b) Uy — n (Inn)® —2n2 +7 _ —2n? n,(;ng) +1+ ,27n2
" —n? +en en =2 1
Or on a :
n (Inn)® (Inn)® . )
o2 T on noiee 0 par croissances comparées.
(¢f fin de chapitre)
L — 0
T 22 ot
- n (Inn)?
On en déduit que : oz +1+ s Bl 1.

2
—n —n . i
De méme, — +1 — 1car —— —— 0 par croissances comparées.
en n—-+00 e n—+oo

TL2

Enfin, comme — 0, on en déduit que u,, — 0. 0

e n—+oo

b)

souhaité, comme v,, > u,, v, devient aussi que souhaité aussi.
Démontrons-le rigoureusement.

Soit A > 0.
o Comme u, — 400, il existe un rang ny a partir duquel : u, > A.
« Notons N = max(ng,ny).
A partir de ce rang N, on a : v, > u, > A.
Ceci démontre : v, — +00.
La démonstration est similaire. Si v, devient aussi petit que souhaité,
comme u, < Uy, il en est de méme pour u,,.
On peut aussi appliquer le résultat précédent a la suite (—u,) qui est telle
que —U, = —U, avec —v, — +00. O
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VI.4. Compatibilité avec la valeur absolue

Théoréme 20.

Soit (uy) une suite réelle divergente de limite oo (+00 ou —00).

Alors la suite (Juy|) est divergente de limite 4o0c.

Démonstration.

Up —> 00 = |un|n:>m+w

n—-+0o

Supposons que (uy) tend vers +oo.

« A partir d’un certain rang ng, les termes de la suite u,, sont positifs.

o Ainsi : Vn = ng, u, = |uy)-

On en déduit que |u,| — +oc.
Le cas ou (uy) tend vers —oo se traite de maniére similaire.

En fait, le théoréme de composition des limites peut s’écrire avec des limites
infinies. On notera R I'’ensemble formé des réels et de 400 et —oo.

Autrement dit :

R=RU{-00,+x}

Théoréme 21. (Théoréme de composition des limites)

Soit (u,) une suite réelle de limite a € R.

Soit f : R — R une fonction qui admet en a une limite £ € R.
Alors la suite (f(upn)) admet la limite £.

Uy — @
" lim f(u,) = lim f(z) = ¢
=
f(l‘) g } n—-+oo Tr—a
Tr—a
Démonstration.

Encore une fois, ¢’est un résultat du chapitre limites / continuité d’une fonc-

tion (& venir!).

VII. Les théorémes de monotonie

VII.1. Théoréme de convergence monotone

Théoréme 22. (Croissance et magjoration)
Soit (uy,) une suite de réels. Alors on a :

1)

2)

(up) croissante o
o = (uy) converge vers une limite ¢ € R
(up) magjorée
e Plus précisément, on démontre : £ = sup (uy).

neN

o Ce qui permet d’assurer : Vn € N, u,, < /L.

(up) croissante

(up,) non majorée

Démonstration.

1) Technique. Il s’agit de démontrer : u,, — sup (uy).

n—-+4o0o neN

« Tout d’abord, comme la suite (u,) est majorée, alors elle admet une
borne supérieure. Ainsi ¢ = sup (u,) existe.

e Soit € > 0.

neN

x Par caractérisation de la borne supérieure :

{

VneN, u, <4

dng €N, £ —¢c < uy,

En particulier, il existe ng € N tel que : £ — & < uy,.

x Or la suite (uy,) est croissante. Ainsi, pour tout n > ng

On en déduit :

Vn = ny, €—8<Un0<un

D Up 2 Upg-
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x Finalement, pour tout n > ng :

f—e < uy <0 < l+e¢

Autrement dit : |u, — ¢| < €. On a bien démontré : u,, — £.

n—-+0oo
(up,) croissante
Il reste & démontrer : ) =VneN, u, </
Uy —
n—-+0o
C’est immédiat car on sait que £ = sup .

neN
2) Soit (uy) une suite croissante.

On démontre par I'absurde que : (u,) non majorée = u, —+> +o00]
n—-+0o0

Théoréme 23. (Décroissance et minoration)
Soit (uy) une suite de réels. Alors on a :

1)

(un) décroissante
(un) minorée

} = (uy) converge vers une limite { € R

o Plus précisément, on démontre : £ = inf
neN

o Ce qui permet d’assurer : ¥n € N, u, > /L.

2)

(up,) décroissante "
(un) mon minorée "

—
n—-4o00

—0o0

Démonstration.

Il suffit d’appliquer le résultat précédent a la suite (v,) de terme général

Uy, = —U,. En effet :
x (uy) décroissante < (—uy,) croissante,

x (uy) minorée < (—u,) minorée.

Remarque
On peut, dans un exercice, avoir a démontrer que :

(up) croissante

Uy — £
n—-+o0o

}:VneN, Uy <A

Soit (uy,) une suit réelle. Supposons que (uy,) est :
x croissante,
x convergente vers £.

On procéde par ’absurde.

Supposons : NON(Vn € N, u,, < /).

Ainsi, il existe ng € N tel que uy,, > £.

Comme (u,,) est croissante, on a : Vn = ng, U = Up,.

Par passage & la limite dans cette inégalité, on obtient : £ > up,,.
En combinant avec la premiére inégalité, on a alors : £ > u,, > £.

Exercice 21
ug =1

On considére la suite (u,) définie par :{ Wn €N, unyy = In(2uy + 1)

a. Montrer que (u,) est bien définie et que pour tout n € N : 1 < u,, < 2.

b. Etudier le sens de variation de (uy,).

c. En déduire que (u,,) converge vers une limite £ € R telle que : 1 < £ < 2.
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VII.2. Suites adjacentes Démonstration.

Définition

Deux suites (uy,) et (v,) sont dites adjacentes si :
1) (uy) est croissante, @)
2) (vy) est décroissante,
3) up — v n_}—+>oo 0. b)

Représentation graphique

(Un)

(up)

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

Théoréme 24.
Si deuz suites (up) et (vn) sont adjacentes, alors elles sont convergentes et @)
admettent la méme limite.

1) (uy,) est croissante,
(un) et (vy,) sont convergentes

2 t décroi t 2
) (n) est décroissante, et admettent la méme limite

3) up—v, —> 0.
n—-+4o0o

Il s’agit essentiellement de démontrer que la représentation graphique précé-
dente est correcte.

La suite (v, — uy,) est décroissante

Soit n € N. (41 — Unt1) — (Vn — Up) = Vpt1 — Up + Up — Upt+1 < 0.
———
<0 <0
Pour tout n € N, v, > u,

Par hypotheése, (v, — u,) est convergente.

Par théoréme, elle est donc bornée.

Cette suite étant décroissante et minorée, le théoréme de convergence
monotone permet d’affirmer que :

VneN, v, —u, > inf (v, —u,)=0
neN

(comme précisé dans la remarque suivant le théoréme de convergence mo-
notone, il faudrait faire cette démonstration par l’absurde)

La suite (uy) est majorée et la suite (v;) est minorée

On peut maintenant démontrer que : Vn € N, u, < vg.

o En effet, on a : Vn € N, v, < v puisque (v,,) est décroissante.

e Ainsi,on a:Vn €N, u, < v, <.

De maniére analogue, on démontre que : Vn € N, ug < vy,.

Les suites (up) et (v,) convergent vers la méme limite

e (up) est croissante et majorée (par vg) donc convergente vers ¢; € R.

o (vp) est décroissante et minorée (par ug) donc convergente vers f2 € R.

Ainsi,on a: lim (up —vy) = lim w,— lim v, =¥ — /ls.
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00

(la premiére égalité est seulement vérifiée pour des suites convergentes)

Or par hypothése, lim (u, — v,) = 0.
n—-+o0o
On en conclut que : 1 = {5. ]
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Exercice 22 VIII. Comportement asymptotique des suites usuelles
On considére la suite définie par :
VIII.1. Suites arithmétiques

* 2 (_1>k+1
VneN', S, =37 T Théoréme 25.
= Soit (uy) une suite arithmétique réelle de raison r.

a) Démontrer que les suites (Son)nen- et (San—1)nen- son adjacentes. 1) Sir =0, alors (uy) est constante et converge donc vers .

b) En déduire que la suite (.S,,) converge.
2) Sir >0, alors lim wu, = 4oo.

n—-+oo
Démonstration. 3) Sir <0, alors lim wu, = —oo.
a) Soit n € N*. n—=+00
o (S2,) est croissante. En effet : Démonstration.
42 (_1)k+l 20 (_q)k+1 1) up =ugp —> up.
Say S =30 5 G o |
k=1 k =1 k 2) (uy) est croissante et non majorée.
(—1)2n+3  (—1)2n+2 1 1 3) (uy) est décroissante et non minorée. ]
T 2nt2 il 2+l 2m+2

e (S2n—1) est décroissante. En effet : VIIL.2. Suites géométriques

il (—1)k+1 2n1 (—1)“1 Théoréme 26.

Sotnt1y—1 — San—1 = ) — > — Soit q un réel tel que q # 0.
k= =1 1) Siq=1, alors (q") est constante (= 1) et converge donc vers 1.
(_1)2n+2 (_1)271-4—1 1 1 g
= + = —— < 0 2) Siqg>1, alors (¢q") diverge et : lim ¢" = +oo.
o+ 1 on il 2 S0 ¥ (q") diverge et = Hm_q
_1)2n 1 3) Si|q| <1, alors (¢") converge et lim ¢™ = 0.
o Sop — Sop—1 = ( 2) = 5 —+> n—+o00
n n n—+o0o . s .
Ainsi, les suites (Sa,) et (S2,—1) sont adjacentes. 4) Siq < —1, alors (¢") n'admet pas de limite.
Elles sont donc convergentes vers la méme limite £ € R. Démonstration.
b) Les termes d’indice pair de (S,) sont aussi proches que souhaité de £. )¢ =1 — 1.

C’est aussi le cas des éléments d’indice impair. n—+00
Ainsi, tous les éléments de (.S,,) sont aussi proches que souhaité de . 2) q”Z — ¢> 0 donc (q") est (strictement) croissante.

On en conclut que (S,,) est convergente, de limite £. O _
Supposons par I'absurde que (¢™) est majorée.
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Il existe alors A > 0 tel que : Vn € N, ¢" < A.
InA

Or:¢q"<A & nlng<ln4d & nél—
ngq

InA
Notons alors ng = {HJ +1
Ing

InA
Ainsi, ng € N et ng > o Or cette égalité équivaut a ¢"° > A.
nq

Ceci contredit I’hypotheése.
(g") est croissante non majorée donc diverge vers +oo.

3) 14" = |q|™ et (|¢™]) est décroissante et minorée par 0.
Ainsi, (|¢|™) est convergente vers £ > 0. On peut alors montrer par ’ab-
surde que £ ne peut étre strictement positive. On en conclut que ¢ = 0.

Ainsi, ¢" — 0 (cf remarque suivant le théoréme 16).
n—+oo

4) Notons a = —q. Alors a > 1.

Sia=1":alors ¢" = (—1)" et donc (¢") n’a pas de limite.

Ainsi, ¢*" = a®® — 400 et ¢*" = —a®" & —0.

(¢"™) admet deux sous-suites divergeant vers des infinis différents. On en

conclut que (¢") est divergente sans limite infinie. 0
Remarque

o Dans ce théoréme, nous traitons seulement un cas particulier des suites

géométriques : celles dont le premier terme wug vaut 1.

o De maniére générale, une suite (u,) admet pour terme général : u, =
q" X ug ot ¢ # 0 est la raison de (uy,). Le théoréme précédent s’adapte en
prenant en compte la valeur de uyg.

o Par exemple, lim u, = —cosig>1etug <O0.
n—o0

n
3 1\"
e On déduit de ce théoréme que : €" — +0o0, <\/;> — +00, (2> — 0.

IX. Croissances comparées

IX.1. Négligeabilité
Définition Négligeabilité
Soit (uy,) une suite numérique.
Soit (vy,) une suite telle que v, # 0 (& partir d’'un certain rang).

« On dit que (uy,) est négligeable devant (v,) (ou dominée par (v,)) si :

. Unp,
Iim — =0
n—-+oo Un

o (vp).

n——+oo

« Lorsque (u,) est négligeable devant (v,,), on note u,, =

« A Toral, on dit que « u, est un petit o de vy, ».
(o = 15°™¢ [ettre de ’alphabet)

Remarque

« On s’intéresse ici au comportement asymptotique (a l'infini) des suites.
Plus précisément, on cherche ici & les classer suivant leur dominance, ce
dont on se sert lors de la « mise en facteur du terme dominant ».

« Lorsque u, = o(vy,), on pourra utiliser, la notation u, << vy,.

« Cette notation est parfois trompeuse.
Il ne faut surtout pas confondre : u,, << v, et u, < v,.
(d’ailleurs (un, << vp)=(un < vp) et (up < vy)=(Un << vy))

o On réservera donc cette notation pour I’écriture d’échelles asymptotiques
(cf théoréme 29).
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Théoréme 27. Ce théoréme permet la comparaison des suites (n?), (¢"), (n!), (n").
Plus précisément, on a le théoréme suivant.

1 b
Ya>0.%b>0, lim 27

e T pe 0 Théoréme 29. (Echelle de comparaison asymptotique)

Pour touta>0,b>0,¢q>1, ona:

a

Va>0,Vg>1, lim — =0 (Inn)® << n% << ¢ << nl << "
n—+oo "

Remarque IX.2. Equivalence

o . b a n .
« Ceci signifie que pour tout a > 0,b >0, ¢>1: (Inn)” << n?® << ¢". Définition Equivalence

e On dira que la croissance logarithmique est beaucoup plus faible que la
croissance polynomiale qui est elle-méme beaucoup plus faible que la crois-
sance exponentielle.

Soit (uy) une suite numérique.

Soit (vy,) une suite telle que v, # 0 (a partir d’un certain rang).

o 1l faut savoir lire ce théoréme dans 'autre sens : e On dira que (u,) est équivalente a (v,) et on notera u, ~ Vn si:
na qTL
Va > 0,Vb > 0,q > 1, lim = +00 lim — =4 . Uy
n—-+oo (ln n)b n—-+oo N lim — =1
n—+00  Up

o On en déduit aussi que : Va > 0,|q| < 1, ngrfoo n®q¢" =0 Remarque

« On s’intéresse encore au comportement asymptotique (a l'infini) des suites.
Théoréme 28. (Critere de d’Alembert) Plus précisément, dire que (u,) est (vy) sont équivalentes, c’est dire que
Soit (uy) une suite de termes strictement positifs tel que : ces deux suites ont méme comportement asymptotique.

« Trouver un équivalent (v,) & une suite (u,) c’est trouver une suite (vy,) pos-
sédant le méme comportement asymptotique que (vy,,) et dont I’expression
est plus simple.

. Un+1
lim 2 —yecR
n—-+oo Up,

1) Sit <1, alors lim wuy, =0

n—-+00 — c’est la démarche que nous avons suivi lors de la recherche de limite
2) Sil>1, alors EEI_] Up = +00 d’une suite (u,) lorsque 'on a mis en facteur le terme dominant.
n o

3) Sil =1, on ne peut conclure par ce théoréme. Ce terme dominant est en fait un équivalent de wu,,.

Démonstration.
Non faite ici. Se reporter au TD. (résultat non exigible) O
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Théoréme 30. Démonstration.
Soit (uy), (vn), (wy), (zn) des suites numériques. 1) 11 suffit d’écrire : — = — 1.
- . . N - U n——+0oo
(lorsque nécessaire, on ajoutera l’hypothése que ces suites ne s’annulent pas n
. S . . v 1 1
a partir d’un certain rang) 2) 1l suffit d’écrire : % = — = 1
Lopérateur —~  wérifie les propriétés suivantes. Un 5, "t
n——+oo
.y _ U U v
1) Réflexivité : 2) Symétrie : 3) Il suffit d’écrire : — = " x —~ — 1x1=1
Wnp, Un Wy N—>+00
Up ~ U ~ ~ . Up X W U w
" too Un ~ Un = Up ~ Un 4) Il suffit d’écrire : —— " = " x % — 1x1=1.
Un X Zn Un Zp N—+oo
3) Transitivité : Un, Uy zn
5) Il suffit d’écrire : .~ = — x = — 1x1=1.
- Wp, VUp N—+00
Up ~ Uy
n—-+oo . U
ve o~ w = Un ~ Wy 6) 11 suffit d’écrire : u, = — v, — 1x €=~ 0]
" n—+oo " e Un n——+00
Remarque

4) Compatibilité avec le produit : « La propriété 6) peut s’exprimer comme suit.

Soient (uy) et (v,) deux suites qui admettent chacune une limite (éven-
tuellement infinie). On a alors :

= Uy X W, ~ UpX Zn
Wp ~ Zp n—s+oo

Uy ~ U, = lim wu,= lim v,
n—-+oo n—-+o0o n—-+4o0o

5) Compatibilité avec le quotient :

o Ce résultat n’est pas une équivalence dans le cas général. En effet :

Up ~  Un x Siup, =netwv,=n?alors lim wu,= lim v, = +oo mais w .
n—+o0o N Un -~ Ul n n n—s-too n n=s+oco n Up-V7
Wn, ~ Zn Wy, n—+oo Zn ]_
noee x Siup=—etv, = — alors lim wu, = lim v, =0 mais w, 5.
n n n—+oo n—-+oo
6) Equivalent et limites : soit £ € KU {—o0, +00} « Dans le cas ou (uy) et (vy,) sont convergentes de méme limite ¢ # 0, la
N Y ° . . L, e,
réciproque est bien vérifiée. En effet :
Up, r: Un, Unp, 14 1
n— oo R p— f—
= u, — ¥ ’ =
Up — V4 " n—+o0o Vp n—4oo0 !
n—-+00
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Remarque

Le théoréme précédent stipule que 'opérateur ~  est compatible avec les

n——+oo
opérations de produit et quotient.
Il faut faire attention, ce n’est pas le cas de toutes les opérations.

1) Considérons I'exemple suivant.

Up =N + \/’Tl - U, ~ v,
vn =n + ln(n) n——+oo
Wp = —N } - w,, N 2
Zn = —N n—-+oo
mais /n = uy +w,e~vi+z, = In(n).

A On ne peut sommer des équivalents!

2) Considérons I'exemple suivant.

U, =n-+1
" } = U, ~ Uy

UTL =N n——+oo
en+1
mais "t = gln e’ = e" puisque =e 1
en Too

A De maniére générale, on en peut appliquer de fonction de part

et d’autre d’une équivalence !

Ici, on avait en fait le résultat suivant :

Un

n—-—4oo elvn

e _
n ~ e s — 21 & e 51l & ou,—v, =0

Exercice 23

Limite de la suite (u,) de terme général : u,, =

(3n +4)3(8n=2 +2n%)

=14+

9n + 10
3 4 4
1) 3n+4 ~ 3ncar nt =14+——=1
n—+o00 n 3n
Ainsi: 3n+4)2 =Bn+4)Bn+4)3n+4) ~ (3n)(3n)(3n) = 33n3.
n—-+oo
8n 2 +2n 4 2n~4
2) 8n 2 +2n"* ~ 8n72car gm —den 1+ n
n—+4oo 8n—2 Sn—Q

On en déduit que : (3n +4)3(8n2+2n"%) ~ 333 x8n2=1338n

n—-+oo

on+10 10

3) In+10 ~ 9n car 1+——=1
n——+oo 9n 9n
3% 8
On en déduit que : u, ~ " _ 3 x8=24.

n——+oo 9%

Ainsi : u,, — 24.
n—-+00
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