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Remarque

« Tout systéme homogeéne admet au moins une solution, le p-uplet (0, ..., 0).

CH X : Systémes linéaires et matrices 3z + 2y + z =0
r + Sy + =z

-4z + 2y + 7z = 0

Il
o

admet (0,0, 0) pour solution.

o Un systéme homogéne admettant le méme nombre d’équations que d’in-

I. Généralité rl emes linéair
Généralités sur les systemes calres connues (n = p) est donc de Cramer ssi (0,...0) est son unique solution.

Définition « Un systéme (S) peut n’admettre aucune solution :
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
. . . . r + y = 3 T + Yy = 3
On appelle systéme linéaire de n équations a p inconnues z1, ..., , tout y + 2z = —T N y + 2z = —T
systéme de la forme : r + 2z = -5 y + 2 = -2
ajgpry + ai2T2 + ...+ apry = b Ly . . .
2171 + asz @z + ... + aspa, = by Ly Les lignes Lo et L3 sont dites incompatibles.
(S) : : : : « Un systéme (S) peut admettre une unique solution :
an,l T + an,Q D) + ... + an,p mp - b'n, Ln 3 r + 2 y 4+ z = 5
x les réels (ai;) 1<i<n sont les coefficients du systéme. r + 2 =7 & (2y2)=(1-20)
1<ji<p 2z + 2y + z = 4
x le n-uplet de réels (by,...,b,) est le second membre du systéme.
« la 7M€ équation du systéme est notée L; : c’est la i™® ligne du systéme. ° Un systéme (S) peut admettre une infinité de solutions :
x le systéme (S) est dit homogeéne si by = by = --- = b, = 0. T 4+ oy — - 3 T+ Yy — 2z = 3
x on appelle systéme homogéne associé a (S) et on note (Sg) le systéme y + z = -2 & y + z = =2
(S) dont le second membre est remplacé par (0,...,0). —x + 2z = =5 y + z = =2
x on appelle solution de (S) tout p-uplet (z1,...,2,) qui satisfait les n 3
équations du systéme (). = { Tty = 5 Tz
= -2 - z
x sin = p le systéme (S) sera dit systéme de Cramer s’il admet un unique Y
n-uplet solution. & (r,y,2)=(B+22,-2—22)
x deux systémes (S7) et (S2) sont dits équivalents s’ils ont les mémes so- o .
lutions. On notera alors : (S;) < (Sy). Ainsi, (5,-2,0), (7,-3,1), (—1,1,—3) ... sont solutions.
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II. Résolution d’un systéme linéaire : aspect théo-

rique

II.1. Les systémes échelonnés et triangulaires supérieurs
Définition
Soit () un systéme linéaire de n équations et p inconnues.
« Le systéme (5) est dit échelonné lorsque :
Vie[L,n],Vje[l,p], i>j = a;;=0
« Le systéme (5) est dit triangulaire (supérieur) si :
1) il a le méme nombre d’équations que d’inconnues (n = p),
2) il est échelonné.

Cette définition n’est pas trés stricte. Par exemple, un systéme linéaire dont
tous les coefficients sont nuls, est un systéme échelonné.

I1.2. Résolution d’un systéme triangulaire (cas n = p)

Un systéme triangulaire supérieur & n équations et n inconnues est de la
forme suivante.

ag w1 + a2 w2 + + oaiz + ...+ agpTe = by
asa T2 + + agir + ...+ aypxn = by

i Ty + ..+ QinpTp = b;

Annp Tn = by,

Si on suppose de plus que tous les coefficients diagonaux sont non nuls, alors

on peut résoudre aisément ce systéme « en cascade » :
b,

Qan,n

x la derniére équation fournit : xz,, =

x on substitue x,, par sa valeur dans I’équation précédente, ce qui permet
d’obtenir x,_1.

Par remontées successives, on obtient de maniére unique toutes les valeurs

de z;. On obtient ainsi un unique n-uplet solution.

Il est primordial de supposer que tous les coefficients diagonaux sont non
Vi e [1,n],a;; #0

nuls. Par la suite, on nomme (H) cette hypothése :

Théoréme 1.
Soit (S) un systéme linéaire tel que :
x (S) an équations et n inconnues,
x (S) est triangulaire (supérieur),
x () vérifie Uhypothése (H).
Alors (S) est un systéme de Cramer.
(ce qui revient a dire que (S) posséde une unique solution)

Exemple
On peut résoudre le systéme suivant en cascade.

z + y + 2z — t = 3
3y + 52z 4+ 2t = =7

z — t = 0

t = 2

Par remontées successives, ce systéme admet une unique solution : (8, —7,2, 2).

Remarque
Le caractére unique est fourni par les deux conditions : n = p et H.
Si cette hypothése (H) n’est pas vérifiée, alors :
x le systéme peut n’avoir aucune solution.
z + y + 2z —
5z — 2
5 —

|
N O 00w

x le systéme peut avoir une infinité de solution.

r + vy + 2z — 1

5z — 2t =
t
t

N OO W
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I1.3. Résolution d’un systéme échelonné (cas n < p)

Un systéme échelonné est alors de la forme suivante.

a1 + a12x2 + ... + a;x + ... +
az2 x2 + ... + a;x; + ... +
Qi Ty + ... +

A1, Tn

a2 n Tn

Ajn Tn

An,n Tn

+ +
+ +
+ +
+ +

a1,p Tp
a2,p Tp

ip Tp

An,p Tp

= b
= by

Plagons-nous dans le cas ot 'hypothése (H) est vérifiée (Vi € [1,n], a;; # 0).

On va alors distinguer les inconnues j41,...,%p,, appelées inconnues
auxiliaires. En transférant ces inconnues auxiliaires dans le membre droit,

on fait apparaitre un membre gauche & n lignes et n colonnes, correspon-

dant au cas précédent.

ajp T + a2r2 + ... + a;% + ...+ ain Ty
azo r2 + ... + az;w; + ... + azn Ty

i Ti + ...+ Qin Tp

Qp,n Tn

I
o o
IR
I

a1n+1 Tntl
a2,n+1 Tntl

A n+1 Tnt1

Ann+1 Tntl

atp Tp
asp Tp

Gip Tp

Gn,p Tp

Une résolution en cascade de ce systéme fournit alors toutes les valeurs de
x; (i € [1,n]) en fonction des variables auxiliaires. On obtient ainsi une

infinité de solutions.

Théoréme 2.
Soit (S) un systéme linéaire tel que :
e (S) an équations, p inconnues et n < p,
e (S) est échelonné,
o (S) vérifie (H).

é
Alors (S) posséde une infinité de solutions.

Exemple
On peut résoudre le systéme suivant en cascade.

r + Yy + 2z — t = 3
3y + 5z + 2t = -7
z - t = 0

Remarque
L’existence de solution est fourni par la condition : (H).
Si cette hypothése (H) n’est pas vérifiée alors :

x le systéme peut n’avoir aucune solution.

r + y + 2z — t =3

-2z 4+ 2t =5

z - t = 0

(sytéme a résoudre!)
x le systéme peut avoir une infinité de solutions.

r + vy + 2z - t = 3

5z — 2t 6

z — t = 0

(sytéme a résoudre!)

En conclusion, la résolution d’un systéme triangulaire supérieur est simple.
Il convient donc d’essayer de transformer tout systéme en un systéme trian-
gulaire supérieur. Ceci peut se faire & ’aide des opérations élémentaires.
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I1I. La méthode du pivot de Gauss

II1.1. Opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme li-
néaire

On commence par introduire la notion d’opération élémentaire, nécessaire

pour décrire précisément la méthode du pivot.

Définition

On appelle opération élémentaire sur les lignes L, ..

(S) l'une des trois opérations suivantes :

., Ly, d’un systéme

1) multiplier la ligne L; par un réel o« # 0 :

Li — OzLi

2) ajouter a la ligne L; 3 fois une autre ligne L; :

3) échanger les lignes L; et L; :

L,L‘(—)Lj

Remarque
A Taide de ces trois opérations de base, on peut construire de nouvelles
opérations. On peut notamment citer l'opération suivante :

4) multiplier une ligne L; par a # 0 et lui ajouter 3 fois une autre ligne L; :

L, olL; + BL]

qui admet la généralisation suivante :

4’) multiplier une ligne L; par « # 0 et lui ajouter une combinaison linéaire
d’autres lignes :

L, ol; + )\1Lj1 + -+ )\TL]‘7.

L’intérét de ces opérations élémentaires réside dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.
Soit (S) un systéme linéaire.
Soit (S") un systéme linéaire obtenu par applications successives d’opéra-
tions élémentaires sur les lignes de (S).

Alors (S) et (S7) sont équivalents.

II1.2. Illustration de la méthode sur un exemple

Effectuer une opération élémentaire sur un systéme (S) ne change pas son
ensemble des solutions. L’algorithme du pivot de Gauss exploite ce constat.
Il se déroule en trois étapes.

A. Par une succession d’opérations élémentaires, on transforme le systéme
(S) en un systéme échelonné qui admet les mémes solutions.

B. Si besoin (si le systéme obtenu en A. n’est pas triangulaire), on transfére
les inconnues auxiliaires dans le membre droit du sytéme.
Le systéme obtenu est triangulaire.

C. On résout par cascade le systéme triangulaire précédent.
Au lieu d’opérer par substitution (méthode malhabile), on réalise une
succession d’opérations élémentaires pour obtenir un systéme diagonal.
Ses solutions sont celles du systéme initial (5).

Illustrons ce procédé par la résolution du systéme linéaire suivant.

2z + b5y — 3z 4+ 4w = 5
(S) Sz + 12y — 7z + 20w = 12
z + 2y — 2z + 3w = 2
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A. Mise sous forme échelonnée de (95).

1) On considére tout d’abord la premiére colonne.
Le but est de ne conserver qu’une occurrence de x dans cette colonne.

o Plus précisément, on ne conserve que ’occurrence de x en 1°'¢ ligne
en ajoutant / retirant suffisamment de fois la 1°'¢ ligne aux autres.

PO 2z + by — 3z + 4w = 5
() = - Yy 4+ oz + 20w = -1
- y - z + 2w = -1

On appelle pivot de cette 1¢™¢ étape le coefficient placé

devant x dans la ligne utilisée. Ici, le pivot est 2.

2) On met alors de coté la 1% ligne (on la garde dans le systéme mais
elle n’aura plus de role a jouer lors de I’étape A). On obtient ainsi un
sous-systéme qui ne contient plus aucune occurrence de la variable z.

o Sur ce sous-systéme, on utilise le procédé détaillé en 1) sur la va-

riable y.
L Lo Ly 2¢ + 5y — 3z 4+ 4w = 5
(S) = -y + z + 20w = -1
— 2z — 18w = 0

Le pivot de la 2°™€ étape est le coefficient placé devant la
variable y de la ligne utilisée. Ici, il s’agit de —1.

3) Si on met de coté les lignes Lj et Ly, on obtient un systéme qui ne
contient plus les variables x et y. Ce systéme amputé ne contient plus
qu’une seule ligne et le procédé s’arréte alors.

Le pivot de la 3™ étape (ol I'on ne fait rien) est le
coefficient placé devant la variable z. Ici, il s’agit de —2.

Le systéme obtenu a la fin de I’étape A. :

x posséde les mémes solutions que le systéme initial (5),
(d’apres le Théoréme 3)

x est échelonné.

On passe alors a I'étape B.

. Mise sous forme triangulaire du systéme obtenu.

Avant de passer a I’étape suivante, on transfére le(s) colonne(s) d’incon-
nue(s) auxiliaire(s) dans le membre droit. Ici, deux choix sont possibles :
on peut transférer soit la colonne de z, soit la colonne de w (dans les
deux cas, un tel transfert produit un systéme triangulaire). On choisit ici
le transfert de la colonne de w.

2z 4+ by — 3z = b5 — Aw
(S) — - ¥y + z = -1 - 20w
- 2z = 0 4+ 18w

Le systéme obtenu est triangulaire.

. Mise sous forme diagonale et résolution du systéme.

On utilise le méme procédé qu’en A.1) en traitant les colonnes de droite
a gauche et les variables dans 1’ordre inverse du A.1).
1) On commence par la 3°™¢ colonne et la variable z.

Le but est de ne conserver qu’une occurrence de z dans cette colonne.

o Pour ce faire, on ajoute / retranche suffisamment de fois la 3°™¢
ligne aux autres lignes au-dessus.

é;i;é;if* 4x + 10y = 10 — 62w
(S) = - 2y = -2 - 2w
- 2z = 0 + 18w

2) On agit alors de méme pour la 2°™° colonne et 4 : on ajoute / retranche

suffisamment de fois la 2°™€ ligne aux autres lignes au-dessus.

Lo ois 4x = 0 — 172w

1 L1 +5L>

(S) = - 2y = -2 - 2w
- 2z = 0 + 18w
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3) Le systéme obtenu est diagonal. Reprenons 'exemple précédent. Il était possible d’agir comme suit :
L’algortihme du pivot de Gauss est alors terminé.

Afin d’obtenir une présentation plus agréable, on peut diviser chaque 2z + S5y — 3z + 4w = 5
ligne par le coefficient devant la variable z, y et z. Sz + 12y — Tz 4+ 20w = 12
r + 2y — 2z 4+ 3w = 2
L+ 1Ly
Z::ii T = 0 — 43w Ly Ly 55E + 139 — 32 + 2gw i 1;
(5) = y =1 + llw = v+ 12y — 7z + 20w =
s — 0 — 9w 2z + by — 3z 4+ 4w = b
(cet échange permet de considérer un pivot égal a 1)
L’ensemble des solutions de (5) est {(—43w,1+11w, —9w,w) | w € R}. L LSl T+ 2y — 22 4 3w = 2
Théoréme 4. — 29 + 3z + dHw =
Soit (S) un systéme linéaire. y + z — 2w = 1
Par application de la méthode du pivot de Gauss, on transforme (S) en un r + 2y — 2z 4+ 3w = 2

Ly <+ Lz
systéeme diagonal (tous les coefficients non diagonauz sont nuls) équivalent. = y + 2z — 2w

29 + 3z + dHw =
(cet échange permet de considérer un pivot égal a 1)

I
O

Théoréme 5.

Soit (S) un systéme linéaire a n équations et n inconnues.

Lo L; ol r + 2y — 2z + 3w =
(S) est un systéme L’algorithme du pivot de Gauss fait y + 2z — 2w = 1
de Cramer apparaitre n pivots successifs non nuls z 4+ 9w = 0
Démonstration. r + 2y — 2z = 2 — 3w
C’est n’est qu’une reformulation du Théoréme 1. O y + 2z =1+ 2w
z = — Yw
, . . . . N .
II1.3. De I’art de bien choisir les pivots a chaque étape ﬁfiif&i, v+ 2y _ ~ 9lw
IT1.3.a) Faut-il effectuer des échanges de lignes ? Yy =1 + 11w
z = - 9w
Dans I'exemple précédent, on n’a jamais effectué d’échanges de lignes. Pour
résoudre un systéme, on peut utiliser des échanges entre lignes car ces échanges PR T = — 43w
14 1 — 2l
sont des opérations élémentaires qui laissent inchangées les solutions du sys- Yy =1 + 1lw
téme considéré. 11 est & noter que ces échanges ont pour conséquence de z = — 9w

modifier les pivots choisis a4 chaque étape. Il est alors naturel de se poser la
question de l'intérét d’un tel échange de lignes.
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On remarque tout d’abord que le choix des pivots ne change globalement
pas la procédure de résolution. Par une suite d’opérations élémentaires, on
transforme le systéme initial en un systéme échelonné, puis triangulaire (&
’aide d’une variable auxiliaire) et enfin diagonal. Les deux échanges de lignes
sont deux opérations qui s’ajoutent a la liste des autres opérations. De ce
point de vue, on alourdit la procédure de résolution. La question qui se pose
est alors de savoir si chaque échange a rendu les opérations effectuées plus
simples. Ponctuellement, la réponse est plutét oui : avoir un 1 en pivot permet
de simplifier les opérations faites a l'aide de ce pivot. Mais ces nouvelles
opérations modifient le systéme et il n’est pas clair que ce nouveau systéme
soit plus simple & résoudre que le systéme obtenu sans échange de lignes.

Si on reprend l'exemple précédent, sans faire le premier échange de lignes,
on obtient le systéme :

2z + 5y — 3z + 4w = 5
-y 4+ z 4+ 20w = -1
-y - z 4+ 2w = -1

Il est alors trés simple de placer un nouveau zéro en lieu et place du coefficient
devant la variable y en 3°™¢ ligne (il suffit d’effectuer I'opération L3 « L3 —
Ls). Le sous-systéme obtenu est ici plus simple que celui qu’on obtient en
procédant au préalable & un échange de ligne.

Conclusion
Une opération d’échange de lignes a I'avantage suivant :

x elle permet de simplifier ponctuellement une étape de calcul.
Une opération d’échange de lignes a les inconvénients suivants :

x elle alourdit la procédure avec des opérations non nécessaires (les échanges
de lignes). Cela peut provoquer des erreurs de report.

x elle peut produire un systéme qui sera d’une plus grande complexité calcu-
latoire. Le choix optimal de pivot a une étape n’est pas forcément
un choix optimal pour le reste de la procédure.

On procédera donc a ces échanges de lignes avec parcimonie.

IT1.3.b) Les échanges de lignes obligatoires

Imaginons qu’on ait a résoudre le systéme suivant :

oy — 3z + 4w = 5
(S2) S5z + 12y — 7z 4+ 20w = 12
z + 2y — 2z + 3w = 2

Dans ce cas, le coefficient en z de la 1% ligne est nul. Il est alors obligatoire
d’échanger la ligne 1 avec une ligne possédant un pivot non nul. On choisit
I’échange avec la ligne 3 qui permettra d’utiliser un pivot égal a 1.

L Ly zr + 2y — 2z 4+ 3w = 2
(S2) = S5z + 12y — 7z 4+ 20w = 12
5y — 3z + 4w = 5

I11.4. Nombre maximal d’opérations élémentaires

Théoréme 6.
Soit (S) un systéme linéaire a n équations et p inconnues.

On suppose : n < p.

La résolution d’un systéme linéaire a n équations et p
inconnues demande au maximum n(n — 1) opérations
élémentaires

En particulier, la résolution d’un systéeme linéaire a 3 équations et 3 incon-
nues (ou plus) demande au maximum 6 opérations élémentaires.

A RETENIR

On verra dans le chapitre suivant que la détermination de l'inverse d’une
matrice peut se faire a l'aide de 'algorithme du pivot de Gauss.
Ce théoréme stipule que :

x l'inverse d’une matrice de .#3(R) s’obtient en 6 opérations élémentaires,

x l'inverse d’une matrice de .#4(R) s’obtient en 12 opérations élémentaires.
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Démonstration. o Casolin <p
On procéde par disjonction de cas.

nn—1 N
. x La grande étape A demande g opérations élémentaires. A I'issue
e« Casoun=p .2
******** de cette grande étape, on obtient un systéme échelonné.
x La grande étape A demande :

x La grande étape B ne demande pas d’opération élémentaire. Les va-
) riables auxiliaires sont déplacées a droite du symbole d’égalité. On ob-
n — 2 opérations pour la 2°"¢ colonne, tient alors un systéme triangulaire qui posséde toujours n équations et
_ au maximum 7 variables non auxiliaires.

n — 1 opérations pour la 1°'° colonne,

. : 1
— n— (n—1) =1 opération pour la (n — 1)*™¢ colonne. x La grande étape C' demande alors au pire nn2) opérations élémen-

n—1 nin—1 taires. D
Soit en tout : > k= (2) opérations élémentaires.
k=1

« Lagrande étape B ne demande pas d’opérations élémentaires (il s'agit de II1.5. Utilisation de fractions dans les opérations élémentaires
choisir et déplacer les variables auxiliaires & droite du symbole d’égalité). « Reprenons le systéme (S) qui nous a permis d’illustrer la méthode de ré-
« La grande étape C demande : solution. La 1% opération élémentaire effectuée (Lo < 2 Lo — 5 L1) peut

. ; étre remplacée par 'opération : Ly < Ly — 2 L.
— n — 1 opérations pour la n®" colonne, p P P 2 272

— n — 2 opérations pour la (n — 1)®™¢ colonne, 22 + By — 3z + 4w = 5
- ... (S) S5r + 12y — 7z + 20w = 12
— 1 opération pour la 2°™¢ colonne. z + 2y - 2z + Jdw = 2
n—1 n(n — Ly« Ly—3L _ —
Soit en tout : > k= g opérations élémentaires. Ly 2L, 1, 2z + ‘?y ?Z + 4w ?
k=1 2 — - iy + iz 4+ 10w = -3
Finalement, la résolution se fait donc au pire en : -y - z + 2w = -1
nn—1) nn—-1) 1 En opérant ainsi, on fait apparaitre des fractions dans le nouveau systéme.
2 * 2 =n(n—1) On augmente ainsi la difficulté calculatoire pour les opérations & venir.
opérations élémentaires. A RETENIR

Les opérations faisant intervenir des fractions sont & proscrire.
Elles augmentent artificiellement la difficulté calculatoire de la procédure
de résolution de systéme




PCSI

« Evidemment, les opérations élémentaires utilisant des fractions dans le
but de simplifier I’écriture d’une ligne peuvent étre utilisées. On aurait par
exemple pu ajouter 'opération suivante & la fin de I'étape A :

22 + by — 3z = 5 — 4w

- ¥y 4+ z = -1 — 20w

- 2z = 0 + 18w

Loc Iy 22z + 5y — 3z = 5 — 4w
-y + =z = -1 — 20w

z = 0 — 9w

I11.6. L’algorithme du pivot de Gauss ((POLY))
A. Mise sous forme échelonnée.

Pivot_Gauss_A(S) :

1) Deux cas se présentent.

« Soit la premiére colonne de (S) ne contient que des coefficients nuls.
Dans ce cas, on passe directement & ’étape A3.

« Sinon, on note = I'inconnue la plus a gauche de (5).
On choisit alors la premiére ligne L dont le coefficient a devant x
est non nul. Quitte & effectuer une permutation (L <+ Lj), on place
cette ligne en premiére position.
(le coefficient a est appelé pivot de Gauss de cette étape)

2) On annule alors les coefficients devant x pour les autres lignes.
Pour ce faire, on retire a L; suffisamment de fois la ligne L1 :

L; < L; +a; L1 (pour tout i > 2)

3) L1 et Cy (colonne 1) omis, on a ainsi créé un sous-systéme (S’) pos-
sédant une ligne et une variable (une colonne) de moins.

4) o Si (S’) ne contient plus aucune équation, on s’arréte.

« Sinon, on recommence les différentes étapes de cet algorithme sur
ce nouveau systéme (S’) en réalisant I'appel : Pivot_Gauss_A(S’).

B. Mise sous forme triangulaire.
Pivot_Gauss_B(95) :

A l'issue de cette étape A. on transfére, si besoin, les inconnues auxiliaires

dans le membre de droite.
Le systéme obtenu est sous la forme triangulaire suivante.

a],l r1 + 04)2 T R au xT; + ... + Alp Tp = b[ —  Qln+l Tp+l - ...
a2 T2 + ... 4+ a; % + ... 4+ apr, = by — a2p41 Tpyr — ...

Qg T + ..+ QG Tpn = by — Qa1 Tppl — -

np Tn = bn — Guptl Tng1 — ...

On passe alors a ’étape de résolution.

C. Mise sous forme diagonale du systéme obtenu.
Pivot_Gauss_C(S) :

1) Deux cas se présentent.

a1p Tp
@2,p Tp

Ai,p Tp

An,p Tp

« Soit la derniére colonne de (S) ne contient que des coefficients nuls.

Dans ce cas, on passe directement & ’étape C3.

« Sinon, on fixe la derniére ligne Ly du systéme.
Notons z la variable présente dans cette ligne.

2) On annule alors les coefficients devant z pour les autres lignes.
Pour ce faire, on retire & L; suffisamment de fois la ligne Ly :

L; + L;+«a; L (pour tout i < d)

3) Lg et Cy (colonne d) omis, on a ainsi créé un sous-systéme (S’) pos-

sédant une ligne et une variable (une colonne) de moins.

4) o Si (') ne contient plus aucune équation, on s’arréte.

« Sinon, on recommence les différentes étapes de cet algorithme sur
ce nouveau systéme (S’) en réalisant appel : Pivot_Gauss_C(S").

A Dissue de cette étape, tous les coefficients non diagonaux sont nuls.

On en déduit les solutions du systéme initial.
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Remarque IV. Généralités sur les matrices
« Pour programmer cet algorithme en Python, on programme tout d’abord
les fonctions Pivot_Gauss_A, Pivot_Gauss_B et Pivot_Gauss_C. Ces trois
fonctions prennent en parameétre un systéme linéaire et renvoie un systéme Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
linéaire équivalent. La fonction finale s’écrit alors : On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K (K = R
ou K = C) un tableau de nombres.

Définition

1 # Algorithme du pivot de Gauss ) ) . - i R
» def pivot_Gauss(S) : Si A est une matrice, on note a; ; le coefficient de la 7" ligne et j°™° colonne.
; E = p;vot Gauss_A(S) La matrice A s’écrit sous la forme :
4 T = p}vot_Gauss_B(E) a1 ai2 ... Qip
5 D = pivot_Gauss_B(T) az1 Gga ... agy
6 return D A=
Gp1  An2 Qn.p

Un peu de culture informatique

« Dans I'é¢tape 4) de I'algorithme Pivot_Gauss_A, on réalise un appel a I'al- « On notera aussi A = (a; ;)
gorithme Pivot_Gauss_A. On est donc en train de définir Pivot_Gauss_A ‘ . ; ' .
en fonction de lui-méme! On dit alors que l'on effectue une définition ré- ¢ On dira aussi que A est de taille (ou dimension) n X p.

cursive de la fonction Pivot_Gauss_A. « L’ensemble des matrices réelles de taille n x p est noté ., ,(K).

o La terminaison de cet algorithme est assuré par le fait que les différents o Sin = p, on dira que la matrice A est une matrice carrée.
appels se font sur des systémes possédant de moins en moins (strictement) On notera ., (K) 'ensemble des matrices carrées de taille n x n.
d’équations. On aboutit donc forcément toujours & un sous-systéme qui ne On parlera de matrice rectangle si n # p.

possede plus d’équations, ce qui correspond au cas d’arrét de l'algorithme. | {7, alément de M ,(K) est appelé matrice ligne ou vecteur ligne. Par

e On aurait aussi pu choisir une autre présentation. En effet, comme on exemple, la i°™€ ligne de A est un vecteur ligne. Il s’écrit :
effectue successivement un travail sur chacune des colonnes du systéme
linéaire, une boucle for est tout a fait envisageable pour cet algorithme. ( a1 A2 ... Gip )

« Un élément de ., 1 (K) est appelé matrice colonne ou vecteur colonne.

Par exemple, la j™° colonne de A est un vecteur colonne. Il s’écrit :

at,j
a27.7

an 7-j

10
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« La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont nuls est appelée Egalité de deux matrices
matrice nulle. Elle est notée 0_4, (k) ou tout simplement 0.

YA

Meéme si la matrice nulle est notée 0, il ne faut pas la confondre
avec le réel 0.

e« Sin = p, on appelle matrice identité et on note I, la matrice carrée
dont tous les coefficients sont nuls a 'exception des termes diagonaux qui

sont égaux a 1. Plus précisément :

o Soit A € #,(K). On dit que A est une matrice scalaire s’il existe A € K

tel que :

« Pour tout (,7) € [1,n] x [1,p], on appelle matrice élémentaire toute
matrice £; ; définie par :

10 0 ... 0

01 0
=100

e ¢

00 ... 01

A=X-1,

4™me colonne
3

0 0 000 --- 0

E;; = 0 0 0 00 0
0 0 010 0 < ™€ Jigne

0 0 0 00 0

0

0 0 0 00 0

Soient A = (aj;) 1<i<n € Mnp(K) et B=(b;;)
1<j<p
A et B sont égales si :

m E '//m,q (K) .

i <
<4q

1<
1<y

a) elles ont le méme nombre de lignes : n = m.
b) elles ont le méme nombre de colonnes : p = q.

c) elles ont les mémes coefficients : Vi € [1,n],Vj € [1,p], aij = b; ;.

V. Opérations matricielles

V.1. Somme de matrices

Définition
Soient A et B deux matrices de ., ,(K).
On appelle somme de A et B et on note A + B la matrice de ), ,(K) :

A+ B = (aij+bij)

L’opérateur de somme matricielle + est interne (dans ., ,(K)) :

— M p(K)

+ |l p(K) X My p(K)
( — A+B

A, B)

artant de deux éléments de ., ,(K), la somme associe un élément qui est
(p P ) q
lui aussi dans ), ,(K))

Exemple

< g j>+(? —94 \%>:<e2§1 —91 —115\/§>

La somme de deux matrices correspond a la somme terme & terme des co-
efficients des deux matrices. L’opérateur matriciel « + » peut-étre vu comme
une extension de 'opérateur arithmétique « + ».

11
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Méme si la notation est la méme, attention & ne pas confondre
ces deux opérateurs de somme. On ne peut sommer deux ma-
trices que si elles ont le méme nombre de lignes et le méme
nombre de colonnes.

—0— — 5—9
) - e
Propriété

Soient A, B, C' des matrices de ., ,(K). Alors :
e| A+ B=B+A
(Uopérateur + est commutatif )
| A+(B+(C)=(A+B)+C
(Uopérateur + est associatif )

| A+0=0+A=4

(0 est I’élément neutre pour l'opérateur +)

. NOtonS _A = (_ai7j) 1<i<n - AIOI'S:
1<j<p

(la matrice —A est l'opposée de la matrice A pour l'opérateur +)

A+ (—A) =(—A)+A=0

Proposition 1.
Tout matrice est combinaison linéaire de matrices élémentaires.

Démonstration.
Soit A € My ,p(K). Alors il existe (a;;) 1<i<n € K"*P tel que : A =
1<j<p
(az’,j) 1<i<n - Alnsi:
1<j<p
n p
A= | X a; B
i=1 \j=1
OJ

V.2. Produit d’une matrice par un scalaire
Définition
Soit A € M, ,(K) et X € K.
On appelle produit de A par le réel A la matrice A - A de 4, ,(K) :

L’opérateur de produit d’'une matrice par un nombre réel - est externe :

| K x Myp(K) —  Myp(K)
(X, A) = A-A

(les deux opérandes de l'opérateur - n’appartiennent pas au méme ensemble)

7. 2 0 -7\ _ 14 0 —49
e2 3 -1 ) \\7er 21 -7
Effectuer le produit d’une matrice par un réel correspond a effectuer,
pour chaque coefficient, le produit (classique) par A.

Exemple

Propriété
Soit A et B des matrices de ., ,(K) et (\, 1) € K2, Alors :

o A(u-A)=(p)-A
(pseudo associativité : quels sont les opérateurs en jeu ?)

(pseudo élément neutre)

e| M(A+B)=X-A+\B AN+p)-A=X-A+pu-B
(pseudo distributivité : quels sont les opérateurs en jeu ?)

12
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Remarque
Par la suite, on omettra souvent 'opérateur « - ».
On notera alors AA au lieu de A - A.

V.3. Produit de matrices
V.3.a) Définition
Définition

Soient A € A, ,(K) et B € M, 4(K).

On appelle produit de A et B et on note A X B la matrice C ayant les
propriétés suivantes :

1) C = Ax B € Myy(K)

p
2) Vi € [1,n],Vj € [1,4], Cij = >, ik br;
k=1

Représentation graphique du produit matriciel
Le coefficient ¢; ; de la matrice produit est obtenu en effectuant le produit
matriciel de la i®° ligne de A et la ™ colonne de B.

-1 0 1 4
2 0 0 5 | =B
8§ —4 3 7

A (1 2 =2 13 8 -5 0 _,
\A HAH BE 2 -7 12/

A Il faut faire particuliérement attention aux tailles des matrices
que ’on souhaite multiplier.

Plus précisément, on peut résumer cette situation dans un tableau.

Taille de A Taille de B Taille de A x B
n><m Exq n x q
1 x B 2 I 1 x 7
3 x B 2 B! 3 x 1
3 x H B~ 3 x 3
2 x 3 2 x 3 NON'!
4 x A A x4 4 x 4

On peut remarquer (on reviendra dessus plus tard) qu’il est toujours possible
de multiplier des matrices carrées de méme taille :

A et B dans 4, (K)

= AxBe #,K)et BxAc #,K)

13
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V.3.b) Propriétés
Propriété
Soient A € A, ,(K), B € My q(K) et C € My, (K).
Soient D € #,, ,(K), E € M, 4(K).
Soit A € K.
Alors :
1)| Ax(BxC)=(AxB)xC

(pseudo associativité : combien d’opérateurs en jeu ?)

2)| (A+D)xB=AxB+DxB

(pseudo distributivité a droite : combien d’opérateurs en jeu ?)

3)| Ax(B+E)=AxB+AxE

(pseudo distributivité a gauche : combien d’opérateurs en jeu ?)
4)| AxIL,=I,xA=A

(pseudo élément neutre)

5)| Ax(A-B)=(A-A)xB=X-(AxDB)

Propriété non vérifiées par x

e« En général,|] AxB>=Bx A

1 0 1 1
PrendreA-(1 1>etB—(1 1)

11 2 -1
Eneffet,ona.AxB:<0 0>etB><A:<2 _1)

e En général,| (A+B)2=(A+B)x (A+ B)=<A>+2-Ax B+ B?

On peut prendre les deux matrices précédentes.

En effet, on a : (A+ B)? = <i ;)etA2+2'AXB+B2: <g g)

e En général,| AXxB=0=xA=00uB=0

-3
Prendre A = 2 _14 -7 et B= 2
1L
—2
e Engénéral,| AXxB=AxC=B=C
-2 1
Prendre A = 2 _14 -7 et B = 0 |etC=| -2
e -3 ~1

Proposition 2.
Soit (i,7,k,¢) € [1,n] x [1,p]? x [1,q].
Eijx Ege = 0k Eiy
oti, pour tout (i, j) € [1,n]?, &;; est appelé symbole de Kronecker et est défini

par
1 sii=j
0ij = o,
0 sii#j

Remarque
o On remarque : V(i,5) € [1,n]?, (I.)i; = i -

« Pour tout (4,7) € [1,n] x [1,p] :

1 sik=ietl=3j
W) € ILalxlLol (Bus)yy = duxtie = { g 50> I

« Quelle est la matrice ayant pour coefficient, pour tout (i,7) € [1,n]? :
(0ii) 1<i<n ?
1

14
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V.3.c) Interprétation des opérations élémentaires a ’aide du pro- Définition

duit matriciel Soit (4,7) € [1,n]? tel que : i # j. Soit u € K.
Définition On appelle matrice de transvection, et on note 7; ;(u) la matrice suivante :
Soit i € [1,n]. Soit A € K*. j j
On appelle matrice de dilatation, et on note D;(\) la matrice suivante : ST 0 PR
i®™M¢ colonne 0 1 0
1
Lo 0 0 1 0 0 p O 0 — i
0 10 0 1 0 0
Tij(p) =
Di(A) = v 0 1
1
0 0 0
0 X O : <« ™€ ligne 0 1 0 “j
0 1 .
0
0 0 1
Proposition 3. () P | R |
Soit A € %WP(K) Soit B € %q,n(K)- PI‘OpOSitiOD 4.
Soit i € [1,n]. Soit A € K*. Soit A € My, p(K). Soit B € My, (K).
1) Effectuer Uopération élémentaire L; < X L; sur la matrice A revient o Soit (i,5) € [1,n]?* tel que : i # j. Soit p € K.
effectuer lopération : 1) Effectuer lopération élémentaire L; <= L; 4+ p L; sur la matrice A revient
Di(\) x A a effectuer l’opération :
. . . . Tij(p) x A
2) Effectuer Uopération élémentaire C; < A C; sur la matrice B revient a
effectuer l’opération : 2) Effectuer l'opération élémentaire C; < C;+u C; sur la matrice B revient
B x Di()) a effectuer l'opération :
7
B x T j(1)

15
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Définition V.3.d) Le cas particulier des matrices carrées
Soit (i,j) € [1,n]?.

(i) L’opérateur x est interne (dans ., (K))
On appelle matrice de transposition, et on note 7; ; la matrice suivante :

i j Lorsque l'on considére des matrices carrées (n = p), I’ensemble des propriétés
l 1 énoncées précédemment reste évidemment valable. On peut de plus citer une
1T 0 cer ee e e e e e e o0 particularité liée & ce cas. En effet, l'opérateur x est alors interne (dans
o M (K))
VA, B € #,(K), Ax B e ., K)
(partant de deux éléments dans A, B dans ., (K), A x B reste dans .#,(K))
0o 0 O 0 1 — i I . . P , )
Grace a cette particularité, les pseudo-caractéristiques énoncées dans les pro-
0O 1 0 0 : priétés précédentes deviennent des caractéristiques.
Tij =
Propriété
0 0 1 0 Soient A, B,C, D, E des matrices de ., (K).
1 0 --- 0 0 0 : — Soit A € K.
0 1 0 Alors :
1)| Ax(BxC)=(AxB)xC
0 (Uopérateur x est associatif)
[0 R T O ¢ B | 2)| (A+D)xB=AxB+DxB
Proposition 5. (Vopérateur x est distributif a droite par rapport a l'opérateur +)
Soit A € My p(K). Soit B € Myn(K). 3)| Ax(B+E)=AxB+AxE

Soit (i,7) € [1,n]? tel que : i # j.

1) Effectuer l'opération élémentaire L; <+ L; sur la matrice A revient a
effectuer l'opération : 4)| Axlp=I,xA=A

i X A (I, est l’élément neutre pour l’opérateur x )

Uopérateur x est distributif & gauche par rapport a l'opérateur +
D g p pp D

AxX(A-B)=(A-A)xB=X-(AxB)

2) Effectuer lopération élémentaire C; <+ C; sur la matrice B revient a 5)
effectuer opération :

B x Tij

16
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(i) Matrices triangulaires et produit
Définition
Soit A € #,(K) une matrice carrée.

On dit que la matrice A est :

. triangulaire supérieure si| Vi,j € [1,n]? (i >j = a;; =0)

« triangulaire inférieure si

Vi,je[Ln]? (i<j = a;;=0)

. diagonalesi| Vi,j € [1,n]?, (i#j = a;;=0)

Ainsi, ces matrices pourront se présenter de la maniére suivante :

Exemple
. 1 0 . . L
o Les matrices 0 — et 0 -1 sont triangulaires supérieures.
Les matrices | et -2 sont triangulaires inférieures
. 7 3 70 iangulaires inférieures.
. 2 0 . . . .
o Les matrices 0 5 et 0 5 sont diagonales / triangulaires supé-

rieures / triangulaires inférieures.

o Les matrices (

4

)«

0

40 ) ne sont ni diagonale, ni triangulaire

supérieure, ni triangulaire inférieure.

Théoréme 7.

o Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est

une matrice triangulaires supérieures (resp. inférieures).

o Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.

0 N . Ao ; 0 Ao
: " .% T T
0 ... 0 X\, X ... kA 0 ... 0 M\
Triangulaires Triangulaires Diagonales
supérieures inférieures

ol * est utilisé pour représenter des coefficients quelconques - pas forcément
le méme! - (éventuellement nul) et A\; € K est utilisé pour représenter un
coefficient diagonal (éventuellement nul).

Remarque

o Les matrices diagonales sont & la fois triangulaire supérieure et triangu-
laire inférieure (inversement, si une matrice est triangulaire supérieure et
inférieure alors elle est diagonale).

o La matrice nulle 0 est diagonale.

o Les matrices I,, et A, sont diagonales.

Démonstration.
)\1 * * 61 * N * /\151 * N *
0 X 0 B - o _ 0 Afe
s % s L% : . . %
0 An 0 0 B 0 ... 0 M
MO 0 B 0 ... 0 MBi O ... 0
* Ay : * Bo . _ *  Aof :
c 0 PR : KN .0
* ATL * * ﬂn * AR * A'Nﬂ’n
MO 0 B 0 ... 0 MBi O ... 0
0 )\2 : 0 BQ _ 0 )\252 :
D 0 S 0 : L0
0 A 0 0 B 0 . 0 b =

17
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(iii) Puissance m®™® d’une matrice carrée
Définition
Soit A € #,(K) une matrice carrée et soit m € N.
« La puissance m®™€ de A, est la matrice : A™ = A x ... x A.

m fois
« De maniére rigoureuse, les puissances de A sont définies par la relation de

récurrence : A= ],
VmeN, At = A x A™
Remarque
« Par convention : (0///”(]1%))0 = I,.

e Sim#£0,0m=0ect (I,)™ = I, et (A,)™ = ™I,

o De par les propriétés précédentes sur les matrices triangulaires, on a :

m

Aok ATV %
0 A oo oo
0 0 Mo 0 0 A
MO 0\" NP0 0
* )\2 _ * /\En

0 : 0
* *  An * x A
MO 0\" N0 0
0 A N YL

0 2 0
0 0 Mo 0 0 A7

Si A et B sont deux matrices de ., (K), le produit x n’étant pas
commutatif, il faut faire attention & I’élévation a la puissance m :

(AxB)™ = (AxB)x---x(AxB)=< A™ x B™

Théoréme 8.
Soient A et B deux matrices de #,,(K) et soit m € N.
Supposons de plus que A et B commutent : AB = BA.

Alors :

(A+B)™

m

2.

k=0

(?) AF x pm—k

A" - B" =

(A-=B) Y Ak x g1k

m—1

k=0

Démonstration.
La démonstration est la méme que pour la formule du binéme de Newton
arithmétique. Il suffit de procéder par récurrence.

V.4. Transposée d’une matrice

Définition

Soit A € My ,(K).
« On appelle transposée de A, et on note AT, la matrice de .#, ,(K) définie

par :

AT = (aj4)

1<i<n
1<j<vp

O]

« L’opération de transposition consiste a échanger les lignes et les colonnes
d’une matrice.

Exemple

(0 —1 3)T=(—

2077T 2 1
13 1) — o 3
-7 -1

0
1
3

18
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Propriété
Soient A et B deux matrices de ., ,(K) et soit A € K.
Soient C' € Ay, ,(K) et D € A, 4(K).

1)| (A+B)T =A"T 4+ BT 2)

A AT =x. AT
(linéarité de lapplication de transposition)
3)| (AHYT =4

(idempotence de 'application de transposition)

4)| (©xD)YT=DTxcT

Démonstration.

4) Notons aj ; (resp. b ;) le coefficient a la ™ ligne et 7™ colonne de AT
(resp. BT). Autrement dit : a; ;= aj;i et b ; =bj;.
Notons maintenant C' = A x B et ¢/ = BT x AT. On a alors :

P P p
e / [ P ) L — e It
Cij= > bi,k ay ;= > bri ajr = Y, aj bp; =cj; et donc C' = 'C.0O
k=1 k=1 k=1
Proposition 6.

T . M, p(K)
A >

- Mpn(K)
AT

L’application est bijective.

Démonstration.

Caractere surjectif : toute matrice M € ), ,(R) apparait comme I'image
par la fonction transposée d’une matrice de ., ,(R).

En effet, M = (MT)T et MT € 4, ,(R).

Caractére injectif : soient M et P dans .#, ,(R). Supposons : MT = PT. Si
on note m;’j les coefficients de M7 (et p;j ceux de PT) alors on a :

vie[Lal e lLal, m; = o,
1l il
My Dji

ce qui revient & dire que M = P. O

Définition
Soit A € A, (K).

« On dira que la matrice A est symétrique si elle coincide avec sa transpo-
sée, i.e. si AT = A.

e Autrement dit :

A est symétrique & Vie [1,n],Vje[l,n], aij=a;;

« On note ., (K) l'ensemble des matrices symétriques de ., (K).

Remarque

« Les seules matrices a la fois triangulaires supérieures (resp. inférieures) et
symétriques sont les matrices diagonales.

o Seules les matrices carrées peuvent étre symétriques.

A\

Si A € Mpp(K), sa transposée AT est dans ., (K). Ainsi,
l'égalite A = AT n’est possible que si n = p. Autrement dit,
les seules matrices pouvant étre symétriques sont les matrices
carrées.

Exemple

o Les matrices suivantes sont symétriques.

1 -1 2 1 0 0 1 00
-1 5 4 0 50 010
2 4 3 0 0 3 0 01
1 -1
o La matrice -1 9 n’est pas symétrique.
2 4
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Définition
Soit A € ., (K).

« On dira que la matrice A est antisymétrique si elle coincide avec 'opposé
de sa transposée, i.e. si AT = —A.

o Autrement dit :

A est symétrique & Vi€ [1,n],Vje[l,n], aij=—aj;

« On note o7,(K) I'ensemble des matrices antisymétriques de ., (K).

Remarque

« Les seules matrices a la fois triangulaires supérieures (resp. inférieures) et
symétriques sont les matrices diagonales.

o Seules les matrices carrées peuvent étre antisymétriques.

A

Si A € My p(K), sa transposée AT est dans ), (K). Ainsi,
I'égalité A = —AT n’est possible que si n = p. Autrement dit, les
seules matrices pouvant étre antisymétriques sont les matrices
carrées.

Exemple

« Les matrices suivantes sont antisymétriques.

0 -1 2 0 0 =5 0 11
1 0 4 0O o0 3 -1 01
-2 -4 0 5 =3 0 -1 -1 0
1 -1
o La matrice -1 ) n’est pas antisymétrique.
2 4

V.5. Calcul par blocs
Définition
Soit (n1,ng,p1,p2) € (N*)4. On note :
n o= ni+n et  p=pr1tp2

Soient A171 € ‘//Tbhpl (K), A271 € ‘%77»27171 (K), ALQ € %nhpz (K) et
Ao o € My p,(K).

On définit alors la matrice A € ), ,(K) par blocs en posant :
Ain Ay 2>
A= (ha A
< Az
Remarque

Az
Inversement, on peut décomposer une matrice par blocs. Par exemple, la

matrice :
1 2 3
A= [4 5 6| ec.#(R)

78 9

se décompose par blocs a 'aide des matrices :

1 2
A = <4 5>, (7 8),

Proposition 7.
Soit A € My ,(K).
On décompose la matrice A par blocs. Pour tout (i,7) € {1,2}2, il existe
(ni,pi) € (N*)2 et A;j € My, p,(K) tels queny +ng =n, p1 +p2=p et :

Ain Ay 2)
A= (A1 A
(A2,1 Az 9

AT,
AT,

Ar1 = A1p = <2> et Az =
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Proposition 8. VI. Les matrices inversibles
Soient A € My, (K) et B € M, 4(K). Définition

On décompose A et B par blocs. Pour tout (i,j) € {1,2}2, il existe (n, p;, gi) € Soit A € 4, (K)

3
)7, A . (K) et B; ; - q. (K) tel = =
(N*)", Aij € M, (K) et Bij € Myq(K) tels queni+np =n, prtp2 =p, « A est dite inversible si elle admet un inverse i.e. s'il existe B € ., (K)

Qtq=qet: :
telle que : AXB=BxA=1I,
A A B B . . . - X
A = < bt 1’2> et B = ( bt 1’2> o Si elle existe, la matrice B ainsi définie est unique.
Az1 Azp By1 Bapo o ]
Elle est appelée inverse de A et est notée A",
« On notera GL,(K) I'ensemble des matrices inversibles de ., (K).
AxB — A1 Big+A12B21 A1 Bia+ A2 Bgo
Ag1Big+ A22Bay Ag1Bio+ Ao Bao A Seules les matrices carrées peuvent étre inversibles.
Exemple Remarque
Soit n € N*. On définit la matrice A € #5,(R) de la fagon suivante : Méme si le lien entre applications et matrices n’est pas 'objet de ce cours,
il y a tout lieu de remarquer ’analogie entre la définition de l'inverse d’une
B 022 022 -+ 022 -+ 020 matrice et celle de réciproque d’une application.
O22 B 022 --- 022 -+ D22 A x B = 1I, B x A = 1I,
: : : r ¢t 0 et T T2 0
4=1, B : f o g = idp g o [ = idg
. Exemple
02,2 « La matrice identité est inversible d’inverse elle-méme : I,, x I, = I,,.
Og2 -+« -+ -+ Og9 --- B o Les matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls
sont inversibles. En effet :
oﬁ:Bz(? é).CalculerA? A 0 L...00 %l 0 ... 0 1 0 ... 0
0 X 0% _|o 1 :
O (] | S 00
0 ... 0 X\ 0 0 % 0 ... 0 1

et le produit commuté est aussi égal a la matrice identité.

« Les matrices triangulaires (supérieures et inférieures) a coefficients diago-
naux tous non nuls sont inversibles (voir plus loin).
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Théoréme 9. Théoréme 10.

Soient A, B et P des matrices inversibles de .,,(K). Soient A, B € #,(K).
Supposons que : A x B = 1,.

1) A~ est inversible. De plus :| (A™H™! = A

Alors A et B sont inversibles et inverses l'une de [’autre.

2) AT est inversible. De plus :| (AT)™! = (A™HT Démonstration.
Admis en premiére année. O

8) A x B est inversible. De plus :| (Ax B)™' = B7lx A7}

Remarque

e Soit A € #,(K). On utilise parfois le vocabulaire suivant.

4) Soit m € N. A™ est inversible. De plus :| (A™)~! = (A~H)™
x A admet une inverse a gauche si : 3By € #,(K), By A =1,.

5) P~YAP est inversible. De plus :| (P~'AP)™' = Pp~1A~'p x A admet une inverse a droite si : 3By € #,(K), A By = I,,.
« Par définition, une matrice A € .#,(K) est inversible s’il existe B € ., (K)
Démonstration. qui est a la fois inverse & gauche de A et inverse & droite de A.
1) Par définition, A x A™' = A"t x A=1,. o Le Théoréme 10 signifie que si B est I'inverse & gauche de A, alors B est
2) (A—I)T % AT — (A % A—I)T — Ig; — In I'inverse de A.
et AT (AT = (AT x A = [ = . Théoréme 11.

3) (Ax B) x (B~ x A7) = (B™! x A7) x (A x B) = I. Soit A € #,(K) et soit m € N.
4) AX .. XxXAxA I x AT =A1x ATV xAx ... xA=1,. O Soit P e GL,(K).

Propriété de simplification 1)| (P'xAxP)™ = P1xA™x P
Soient A, B, C' dans ., (R).
1) Si Ax C = B x C et C inversible, alors A = B.

2)| (PxAxP )™ = PxA™ x P!

2) SiC x A=C x B et C inversible, alors A = B. Démonstration.
3) SiA#0, B#0et Ax B=0alors A et B ne sont pas inversibles. On démontre par récurrence que les propriétés 1) et 2) sont vérifiées pour
4) Soient A € M(R), X € My1(R), B € My, (R) avec A inversible. tout m € N. L’idée derriére ’étape d’hérédité est que :
L’équation AX = B admet alors une unique solution X = A~! x B. (P 'xAx P)" = (PT'xAxP)x (P 'xAxP)™
= (P'xAxP)x (P txA™ x P)
Démonstration. = PlxAx(PxP 1Y) xAmxP
Il suffit de multiplier de part et d’autres de 1’égalité par la matrice inverse. [] = PlxAxAmxP = PlxAmtlxp
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VII. Lien entre systéme linéaire et matrices

VII.1. Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

Définition
Soit (S) un systéme linéaire de n équations a p inconnues z1, ..., xp :
a1 T + a2 x2 + + apry = by Ly
as1 1 + a2 x2 + + apxp, = bo Lo
(5) : :
an1 1 + ap2 T2 + + Anp xp = by, Ly,

« On appelle matrice associée au systéme linéaire (.5), la matrice :

« Le systéme linéaire (S) peut alors s’écrire sous la forme :

AsxX:B

est 'inconnue.

v (
x B = ( est le second membre.

X1
Lp
b1
by,

« Résoudre () c’est résoudre cette équation d’inconnue X.

Remarque
o Sin =p, la matrice Ag associée au systéme (5) est une matrice carrée.

o Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme se traduisent sur la
matrice associée au systéme.

VIIL.2. Systémes compatibles

Définition

Soit A € My, ,(K). Soit B € A,,1(K).

Le systéme AX = B, d’inconnue X € .#),1(K), est dit compatible si la

matrice B est combinaison linéaire des colonnes de A.

Exemple

N 1
o Le systéme (3 4

[\)
N————
>
Il
7N
— =

) est compatible.

o Le systéme (é (2)>X = G) n’est pas compatible.

Proposition 9.
Soit A € My p(K). Soit B € My,1(K).
On note S l’ensemble des solutions de AX = B.

On note S 'ensemble des solutions du systéme homogéne associé au pré-
cédent : AX =0 4, (x)-

On note Xg € M 1(K) une solution particuliére du systéme AX = B.
Supposons que le systeme AX = B est compatible.

S = {Xo+Y|Y €Sy}

= {Xo+Y [AY =04, )}

Démonstration.
A faire. O
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VII.3. Inverse d’une matrice par résolution de systéme
VII.3.a) Caractérisation des systémes de Cramer

Théoréme 12.
Soit (S) un systéme linéaire 4 n équations et n inconnues.

Notons B le second membre de (S).

(S) est un systéme
de Cramer

(S) admet une unique solution
quelque soit son second membre

Démonstration.

(<) Evident.

(=) Supposons que (5) est un systéme de Cramer. D’aprés la caractérisation
des systémes de Cramer, 1’algorithme du pivot de Gauss appliqué a (59) fait
apparaitre n pivots successifs non nuls. Cette procédure étant indépendante
du second membre B, on en déduit qu’elle ferait apparaitre aussi n pivots
non nuls si on 'appliquait a (S) muni d’un autre second membre. O

Théoréme 13.
Soit (S) un systéme linéaire 4 n équations et n inconnues.

Soit (Su) le systéme homogéne associé a (S).

(S) est un systéme
de Cramer

(SH) est un systéme
de Cramer

Démonstration.
On a la chaine d’équivalences suivante :

(SH) est un systéme de Cramer

(Sgr) admet une unique solution quelque soit son second membre
(S) admet une unique solution quelque soit son second membre

(S) est un systéme de Cramer 0

-~
=
-~

Remarque

Ces théorémes signifient que le caractére unique de la solution d’un systéme
carré (S) est indépendant de son second membre. Autrement dit, c’est une
caractéristique intrinséque & son premier membre : la matrice Ag.

Théoréme 14.
Soit (S) un systéme linéaire a n équations et n inconnues.
Soit Ag la matrice associée a (S) (As € A (K)).

Ag est une matrice
inversible

(S) est un systéme
de Cramer

Démonstration.

(<) Supposons Ag inversible. Résoudre le systéme (.5) c’est trouver les solu-
tions de I’équation Ag x X = B ol B est le second membre de (S). Comme
Ag est inversible, cette équation admet une unique solution X = (4g)~! x B.

(=) Supposons maintenant que (S) est de Cramer. Pour tout 7 € [[1,n] no-
tons B; € #,(K) le vecteur colonne dont tous les coefficients sont nuls
excepté le i, égal & 1. Comme (9) est de Cramer, le systéme Ag x X = B;
admet une unique solution notée U;. On obtient ainsi n égalités matricielles
différentes que ’on peut résumer comme suit.

AS X (Ul U2 Un):(Bl B2 Bn)
Autrement dit, on a exhibé une matrice U € ., (R) telle que Ag x U = I,,.
Ceci permet de conclure que Ag est inversible, d’inverse U. [
Remarque

Dans le cas ot (5) est de Cramer, 'unique solution de ce systéme est 'unique
solution de I'équation : Agx X = Y. Cette solution est donc X = (Ag) !xY.
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Théoréme 15.
Soit T € M, (K) une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure).
Soit D € M, (K) une matrice diagonale.

1) Une matrice triangulaire T Les coefficients diagonauz de
est inversible T sont tous non nuls
Une matrice diagonale D Les coefficients diagonauz de
2) ‘ )
est inversible D sont tous non nuls
Démonstration.
1) La matrice T' est inversible si et seulement si le systéme 7" x X =Y est

de Cramer. Or le systéme est de Cramer si et seulement si I’algorithme

VIIL.3.b) Application au calcul de ’inverse d’une matrice

Inverse d’une matrice par inversion d’un systéme

Considérons la matrice A = (

1
1
49

4
3

2
1 ) et montrons qu’elle est inversible.
2

D’aprés le Théoréme 14, la matrice A est inversible ssi le systéme linéaire
(S) : Ax X =Y est de Cramer. Inverser A consiste & inverser le systéme :

Pour inverser (S) (i.e. exprimer chaque z; en fonction des y;), on applique

(5)

I’algorithme du pivot de Gauss.

1 + 4z + 223 = U1
ry + 3z + T3 = Y2
421 + 932 + 223 = y3

du pivot de Gauss fait apparaitre successivement n pivots non nuls. Dans x1 + 4z + 2a3 Y1
le cas d’un systéme déja sous forme triangulaire, les pivots sont les coef- (S) <= - x2 — T3 = -y + Y
ficients diagonaux. - Taxy — 6z3 = —4uny Y3
2) Méme démonstration que ci-dessus. n T, + 4z + 23 "
& o + T3 = Y1 — Y2
z3 = 3yt — Ty2 + y3
A Il faut bien lire le Théoréme 15 : on parle de I'inversibilité d’une
matrice triangulaire. Une matrice M quelconque dont tous les o+ dm = ou + My — 2y
~ - ; . ~ < T2 = 2y + 6y — y3
coefficients diagonaux sont non nuls n’est pas forcément inver-
. x3 = 3y — Ty2 +  ys3
sible.
T = 3y — 10y + 2ys
o = -2 6ys —
Exemple T2 v+ Y2 Y3
1 -1 -1 3 = 3y — Ty +  y3
« La matrice ( 11 2 ) est inversible. T 3 —10 n
-2 =3 =2 & z | = -2 6 -1 x| v
01 1 T3 3 -7 1 Y3
o La matrice | 1 0 1 | est inversible. o X = U <« Y
1 10
Comme (S) est de Cramer, la matrice A est inversible.
111 o : 1 .
. La matrice ( Ll ) Nest pas inversible. Ainsi, la solution de (S) s’écrit A=Y Or la solution de (5) est UY'.
11 Dot : A7'Y = UY et comme ceci est vrai pour tout Y,ona:| A™1 =U
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Inverse d’une matrice par opérations sur les lignes de [, Théoréme 16.

Cette technique consiste a se détacher de I'écriture des x; et y; et d’opérer Soit A € My (K) une matrice inversible.
sur les matrices plutot que sur les systemes. 1) Par une suite d’opérations élémentaires, on peut transformer A en la

Considérons de nouveau l’exemple précédent. matrice I.
2) En effectuant ces opérations élémentaires (dans le méme ordre!) sur I,

1 4 2 T 1 0 0 Y1 K . 1
(S$): | 131 w | =010 Yo on obtient la matrice A™+.
4 9 2 I3 0 0 1 Y3

Démonstration.
Pour inverser (S) (i.e. exprimer chaque z; en fonction des y;), on applique

« Initialement, on considére le systéme (S) donné par I'équation A x X =Y.
Palgorithme du pivot de Gauss.

On peut I’écrire :

1 4 2 7 100 n AxX=1I,xY
S) < [0 -1 —1 x - 110 . . o o
(%) > 42 « Par une suite d’opérations élémentaires, on a montré qu’on modifiait ce
0 -7 —6 3 —4 0 1 Ys
systéme en :
14 2 1 1 00 Y1 I, xX=UxY
& 11 x9 = 1 -1 0 Y2
0 01 x3 3 -7 1 Y3 « En fait, en opérant par opérations élémentaires, on a transformé la matrice
A en la matrice I,,. En opérant ces mémes opérations sur la matrice I,,, on
140 “ -5 4 =2 & la transforme en la matrice U, qui n’est autre que l'inverse de A
= 010 &9 = —2 6 —1 Y2 ) .
00 1 z3 3 -7 1 ys =
100 1 3 -10 2 n
= 010 Ta = -2 6 —1 Y2
00 1 3 3 -7 1 Ys
& I3 X = U Y
Lorsque 'on souhaite utiliser cette écriture matricielle, on se débarrasse de
T Y1
I’écriture des vecteurs | zo | et | 72 |. On effectue les opérations élémen-
z3 Y3
taires sur les lignes des deux matrices (séparées par une barre verticale) :
1 4 2 1 00
1 3 1 010
4 9 2 0 01
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VIIL.3.c) Inverse d’une matrice carrée de taille 2 x 2 Théoréme 17.
. . a b . . Soit A= [ ¢ b
On considére la matrice A = c d ) Calculons son inverse via la méthode ~°* 4=\ . ;4 |
précédente. Notons D = ad — bc et supposons : 1) Siad —bec =0, la matrice A n’est pas inversible.
x D=ad—bc#0 2) Siad—bc#0, la matrice A inversible, d’inverse :
x a # 0 (dans un premier temps)
Résolvons le systéme (5): Ax X =Y. Al — L d —b
ad — be —c a
axy + bxzy =
<S){cx1 + dxzo = 1y ;
Comment retenir cette formule :
On applique alors 'algorithme du pivot de Gauss. « on échange les éléments diagonaux,
ar + bry = Y1 « on multiplie les autres par —1,
(5) < (d - bc) Ty = —¢ T « et on n’oublie pas de diviser par ad — be (obtenu par « produit en croix »).
a
) ab —c —ab Remarque
o @ - Tad—be a )T dae ™ La quantité D = ad — bc est appelé déterminant de A. On la note habi-
( d— bc) - o+ Yo tuellement det(A) ou |A|. Cette notion de déterminant est aussi définie pour
a a des matrices n x n (mais nous ne le ferons pas cette année).
a 21 — %i - %’ Yo De maniére générale :
= D . —c
L= oot Y2 A est inversible < det(A) #0
€ d Y b Y
1 = =y - =Y
“ I
T2 = D n Dy2
I o l . d —b Y1
< < €2 > n D —C a ) ( Y2 )
& X = UxY

Ainsi, la matrice A est inversible d’inverse A~ = U.

1 _
Dans le cas ot @ = 0, on opére de méme et on trouve Al = B < _Ccl 8 )
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