(par hypothése de
récurrence)

n
> |2kl + znal
k=1

n+1

= > |zl
k=1

D’ott P(n + 1).

Par principe de récurrence : Vn € N*, P(n).

Nom et prénom : PCSI
Interrogation 8
1. Donner une écriture exponentielle du nombre complexe 1 — i+/3.
Démonstration.
« Tout d’abord :
1—iV3| = 124+ (—V3)2 = VI+3 = V4 = 2
« Ensuite :
1 3 o
o3 = 2 (L rix (22 2 oot
2 2
Une écriture exponentielle de 1 — i /3 est 2e~* 3. 0
. Démontrer :
n n
Vn e N V(z1,...,2,) € C", | D0 2| < DO |2l
k=1 k=1
Démonstration.
n n
Démontrons par récurrence : ¥n € N*, P(n) ou  P(n):VY(z1,...,2,) € C", | > < Y0 |2k
k=1 k=1
» Initialisation
Soit z1 € C.
1 1
> zk| = lal = X |l
k=1 k=1
1 1
En particulier : | Y zx| < > |zl
k=1 k=1
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
n+1 n+1
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : V(21,. .., 2n, 2nt1) € C"T 1Y 2l < X0 J21])
k=1 k=1
Soit (21, .., 2n, Zny1) € CPFL
n+1 n
Yooz = |2 &kt 2
k=1 k=1
n
< Y0 zk| F |2ntal (par inégalité triangulaire)
k=1



n

3. Soit z € R. Soit n € N. Calculer T,, = > sin(kx).

k=0
Démonstration.
« Tout d’abord :
T, = i sin(kx) = i Im (eikx) = Im(i eik‘r) (par linéarité de Im)
k=0 k=0 k=0

n .
« On note alors : S, = > e On remarque :
k=0

Deux cas se présentent :

x si x =0 [27], alors : € = 1. D’ot :

k=0
Ainsi : T,, = Im (S,,) = 0.
x six # 0 [27], alors : e # 1. D’ou :
1 —ei(ntha
5, = —¢
1—ew
i MSte i) 3 Li(nt1)
= —— X — —
ez e 'z —e'2
- 1sin((n+1)7%
= e'm2 x =2 (( )5) (par formule d’Euler)
=27 sin (g)
sin ((n+1) %) inE
sin (g)
sin((n+1)%
Ainsi, puisque M € R, par linéarité de Im :
sin ()

T, = Im(Sy,) = Im (sin ((n+1)3) xei”g> = —sin((n+1) 3) Im (em%>

sin (3) sin (3)
0 si x =0 [27]
Finalement : T}, = sin ((n +1) %)

n(n%) si x # 0 [27]

sin (g)




4. Soit x € R. Linéariser sin*(z).

Démonstration.
On calcule :

sin(x)
= sin(:n))4

1T A—IT 4
= (e.e> (par formule d’Euler)

1 . . . . . . . . o
— ? ((ezm)4 44 (ezm)3 (_e—m) +6 (ezx)Q (_e—zm)Q 4 4t (_e—z:p)?; + (_e—zm)4) (pa"’n fOTmUZe du binéme

de Newton)
1 ) o . .
= ? (64“7 _ 462” 16— 4672“: + e—4m)
1 7
= w (2 cos(4x) — 4 x 2 cos(2x) + 6) (par formule d’Euler)
1
= 3 (cos(4z) — 4 cos(2z) + 3)

sin(z) = 2—15 (cos(4z) — 4 cos(2z) + 3)




