Nom et prénom : PCSI
Interrogation 30
1. Enoncer :
a) l'inégalité de Markov.
Démonstration.
Soit X une v.a.r. . Supposons : X (Q2) C Ry.
Va>0, P({X>a}) < E(X)
9 = X a D
b) l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Démonstration.
Soit X une v.a.r. admettant une variance fini.
V(X
Ve>0, P({|X-EX)|>¢c}) < 22) 0
: 1 1
2. Soient X ~ B (4, 2) et Y ~ B (6, 3> telles que Cov(X,Y) = —1.
Déterminer V(X —Y).
Démonstration.
La v.a.r. X — Y est finie. Elle admet donc une variance finie.
On calcule :
VX -Y) = V(X)+2Cov(X,-Y)+ V()
= V(X)—-2Cov(X,Y)+V(Y) (par linéarité o droite de la covariance)
= V(X)+2+V(Y) (d’aprés 'énoncé)
1 1 1
= 4x —|-2—|—6><§ (car:XNB<4,2> etY~B<6 >}
= 6

V(X -Y)=6

3. Soient X et Y deux variables aléatoires. Compléter les assertions suivantes par <, = ou <.

E(XY)=E(X)E(Y) < X estindépendante de Y
Cov(X,Y)=0 < X est indépendante de Y



4. Soit p € ]0,1[. On effectue une infinité de lancers mutuellement indépendants d’une piéce dont la
probabilité de tomber sur Pile est p.
On appelle chaine une succession de Pile, ou une succession de Face. On note X la longueur de la
premiére chaine obtenue et Y la longueur de la deuxiéme chaine obtenue. Par exemple, si on obtient
la réalisation suivante :

w = (Pile, Pile, Pile, Face, Pile, Pile, Face, Face, ---)
Alors : X(w) =3 et Y(w) = 1.
a) Déterminer la loi du couple (X,Y). En particulier, démontrer :
Vi, 5) € (N)°, P({X=an{Y=4}) = A-p)*'p +p* (1 -py

Démonstration.

« Tout d’abord : X(Q2) C N* et Y(Q2) C N* car des longueurs de chaines sont des entiers non
nuls.

« Pour tout k € N*, on note :

P, : «obtenir pile au k™ lancer »

F, : «obtenir face au k°™ lancer »
o Soit (4,7) € (N*)2 On remarque alors :
L’événement {X =i} N{Y = j} est réalisé

& (on obtient Face au 1°" lancer

ET on obtient Face au 2¢™€ lancer

ET on obtient Face au i®™¢ lancer

ET on obtient Pile au (i + 1)*™ lancer

ET on obtient Pile au i + j°™° lancer
ET on obtient Face au (i + j + 1)®™° lancer)
ou (on obtient Pile au 1°" lancer

ET on obtient Pile au 2°™¢ lancer

ET on obtient Pile au i®™€ lancer

ET on obtient Face au (i 4+ 1)°™¢ lancer

ET on obtient Face au i + j®™° lancer

ET on obtient Pile au (i + j + 1)*™ lancer)



On obtient :

L’événement {X =i} N{Y = j} est réalisé

& (Pévénement Fy est réalisé

ET l’événement F5 est réalisé

ET 1’événement F; est réalisé

ET Dévénement P,y est réalisé)

ET D’événement P;y; est réalisé
ET Dévénement Fj ;i1 est réalisé)
QU (Pévénement P; est réalisé

ET l'événement P, est réalisé

ET l'événement P; est réalisé

ET Dévénement Fji; est réalisé

ET Dévénement I} ; est réalisé

ET Dévénement P, 1 est réalisé)

7 i+7 i i+J
& ( N Fk> N N Pe|N Fiyjp | U < N Pk> N N Fx | N P jt1 | est réalisé
k=1 k=i+1 k=1 k=i+1

On en déduit :

[ i+7 [ i+j
- = () () o () () o)

Comme les deux événements de 'union sont incompatibles, alors :

P({X=i}n{Y =j})

i i+j i i+j
=P ((ﬂ Fk’) n ( N Pk) ﬂFz‘+j+1> +P <<ﬂ Pk> N < N Fk) mPi+j+1>
k=1 k=i+1 k=1 k=i+1

- (1 em) ~ ( 11 P(Pw) <P(Fgin) + ( TP ) ( 1 P(F@) X P(Pisji1)
k=1 k=i+1 k=1 k=i+1

(car Py, ..., Piyji1 sont mutuellement indépendants)

— (klill(l p)> x <kili;[ilp> x (1—p)+ <k1i[1p> X (kilf[;(l p)) X p

Finalement : V(i,7) € (N*)2, P({X=idn{Y=4})=0—-p) " p +p*(1-p).




b) Déterminer la loi de X.

Démonstration.

« On rappelle : X () C N*.

o Soit ¢ € N*.
La famille ( {Y = j} )j cn- €St un systéme complet d’événements.
Par formule des probabilités totales :

P({X=1i}) = %:P({X:i}ﬁ{Y:j})

+oo . ) . )
= 231 ((1 — )iyl 4t (1 - p)J) (d’apres la question précédente)

]:
— (1— i1 &2 i1 & 1 p)
= (1=p™ X9 +p" X (1-p)

j=1 j=1
= (=) xp bt X (1—p) —
1—p 1—(1-p)

= (1-p)p+p'(1—-p)

Vie N, P({X=i})=1-p)ip+p (1-p)




