Nom et prénom : PCSI

Interrogation 28

1. Dans un 1°" temps, on effectue une infinité de lancers d’une piéce non équilibrée pour laquelle la
probabilité d’obtenir Pile est p € ]0,1[. On note alors X la v.a.r. correspondant au rang du 1°" Pile
obtenu. On admet que la famille ( {X =n} )n cn- forme un systéme complet d’événements.

Dans un 2% temps, si la v.a.r. X prend la valeur n, alors on effectue n lancers supplémentaires de
la méme piéce. On note alors Y le nombre de Pile obtenus lors de ces n lancers supplémentaires.

a) Démontrer : Vn € N, P({X =n} ) =p(1—p)" "

Démonstration.
« Tout d’abord : X () C N* car on peut obtenir le premier Pile & chaque lancer aprés le 1°F.
e Soit n € N*, Pour tout 7 € N*, on note :

P; : «on obtient pile au ™ lancer »
F; : «on obtient face au ¢“™¢ lancer »
On remarque :

L’événement {X = n} est réalise < le 1° pile est obtenu au n®™® lancer

& (on obtient face au 1°" lancer

ET on obtient face au 2°™€ lancer

ET on obtient face au (n — 1)*™° lancer

ET on obtient pile au n®™® lancer)

& (Pévénement F) est réalisé

ET lévénement F5 est réalisé

ET 1'événement F,,_1 est réalisé

ET [Dévénement P, est réalisé)
& Pévénement Fy N ---N F,_1 N P, est réalisé

n—1
Ainsi : {X =n} = ( N FZ> N P,. On en déduit :
i=1

P({X=n}) = P ((nrj F> ﬂPn>

(car Fy, ..., F_1, P, sont mutuellement
indépendants (car les lancers le sont))

=1
n—1

= (1— p)> X p (d’aprés 'énoncé)
i=1

= (1=p"'p

Vne N, P({X=n})=(1-p)" 'p




b) Soit n € N*. Déterminer, pour tout k € N, IP’{X:”}( {Y =k} )
Le résultat final fera apparaitre deux cas : k <n et k > n.

Démonstration.

o Sil’événement {X = n} est réalis¢, c’est qu’on a obtenu le 1¢' Pile au lancer numéro n dans la
premiére partie de 'expérience. Dans ce cas, dans la deuxiéme partie de ’expérience, on lance
n fois supplémentaires la méme piéce.

o La deuxiéme partie de I’expérience consiste donc en la succession de n épreuves de Bernoulli,
indépendantes, et de méme parameétre p (probabilité d’obtenir Pile).

o La v.a.r. Y est égale au nombre de succés de cette expérience.

n

< >pk (1—p)"* sik<n
On en conclut : Yk € N, P{X:n}( {Y =k} ) = k

0 sik>n O

¢) En déduire la loi de Y.

Démonstration.

« Tout d’abord : Y () C N. En effet, un nombre de Pile obtenu est forcément un entier.

« Soit k € N.
La famille ( {X =n} ), e+ €8t un systeéme complet d’événement.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P({Y =k})

= SR((X=npn{y =#})

= S P({X =0} ) x Py (Y =})

n=1

k— 00
- nzip( (X =n} ) xPrxany ({Y =k} ) + +kP( {X =n} ) xPrx—py ({Y = k})

i p= n e (d’apres la question
_ W+n§k P({X =n})x <k> pppk (sl
= 3030 (1-p)"'px <n> pF (1 —pnk (d’apres 1a)

n=~k k

k1 & (0 on—k—1
= p ) =P)
—k

n

Vk e N, P({Y =k} ) =p"! ;):Z (Z) (1 — p)2n—h-1




2. Déterminer la nature des séries suivantes.
(="
a) Y In (1 + 3

Démonstration.

e On remarque : lim 3
n—-+oo n

Ainsi :

o On sait alors :

In (1 + (;)n)

1
x la série ) — est une série de Riemann d’exposant 3 (3 > 1). Elle est donc convergente.
n

1
~ >0

n——+oo ’n,3

X

Par critére de comparaison par équivalence des séries & termes positifs, la série

—1)»
> ln (1 + ( 3) > est absolument convergente, et donc convergente.
n

sin(n)

b) >

n2
Démonstration.

e On remarque :

i = O (1
sinm)| = 0 _(1)
Ainsi :
sin(n) ’ sin(n)| 1
= = O —_—
n? n n—too \ M2
e On sait alors :
sin(n) 1
X ’I’L2 - n—>0+oo (7’L2>
) 1
cvnens [T g Lo
n n

1
x la série ) — est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1). Elle est donc convergente.
n

Par critére de comparaison par équivalence des séries & termes positifs, la série
sin(n)
> 5— est absolument convergente, et donc convergente.
n




