Nom et prénom : PCSI

Interrogation 27

—1)"
1. Déterminer la nature de la série ) In (1 + (\/7% >

Démonstration.

o On remarque :
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On note alors :

VneN*, w, = 1n<1+( D )<_1) +i

o Tout d’abord, la suite 1 , est :
vn

x positive,
x décroissante,

x de limite nulle.
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Par critére spécial des séries alternées, la série >

est convergente.

1
o La série Y — est une série de Riemann d’exposant 1 (1 A1).
n

1
La série Y — est donc divergente.
n

e De plus :
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x la série numérique Z — est une série de Riemann d’exposant 3 (= 5 > 1).
nz

Elle est donc convergente.
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Par critére de comparaison par domination des séries & termes positifs, la série
> wy, est absolument convergente, et donc convergente.

o On rappelle :

\ )" (-)r 1
Vn € N7, ln(1+ \/ﬁ> = —%+wn
(="

1
NG et Y wy, sont convergentes et la série >, — est divergente.
n n
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On en conclut que la série ) In <1 + ( \/7%

De plus, les séries >

> est divergente.




n

2. Déterminer la nature de la série Y n? u et calculer sa somme.

n!
Démonstration.
e Soit n € N.
no g2 -1k o ((k(k—1)+k) (—1)F
kZ::O k! a kX::(] k!
& k(-1 (-1 & k(-1
D k! = K
_ (=DF & (=DF
AT T R ]
n— k42 n—1 (_1\k+1
= Z2(1k)'+ 21(1]3' (par décalages d’indices)
k=0 : k=0 :
n—2 (_1)k n—1 (_1)k
— (_1)22( 1') _z( 1)

o On reconnait des somnes partielles d'une série exponentielle de parameétre —1, qui est convergente.

. . n? (~1)"
La série numérique — est donc convergente et :
n!
T K (-1)" 2 1 _ 1 -1 _ -1
k;oT:(_l) e —e =e —e =0
2 n 2 k
n (-1 oo k% (-1
La série numérique ) ( converge et : »_ L Gl =0.
n! k=0 k! O

. On note id ’endomorphisme identité de K3[X]. On note f I'endomorphisme de Kq[X] dont la

-2 2 0
matrice dans la base canonique B = (Py, P, P») est donné par : A= 1 -3 2 |.

-1 2 -7
a) Déterminer Ker(f + 3id).

Démonstration.
Soit P € Ko[X].

a
Alors il existe (a,b,c) € K3 tel que : U = Matg(P) = (b)

P e Ker(f +3id) = (f +3id)(P) = O, [x]
A (A + 3[3) U = 0//3’1(]1{)

Ly Ly — Ly a —+ 2b =0
L3 < Ly+ Ly
= - 2b + 2¢ = )
4b — 4c¢ =



On reprend les équivalences :

a + 2b =0
Ly« Ly+2L,

(%) — - 2b + 2¢ = 0
0 =0

a = =20

—
2¢ = 2b
On obtient :
Ker(f+3id) = {a-Po+b-Pi+c-Py|a=—-2b ET c=10b}

= {—2b'P0+b'P1+b-P2|bGR}
= {b-(—Q-P0+P1+P2)|b€R}
= VeCt(—2-P0+P1+P2)

Ker(f + 3id) = Vect (—2 -Py+ P+ Pg)

Commentaire

o Ce n’était pas demandé, mais on pouvait facilement en déduire une base de I'espace
vectoriel Vect (=2 - Py + Py + P).
En effet, la famille 7o = (=2 Py + P; + P,) est donc :

x génératrice de Ker(f + 3id), d’apres ce qui précede,
x libre, car constituée uniquement d’un vecteur, qui est non nul.
La famille 7o = (=2 Py + P1 + P,) est donc une base de Ker(f + 3id).

e On pouvait aussi procéder par lecture matricielle.
Tout d’abord :

x Despace vectoriel Ro[X] est de dimension finie,
x Dapplication f 4 3id est linéaire.
Par théoréme du rang :
dim (Ro[X]) = dim (Ker(f+3id)) + dim (Im(f+ 3id))

3 rg(f +3id) = 1g(A+31I3)
Or :
1 2 0
rg(A+313) = rg 1 0 2
-1 2 —4
nini L 2 0
= rg | [0 —2 2
0 4 -4
L3+ L3 +2Ly 1 2 0
= rg| [0 -2 2
0 0 O

(car Ly et Ly ne sont
pas colinéaires)




Commentaire \

Ainsi : dim (Ker(f +3id)) =3 -2 =1.
Deplus: 2+ Py — P, — P, € Ker(f + 3id). En effet :

2
Matgg((f +3id)(2- Py — P, — Pg)) = (A+313) (—1) = Oz1(x)
1
La famille ./—"0 = (2 . P() - P1 — Pg) :
x est libre, car elle est constituée uniquement d’un vecteur qui est non nul,
x vérifie : Card(Fp) = 1 = dim ( Ker(f + 3id)).

C’est donc une base de Ker(f + 3id).
\ E

b) Déterminer Im(f).

Démonstration.
On sait que :

x Despace vectoriel Ry[X] est de dimension finie,
x Dapplication f est linéaire.
Par caractérisation de 'image d’une application linéaire en dimension finie :
Im(f) = Vect (f(PU)a f(P1)7 f(PQ))
= Vect(—2-Py+P1— P, 2-Py—3-P1+2-P, 2-P, —7-P,) (par lecture matricielle)

Im(f) = Vect (—2-Py+ Py — P2, 2-Py—3-P1+2 P, 2- P =7 P)
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