
Nom et prénom : PCSI

Interrogation 26

1. Soit n ∈ N∗.
On dispose d'une urne contenant n jetons numérotés dans cette urne. On pioche au hasard un jeton
dans cette urne.
Si on a pioché le jeton numéro k, alors on lance k fois une pièce équilibrée.

a) Soit k ∈ J1, nK. Quelle est la probabilité de piocher le jeton numéro k ? Justi�er.

Démonstration.

On note :
Jk : � on pioche le jeton numéro k �

On est en situation d'équiprobabilité.

On en déduit : P(Jk) =
1

n
.

b) Pour tout j ∈ J1, nK, on note :

Aj : � on a obtenu le premier Pile au jème lancer �

Exprimer P(Aj) à l'aide d'événements élémentaires bien choisis.

Démonstration.

• Tout d'abord, on note, pour tout i ∈ J1, nK :

Pi : � obtenir Pile au ième lancer �

Fi : � obtenir Face au ième lancer �

• Ensuite, pour tout j ∈ J1, nK :

L'événement Aj est réalisé ⇔ on obtient face au 1er lancer

ET on obtient face au 2ème lancer

...

ET on obtient face au (j − 1)ème lancer

ET on obtient pile au jème lancer

⇔ l'événement F1 est réalisé

ET l'événement F2 est réalisé

...

ET l'événement Fj−1 est réalisé

ET l'événement Pj est réalisé

⇔ l'événement F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fj−1 ∩ Pj est réalisé

On en déduit : Aj =

(
j−1⋂
i=1

Fi

)
∩ Pj .
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c) Pour tout j ∈ J1, nK, déterminer P(Aj).

Démonstration.

Soit j ∈ J1, nK.

• La famille (Jk)k∈J1,nK forme un système complet d'événements.
Ainsi, par formule des probabilités totales :

P(Aj) =
n∑

k=1

P(Jk ∩Aj)

• Soit k ∈ J1, nK. Deux cas se présentent alors :

× si j > k, alors : Jk ∩ Aj = ∅ car le rang du premier Pile (j) ne peut pas être strictement
supérieur au nombre de lancers e�ectués (k). Ainsi :

P(Jk ∩Aj) = P(∅) = 0

× si j ⩽ k, alors :

P(Jk ∩Aj) = P(Jk)× PJk(Aj)

=
1

n
× PJk(Aj) (d'après 1.a))

=
1

n
× PJk

((
j−1⋂
i=1

Fi

)
∩ Pj

)
(d'après 1.b))

=
1

n

(
j−1∏
i=1

PJk(Fi)

)
PJk(Pj)

(car F1, . . ., Fj−1 et Pj sont

mutuellement indépendants pour PJk)

=
1

n
×

(
j−1∏
i=1

1

2

)
× 1

2
(car la pièce lancée est équilibrée)

=
1

n
× 1

2j

• On en déduit :

P(Aj) =
n∑

k=1

P(Jk ∩Aj)

=
j−1∑
k=1

P(Jk ∩Aj) +
n∑

k=j

P(Jk ∩Aj)

=
n∑

k=j

1

n 2j
(d'après ce qui précède)

=
1

n 2j
× (n− j + 1)

Finalement : ∀j ∈ J1, nK, P(Aj) =
n− j + 1

n 2j
.

2. Soient (Ω,P(Ω),P) un espace probabilisé et m ∈ N \ {0, 1}. Soit (A1, . . . , Am) une famille �nie
d'événements de A . On suppose : P(A1 ∩ · · · ∩Am−1) ̸= 0.
Énoncer la formule des probabilités composées.

Démonstration.

La formule des probabilités composées est :

P
(
A1 ∩ . . . ∩Am

)
= P(A1) PA1(A2) PA1∩A2(A3) . . . PA1∩...∩Am−1(Am).
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