
Nom et prénom : PCSI

Interrogation 25

1. Soit n ∈ J2,+∞J. On lance une pièce n fois d'a�lée, lancers numérotés, et on s'intéresse à la séquence

des côtés visibles (pile ou face).

a) Proposer un espace probabilisable permettant de modéliser l'expérience.

Démonstration.

L'univers associé à cette expérience est : Ω = {pile, face}n.

On propose alors l'espace probabilisable : (Ω,P(Ω)).

b) On appelle chaîne une succession de piles, ou une succession de faces. Par exemple, pour n = 7,
si on a obtenu la réalisation suivante :

(pile, pile, pile, pile, face, face, pile)

Alors la 1ère chaîne de cette réalisation est de longueur 4, la 2ème chaîne de longueur 2, la 3ème

chaîne de longueur 1.
Pour tout k ∈ J1, nK, on note Ak l'événement : � la 1ère chaîne est de longueur k �.

Démontrer que la famille (Ak)k∈J1,nK forme un système complet d'événements.

Démonstration.

• Démontrons que les événements A1, . . ., An sont deux à deux incompatibles.

Soit (i, j) ∈ J1, nK2. Supposons : i ̸= j.
L'événements Ai ∩ Aj est réalisé si et seulement si la première chaîne est de longueur i et de

longueur j. Or : i ̸= j. C'est donc impossible. Ainsi :

Ai ∩Aj = ∅

Les événements A1, . . ., An sont deux à deux incompatibles.

• Démontrons :
n⋃

k=1

Ak = Ω.

On procède par double inclusion.

(⊂) Comme A1, . . ., An sont des événements, alors : ∀k ∈ J1, nK, Ak ∈ P(Ω).

Ainsi :
n⋃

k=1

Ak ∈ P(Ω), i.e. :
n⋃

k=1

Ak ⊂ Ω.

(⊃) Soit ω ∈ Ω.
Comme ω est un n-uplet, la longueur de la première chaîne :

est égale à 1,

OU est égale à 2,
...

OU est égale à n.

Ainsi : (ω ∈ A1) OU (ω ∈ A2) OU · · · OU (ω ∈ An).

On en déduit : ω ∈
n⋃

k=1

Ak.

n⋃
k=1

Ak = Ω

La famille (Ak)k∈J1,nK est donc un système complet d'événements.
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c) Soit k ∈ J1, n− 1K. Décomposer l'événement Ak à l'aide d'événements élémentaires bien choisis.

Démonstration.

• Pour tout i ∈ J1, nK, on note :

Pi : � obtenir pile au ième lancer �

Fi : � obtenir face au ième lancer �

• On remarque alors :

L'événement Ak est réalisé

⇔ (on obtient face au 1er lancer

ET on obtient face au 2ème lancer

...

ET on obtient face au kème lancer

ET on obtient pile au (k + 1)ème lancer)

OU (on obtient pile au 1er lancer

ET on obtient pile au 2ème lancer

...

ET on obtient pile au kème lancer

ET on obtient face au (k + 1)ème lancer)

⇔ (l'événement F1 est réalisé

ET l'événement F2 est réalisé

...

ET l'événement Fk est réalisé

ET l'événement Pk+1 est réalisé)

OU (l'événement P1 est réalisé

ET l'événement P2 est réalisé

...

ET l'événement Pk est réalisé

ET l'événement Fk+1 est réalisé)

⇔ l'événement (F1 ∩ · · · ∩ Fk ∩ Pk+1) ∪ (P1 ∩ · · · ∩ Pk ∩ Fk+1) est réalisé

On en déduit : Ak =

((
k⋂

i=1
Fi

)
∩ Pk+1

)
∪
((

k⋂
i=1

Pi

)
∩ Fk+1

)
.
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