Nom et prénom : PCSI

Interrogation 25

1. Soit n € [2,+o0[. On lance une piéce n fois d’afilée, lancers numérotés, et on s’intéresse a la séquence
des cotés visibles (pile ou face).

a) Proposer un espace probabilisable permettant de modéliser 1’expérience.

Démonstration.
L’univers associé & cette expérience est : = {pile, face}".

On propose alors 1’espace probabilisable : (2, P(2)). 0

b) On appelle chaine une succession de piles, ou une succession de faces. Par exemple, pour n =7,
si on a obtenu la réalisation suivante :

(pile, pile, pile, pile, face, face, pile)

Alors la 1™ chaine de cette réalisation est de longueur 4, la 2¢™¢ géme
chaine de longueur 1.
Pour tout k € [1,n], on note Ay I’événement : « la 1°*® chaine est de longueur k ».

Démontrer que la famille (Ay)pepi,n) forme un systéme complet d’événements.

chaine de longueur 2, la

Démonstration.

e Démontrons que les événements A1, ..., A, sont deux & deux incompatibles.
Soit (i,7) € [1,n]?. Supposons : i # j.
L’événements A; N A; est réalisé si et seulement si la premiére chaine est de longueur ¢ et de
longueur j. Or : i # j. C’est donc impossible. Ainsi :

AiﬁAj = 9

Les événements Aq, ..., A, sont deux & deux incompatibles.

n
« Démontrons : |J Ar = Q.
k=1
On procéde par double inclusion.
(C) Comme Ay, ..., Ay, sont des événements, alors : Vk € [1,n], A € P(Q).
n n
Ainsi: | Ar € P(), ie. : |J A C
k=1 k=1
(D) Soit w € Q.
Comme w est un n-uplet, la longueur de la premiére chaine :
est égale & 1,
0U est égale & 2,

QU est égale a n.
Ainsi : (we A1) 0U (w e Ap) 0U --- 0U (w € Ay).
On en déduit : w € |J Ag.
k=1

U A=
k=1

La famille (Ay)pe[i,n] est donc un systéme complet d’événements.




¢) Soit k € [1,n — 1]. Décomposer I’événement Ay, & l'aide d’événements élémentaires bien choisis.

Démonstration.

« Pour tout i € [1,n], on note :

P; : «obtenir pile au i®™¢ lancer »

F; : «obtenir face au ™€ lancer »

o On remarque alors :

L’événement A est réalisé

& (on obtient face au 1°" lancer

ET on obtient face au 2°™€ lancer

ET on obtient face au k®™® lancer
ET on obtient pile au (k + 1)®™¢ lancer)
QU (on obtient pile au 1¢ lancer

ET on obtient pile au 2°™® lancer

ET on obtient pile au k™€ lancer

ET on obtient face au (k + 1)®™ lancer)

& (Pévénement Fy est réalisé

ET 1'événement Fy est réalisé

ET l'événement F}, est réalisé
ET Dévénement P est réalisé)
ou (I'événement P; est réalisé

ET D’événement P, est réalisé

ET 1’événement Pj est réalisé

ET lévénement Fj,q est réaliseé)

< lévénement (FyN---NF, N Pyyp) U (Pr NN Py N Fiyq) est réalisé

k k
On en déduit : Ay = <<ﬂ F1> N Pk+1> U <(ﬂ Pz-> ﬁFk+1>.
i=1 i=1 0




