Nom et prénom :

Interrogation 24

PCSI

On note f: Ko[X] — Ko[X]

P 2XP(X)- (X2-1)P/(X)
On note & = (Py, P1, P») est la base canonique de Ky[X].
1. Calculer f(Fy), f(P1) et f(Pa).

Démonstration.
o Tout d’abord : f(Pp)(X) = 2X x1—(X?—-1) x Og,(x] = 2X.

f(P)=2-P
e Ensuite : f(P)(X) = 2X xX - (X2-1)x1 = X241
f(P) =R+ P
e Enfin: f(P)(X) = 2X x X2 — (X2 —-1)x2X = 2X
f(P)=2-P

2. Montrer que f est endomorphisme de Ka[X].

Démonstration.

« Soit (A1, Ae) € K2. Soit (Q1,Q2) € (Ka[X])%.
Alors il existe (ag, a1, as, b, b1, ba) € R tel que :

Q1 = a-FPot+ar-Pr+ay- Py et Qo = byp-Qo+0b1-Q1+ba-Q2

FA- Q14 X2 Qo)
= 2X (M -Qr+ A Q)(X)+ (X2 =1) (A1 - Q1+ X2 Q2)(X)

= 2X (M- Q1+ A2 Q2)(X)+ (X2 —1) (\1- Q) + X2 - Q5)(X)

= M 2XQ1X) - (X2-1)QU(X)) + X2+ (2X Q2(X) — (X2 — 1) Q4(X))

= (M- f(P) + 22 f(P2)(X)

‘ L’application f est donc linéaire. ‘

« Démontrons que f est a valeurs dans Ky[X].
x D’apres la question précédente : VE[O, 2], f(Px) € Ka[X].
x Comme f est linéaire, alors : VP € Ky[X], f(P) € Ky[X].

Ainsi, 'application f est a valeurs dans Ka[X].

Finalement, I'application f est un endomorphisme de Ko[X].

(par linéarité de la
dérivation)

(par linéarité de
lévaluation en X )



3. Déterminer une base et la dimension de Ker(f).

Démonstration.
« Soit P € Ko[X].
Alors il existe (ag,a1,a2) € K3 tel que : P =ag- Py+ a1 - P +as - Ps.

P € Ker(f) — f(P) = Og,[x)
— 2XP(X)—-(X?-1)P(X)=0g,x]
= 2X (ap+ a1 X 4+ ap X?) — (X = 1)(a1 + 2a2 X) = O, [x]
= a1+ (2a0 + 2a2) X + a1 X? = O, [x]
ai =0
= 2ap + 2a2 = 0 (car (1, X, X?) est libre)
ai =0

agp 4+ a3 = 0
ai
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« On obtient :
Ker(f) = {ap-Poy+a1-Pi+ay- P € Ko[X] | ap=—az ET a3 =0}
= {—ay-Py+tay P|a €K}
= {ay- (—Po+ P) | ap € K}
= Vect (—Py + P»)

o La famille F = ( — Py + Pg) est :
x génératrice de Ker(f), d’aprés ce qui précéde,
x libre, car elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires.

La famille F est donc une base de Ker(f), et :
dim (Ker(f)) = Card(F) = 1

4. Déterminer la dimension de Im(f) (sans déterminer Im(f)).
Démonstration.
On sait que :
x espace vectoriel Ko[X] est de dimension finie,
x ’application f est linéaire, d’aprés 2.
Par théoréme du rang :
dim(Ko[X]) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
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On en déduit : dim (Im(f)) =3 —-1=2.




5. Déterminer une base de Im(f).

Démonstration.
o On sait que :

x Despace vectoriel Ko[X] est de dimension finie,
x Dapplication f est linéaire.
Par caractérisation de I'image d’une application linéaire en dimension finie :
Im(f) Vect (f(P0)7 f(P1)7 f(PQ))
= Vect(2- P, Po+ P>, 2-P7) (d’aprés 1.)
= Vect (Pl, Py + Pg)

o La famille G = (Pl, Py + PQ) :
x est génératrice de Im(f), d’apres ce qui précede,
x vérifie : Card(G) = 2 = dim (Im(f)).

Ainsi, (P1, Py + P») est une base de Im(f).

6. L’application f est-elle bijective?

Démonstration.
On remarque : Ker(f) # {Og,[x]}- L'application linéaire f n’est donc pas injective.

On en déduit que application f n’est pas bijective.




