Nom et prénom : PCSI

Interrogation 23

1. Soit (a,b) € R%. Supposons : a < b. Enoncer le théoréme de convergence des sommes de Riemann.

Démonstration.
Soit f une fonction continue sur le segment [a, b].
. b—a n=! b—a
Pour tout n € N*, on note : S,, = o fla+k :
n k=0 n
Le théoréme de convergence des sommes de Riemann est :

b
lim S, = / () dt

n—+oo 0
2. Démontrer que la fonction H suivante est dérivable sur |0, +oo[ et déterminée sa dérivée.
H : ]0,400[ — R
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= t
Démonstration.
¢
« Tout d’abord, la fonction f: ¢ +— % est continue sur |0, 4o00].
Elle admet donc une primitve F de classe C! sur |0, +oo|.
« Soit x € ]0,4o0].
Ig et x;;
H(z) = / —dt = [P = F(z%) — F(x)
xT
« La fonction g : z +— F(az3) est dérivable sur ]0, +00], car elle est la composée g = F o g; de :
x g1z 2 qui:
- est dérivable sur |0, +oo],
- vérifie : g1 (]0,+oo[) CJ0, +o0],
« F qui est dérivable (car de classe C!) sur ]0, +oo].
De plus, la fonction F' est dérivable sur ]0, +oo.
On en déduit que la fonction H est dérivable sur |0, +o00].
« Soit z € )0, 4o0].
H'(z) = 32 x F'(a%) — F'(2)
_ 9 3 (car F est une primitive
= 37 f(#%) — f(=) de f sur]0,+o0])
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Finalement : Vz € |1, 4+o0[, H'(z) =3 — — —.
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3. Démontrer que la suite | >, —— converge et déterminer sa limite.
k=1 n? (k3 +n3)3 )\
Démonstration.
« Soit n € N*.
2
n K 5 (n )
=1 n2 (k3 4 nd)3 k=

S|
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1 x?
- > (en notant f : v — ——)
ng=1 \7 (3 +1)3

n k2

« La fonction f est continue sur [0, 1]. La suite _
k=1 n? (k3 +n3)

) est donc convergente et :
neN*
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Finalement : lim 5> —— = _ (2§ —1).
n=+00 121 n2 (k3 4+ n3)3 2




