
Nom et prénom : PCSI

Interrogation 19

� On portera la plus grande attention à l'introduction des variables utilisées, i.e.

à la quanti�cation.

1. Donner les développements limités en 0 des fonctions suivantes à tout ordre.
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2. Énoncer le théorème des accroissements �nis.

Démonstration.

Soit (a, b) ∈ R2 véri�ant : a < b. Soit f : [a, b]→ R.

• f continue sur [a, b]

• f dérivable sur ]a, b[

 ⇒ il existe c ∈ ]a, b[ tel que f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

3. Démontrer que la fonction f suivante est dérivable en 0 :

f : R → R

x 7→


x sin(x)

2 ln(1 + x)
si x ̸= 0

0 si x = 0

Démonstration.

Soit x ∈ R∗.

τ0(f)(x) =
f(x)− f(0)
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x sin(x)
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Ainsi, la fonction τ0(f) admet une limite �nie en 0 (qui vaut 1).
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La fonction f est donc dérivable en 0 et : f ′(0) =
1

2
.
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4. Déterminer les racines carrées du complexes 1− 3 i.

Démonstration.

Soit z ∈ C. Alors il existe (x, y) ∈ R2 tel que : z = x+ iy.

• Supposons : z2 = 1− 3 i.

× D'une part : |z2| = |1− 3 i| =
√
10. Donc :

x2 + y2 = |z|2 = |z2| =
√
10 (1)

× De plus, comme z2 = 1− 3 i, alors :

1− 3 i = z2 = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + 2ixy

Par unicité de l'écriture algébrique, on en déduit :{
x2 − y2 = 1 (2)

2xy = −3 (∗)

× D'après (1) et (2), on obtient :

(S)

{
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x2 + y2 =
√
10

Or :

(S)
L2 ← L2 − L1

⇐⇒
{
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2 y2 =
√
10− 1

L1 ← 2L1 + L2

⇐⇒
{

2x2 =
√
10 + 1

2 y2 =
√
10− 1

Ainsi :

x =

√√
10 + 1

2
OU x = −

√√
10 + 1

2

y =

√√
10− 1

2
OU y = −

√√
10− 1

2

× Or, d'après (∗) : xy = −3

2
< 0. On note alors :
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On conclut :
z = z0 OU z = −z0

• Les complexes z0 et −z0 sont donc les seules solutions possibles de l'équation z2 = 1 − 3 i. Or
cette équation complexe admet exactement deux solutions.

On en déduit que l'ensemble des solutions de z2 = 1− 3 i est :

{z0,−z0}
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