Nom et prénom : PCSI

Interrogation 13

1. Soit f: R — R. Soit (a,f) € R?. Ecrire la définition (quantifiée bien str) de « la fonction f admet
£ pour limite en a ».

Démonstration.
La fonction f admet £ pour limite en a si et seulement si :

Ve >0, 3a>0, Ve eI, (Jz -zl <) = (|f(z)—{ <e)

2. Soit (u,v) € (RN)2. Donner la définitions de « les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes ».
Démonstration.
Les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes si :
x la suite (uy,) est croissante,
x la suite (v,) est décroissante,

x lim  u, —v, =0. O
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3. Déterminer un équivalent de la suite (u,) définie par : Vn € N*, u,, =

limite de cette suite.

Démonstration.

Comme lim — =0, on obtient :
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Or, deux suites équivalentes ont méme limite. On en déduit : lim wu, = —=.
n—-4o00 0

ug = 2
4. On définit la suite (u,,) par : .
Vn €N, upt1 =In(2 4+ uy)

Démontrer que la suite (u,,) est bien définie et : ¥n € N, u,, > In(2).

Démonstration.
le réel u,, est bien défini

Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou £ (n) :
up = In(2)
» Initialisation :
D’apres 'énoncé : up = 2 > In(2).
D’ou Z(0).
» Hérédité : soit n € N.
le réel uyy1 est bien défini
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e.
Upt1 = 1n(2)
« Par hypothése de récurrence, le réel u,, est bien défini et : u, > In(2).
On en déduit : 2+ uy, > 2+ In(2) > 0. Ainsi, In(2 + uy,) est bien défini, et donc up41 aussi.



e De plus :
Un, > In(2) > 0

donc 2+ uy, > 2

(par croissance de la

Qo Wm2+un) > @) pon n sur RY)

On en déduit :
Unt1 = In(2)
Doa Z(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N, Z(n).
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. Démontrer : lim <1 + > =,/e.

Démonstration.

o Tout d’abord, pour tout n € N* :

<1+21n>” — exp <n In <1+21n>>

e Comme lim — =0, alors:
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Ainsi :
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Or, deux suites équivalentes ont méme limite, ainsi :
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Par continuité de la fonction exp en 5 on en conclut :

1 1
exp <n In (1 + 271)) n_}—+>oo exp (2>
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Finalement : lim <1 - > —ed = ve.
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