Nom et prénom : PCSI

Interrogation 11

1. Soit (uy,) € RYN. Donner la définition quantifiée de « la suite (u,) est bornée ».

Démonstration.
La définition de « la suite (u,) est bornée » est : 3K € Ry, Vn € N, |u,| < K. -
2. Déterminer, si elle existe, la borne supérieure de la suite <1 — ) .
N/ nen+
Démonstration. )
Démontrons : sup (1 — ) = 1.
neN* n

Autrement dit, démontrons que 1 est le plus petit des majorants de 'ensemble A = {1 —% | n € N*}.
o Démontrons que 1 est un majorant de A.

1
Soit n € N*. On remarque : —— < 0. Donc :
n

1
1-— <1
n
Ainsi, 1 est un majorant de A.
o Démontrons qu’il n’y a pas de plus petit majorant de A que 1.
Soit € > 0.

1
On remarque : 1 — — — 1. Il existe donc ng € N tel que :
n n—+oco

Donc :
I CT DR
2 no 2
D’ou : ]
€ €
l--<1—— < 1+-=
2 ng +2

En particulier :
€ 1
l-e<1—=- << 1-——
2 no
Autrement dit, 1 — e n’est pas un majorant de A.
Comme ceci est valable pour tout € > 0, on en déduit qu’il n’y a pas de majorant de A plus petit

que 1.

1
Finalement : sup <1 — )
neN* n




uyg = 1
3. On note (uy) la suite définie par : ¢ w3 = 1

Vn €N, Upt2 = —Upy1 — Uy
Déterminer une forme explicite du terme général de la suite (uy,).

Démonstration.

« L’équation caractéristique associée a cette suite est : 22 = —x — 1.
On note alors : P(X) = X? 4+ X + 1. Et on note A le discriminant de P.

A=12-4x1x1 = -3
Le polynéme P admet donc deux racines complexes conjuguées :

—14+i+/3 B e%

T = 9

et To = T1

« On en déduit quil existe (\, ) € R? tel que :

2 2 2 2
VneN, wu, = Axl”cos<;n>+ux1”sin(;n> = )\cos<§n>+,usin(;n)

o On remarque de plus :

A = up = 1
(S) 1 V3
AT e = m =
Or:
(s) Lo 2Lo+ L A =1
<~
V3p = 3
) 2 . 2w
Finalement : Vn € N, u,, = cos (3 n)—i—ﬁsm <3 n)




