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Interrogation 11

1. Soit (un) ∈ RN. Donner la dé�nition quanti�ée de � la suite (un) est bornée �.

Démonstration.

La dé�nition de � la suite (un) est bornée � est : ∃K ∈ R+, ∀n ∈ N, |un| ⩽ K.

2. Déterminer, si elle existe, la borne supérieure de la suite

(
1− 1

n

)
n∈N∗

.

Démonstration.

Démontrons : sup
n∈N∗

(
1− 1

n

)
= 1.

Autrement dit, démontrons que 1 est le plus petit des majorants de l'ensemble A = {1− 1
n | n ∈ N∗}.

• Démontrons que 1 est un majorant de A.

Soit n ∈ N∗. On remarque : − 1

n
⩽ 0. Donc :

1− 1

n
⩽ 1

Ainsi, 1 est un majorant de A.

• Démontrons qu'il n'y a pas de plus petit majorant de A que 1.
Soit ε > 0.

On remarque : 1− 1

n
−→

n→+∞
1. Il existe donc n0 ∈ N tel que :

∣∣∣∣(1− 1

n0

)
− 1

∣∣∣∣ ⩽
ε

2

Donc :

−ε

2
⩽

(
1− 1

n0

)
− 1 ⩽

ε

2

D'où :

1− ε

2
⩽ 1− 1

n0
⩽ 1 +

ε

2

En particulier :

1− ε < 1− ε

2
⩽ 1− 1

n0

Autrement dit, 1− ε n'est pas un majorant de A.
Comme ceci est valable pour tout ε > 0, on en déduit qu'il n'y a pas de majorant de A plus petit

que 1.

Finalement : sup
n∈N∗

(
1− 1

n

)
.

1



3. On note (un) la suite dé�nie par :


u0 = 1

u1 = 1

∀n ∈ N, un+2 = −un+1 − un
Déterminer une forme explicite du terme général de la suite (un).

Démonstration.

• L'équation caractéristique associée à cette suite est : x2 = −x− 1.
On note alors : P (X) = X2 +X + 1. Et on note ∆ le discriminant de P .

∆ = 12 − 4× 1× 1 = −3

Le polynôme P admet donc deux racines complexes conjuguées :

r1 =
−1 + i

√
3

2
= e

2iπ
3 et r2 = r1

• On en déduit qu'il existe (λ, µ) ∈ R2 tel que :

∀n ∈ N, un = λ× 1n cos

(
2π

3
n

)
+ µ× 1n sin

(
2π

3
n

)
= λ cos

(
2π

3
n

)
+ µ sin

(
2π

3
n

)
• On remarque de plus :

(S)


λ = u0 = 1

−1

2
λ +

√
3

2
µ = u1 = 1

Or :

(S)
L2 ← 2L2 + L1

⇐⇒

{
λ = 1

√
3 µ = 3

Finalement : ∀n ∈ N, un = cos

(
2π

3
n

)
+
√
3 sin

(
2π

3
n

)
.

2


