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Proposition 1.
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
Soit f : [a,b] — R.

Supposons que [ est en escalier sur [a,b].

CH XVI : Intégration sur un segment

a) La fonction f est continue par morceauz sur |a,b.

I. Intégration de fonctions en escalier sur un segment b) La fonction f ne prend qu’un nombre fini de valeurs sur [a,b]. Plus pré-
cisément, pour une subdiviston de taille n + 1, elle prend au plus 2n + 1

I.1. Définition valeurs.
Définition ¢) La fonction f est bornée sur [a,b)
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
Soit f : [a,b] — R. A Les fonctions en escalier ne sont pas nécessairement continues

On dit que la fonction f est en escalier sur [a, b] 8'il existe une subdivision sur [a,b] (¢f dessins précedents).

finie a =ap < a1 <ag < --- < xy, = b de [a,b] telle que :

pour tout ¢ € [0,n — 1], la fonction f est constante sur Ja;, ;1] I.2. Ensemble des fonctions en escalier sur [a,b)
Représentations graphiques Proposition 2.
l l | S } Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
—— | | | | | X . .
} i ! o ! Les fonctions en escalier sur [a,b] forment un R-espace vectoriel.
l 3 3 3 3 l : Démonstration.
‘ ! ! Lo | On démontre que c’est un sous-espace vectoriel de F ( [a, b],R). O
| | =
[ i i N i
a aq a9 b a al as2as3 aq as b
Remarque

Si f est une fonction en escalier sur [a, b], alors il existe une subdivision mini-
male adaptée a f, c’est celle constituée de a, b et des points de discontinuité
de f. En effet, si f est en escalier, alors ses points de discontinuité sont en
nombre fini.
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I.3. Définition de I’intégrale de fonctions en escalier sur [a, b]
Définition

Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.

Soit f : [a,b] = R.

Supposons que f est en escalier sur [a, b].
On note alors a = ag < a1 < - -+ < a, = b une subdivision adaptée a f.

n—1

I(f) = > (aiy1 — ai) f(a;)

1=0

Le réel ne dépend pas de la subdivision (adap-

= /ab f(t) dt ou

tée a f) choisie.

On lappelle intégrale de f sur [a,b]. On note : I

£(t) dt

[a,b]

Démonstration.
A faire en utilisant la subdivision minimale adaptée & f.

Remarque
Le réel I(f) ne dépend pas des valeurs de f aux bornes de la subdivision.

Représentation graphique

asz p

Remarque

On peut modifier une fonction f en escalier en un nombre fini de points. Elle
reste alors en escalier.

De plus, son intégrale ne change pas.

Proposition 3.
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
1) Linéarité : pour tout couple (A, p) € R? et toutes fonctions f et g en
escalier sur |a,b] :

IA-f+p-g) = MN(f)+pl(g)

2) Positivité :

pour toute fonction f en escalier :

o elabl, f2)>0 = I(f)>0

3) Croissance :

pour toutes fonctions f et g en escalier sur [a,b] :

Vo € [a,b], f(z)<glz) = I(f)<I(g)

4) Inégalité triangulaire

: pour toute fonction f en escalier sur [a,b], alors
|f| est aussi en escalier sur [a,b] et :

11(f)| <

I(1f1)

: pour toute fonction f en escalier sur [a,b] et tout

5) Relation de Chasles

x la fonction f|(, 4 est en escalier sur [a, c],
x la fonction f|(.y est en escalier sur [c, b]

froa= [ oasf rom

De plus :

Démonstration.

A faire.
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II. Intégration des fonctions continues par morceaux Démonstration.

sur [a, 0]
I1.1. Définition
Définition
Soit a et b deux réels tels que a < b.
Soit f : [a,b] — R.
On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] si :
Il existe une subdivision ag =a < a1 < --- < ap = b telle que :
x [ est continue sur |a;, a;q1],
x [ admet une limite a droite finie en a;,

x [ admet une limite a gauche finie en a;41.

Représentation graphique.

Proposition 4.
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
Soit f : [a,b] = R.

On note alors f; le prolongement par continuité de f sur [a;, ai+1].

[ continue par morceauz sur [a,b] = f bornée sur [a,]

Supposons que f est continue par morceaux sur |a, b].

o Alors il existe une subdivision finie a = ag < a1 < --- < a, = b adaptée a
f.

« Pour tout k € [0,n — 1], la fonction f|,, 4,.,[ 8¢ prolonge en une fonction

continue sur le segment [ag, ax+1]. Elle y est donc bornée. On peut alors
noter :

Ap = inf (f) et e = sup (f)

}akvak-ﬁ-l[ ]ak,ak+1[

o On note enfin :

M = max (f(ao),...,f(an),,uo,...,,un_l)

m = min(f(ao),...,f(an),)\o,...,)\n_l)
Alors : Vz € [a,b], m < f(z) < M. ]

II.2. Approximation des fonctions continues par morceaux
par des fonctions en escalier

Théoréme 1.
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.

Toute fonction continue par morceauz sur [a,b] peut étre approchée par des
fonctions en escaliers.

Plus précisément, soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceauz sur
[a,b], alors : pour tout € > 0, il existe ¢ : [a,b] = R et ¢ : [a,b] — R telles
que :

x les fonctions ¢ et i sont en escalier,
x < f <Y,
x ¥ — @ < E.
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Lemme 1. (Théoréme de Heine)
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.
Soit f : [a,b] = R.
Supposons que la fonction f est continue sur le segment [a, b].

Alors la fonction f est uniformément continue sur [a,b]. Autrement dit :

ve>0, 3a >0, Ya,y) € [0, ((le-yl<a) = |[f@) - f@)] <<)

Démonstration. (Lemme 1)
Admis (repose sur l'utilisation du théoréme de Bolzano-Weierstrass ou celui
de Borel-Lebesgue). O

Démonstration. (Théoréme 1)
On effectue la démonstration dans le cas d’une fonction continue sur [a, b]
(on s’adapte sinon).
Soit f une fonction continue sur [a, b].
« Comme la fonction f est continue sur [a, b], alors elle y est uniformément
continue.
Soit € > 0. Il existe donc a > 0 tel que :

) € ol (Jr—yl<a = |f@) - f)] <e)

« On considére alors une subdivision réguliére de [a,b] de pas strictement
inférieur & a.

b—a

Comme lim = 0, alors il existe ng € N* tel que : Vn > ny,
n—-+oo n
b—a
< a.
" b

—a

En particulier : h = < a. On pose alors, pour tout k € [0,n — 1] :
no

b—a
ak = —|— k = a + k h
no

On considére la subdivision a = ag < a1 < --- < ap.

« Pour tout k£ € [0, n— 1], remarquons que, pour toute valeur &, € [ak, agt+1],
la fonction S suivante est une fonction en escalier sur [a, b] qui fournit une
approximation de f :

f(o)
f(&)

si z € [ag, a1]

six € [ar,a2]

f(ﬁy;—ﬂ sl & € [an—1,an)

o Il faut maintenant obtenir une sous-approximation et une sur-approximation
de f. On pose alors, pour tout k € [0,n — 1] :

(f)

inf
[ak,ar41]

et My = (f)

myg = sup

[ak,ak+1]

Comme f est continue sur le SEGMENT [ay, ak+1], elle y est bornée et atteint
ses bornes. Ainsi :

x il existe ¢i € [ag, ag+1] tel que : my = f(ck).

x il existe di € [ag, ags1] tel que : My = f(dg).

De plus : di — ¢, < ag+1 — ar < . Ainsi, comme f est uniformément
continue sur [a,b] :

My —my = f(dg) — fler) < €

« On considére alors la fonction ¢ en escalier définie sur [a, b] par :

f(eo) =mo si x € [ag, a1]

fler) =m

six € [ar,a2]
QT =

flen—1) =mp_1 six € [an—1,a,]
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On considére de plus la fonction 1 en escalier définie sur [a, b] part : I1.3. Intégrale des fonctions continues par morceaux sur un
_ segment
f(do) = My si x € [ag, a1]
Théoréme 2.

fld) =My stz € a, a] Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.

Vx>
Soit f:[a,b] = R.
fldn_1) =My_1 six€ [an_1,an] Supposons que f est continue par morceauz sur [a,b].
On note E~(f) Uensemble des fonctions en escalier sur [a,b] minorant f.
Alors : On note ET(f) lensemble des fonctions en escalier sur [a,b] majorant f.
x pour tout k € [0,n — 1], par définition de ¢ et v, pour tout =z € b b
ik ak1] Onnote enfin: 1= ={ [ ol pee (el ={[ vlvee ()

p(@) < flz) < () Alors

Ainsi : Vz € [a,b], p(x) < f(x) < (z), car ap < a1 < -+ < an est une  Pensemble I~ est :

subdivision de [a, b]. ~ non vide
x pour tout k € [0,n — 1], pour tout x € [ak, agt1] : ’

x majorée.

W) —p(x) = My—mip < € o lensemble I est :
o x non vide,
Ainsi : Vz € [a,0], P(z) — p(2) <€ carag < a1 < -+ < ap estune .o

bdivision d b].
subdivision de a, b e Onnotea =sup(I™) et B =inf(I). Alors : a = 3. Cette valeur commune

est, par définition, l'intégrale de f sur [a,b].
Démonstration.
« Démontrons que les ensembles I~ et IT sont non vides.

x Puisque f est continue par morceaux sur [a,b], alors elle est bornée. Il
existe donc (m, M) € R? tel que :

Vo € la,b], m < f(x) < M

« On en déduit que la fonction constante égale & M appartient a ET(f).
L’ensemble £7(f) est donc non vide. Ainsi I'ensemble I* est non vide.

x De méme, la fonction constante égale & m appartient a £ (f). L’en-
semble £7(f) est donc non vide. Ainsi 'ensemble I~ est non vide.
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« Démontrons que ’ensemble I~ est majorée par M (b — a). Or, par définition de «c et (3 :
Soit ¢ € E7(f). Alors : Vz € [a,b], ¢(x) < f(x) < M. En particulier :

Vz € [a,b], o(z) <M p=mf(I") < / e(t) dt et / o(t) dt < sup(I7) =8

Dou:f—a<c¢.
x De plus : 0 < 8 — a. En effet : ¢ < f < . En particulier :

b b
/a p(x) do < /a Mdz = M(b—a) Va € [a,b], o(x) < P(x)

Par croissance de l'intégrale des fonctions en escalier :

. N : .
De méme, U'ensemble I* est minorée par m (b — a). Par croissance de l'intégrale des fonctions en escalier :

o« L’ensemble I~ est : b b
/ o(z) de < / Y(x) do

x non vide,

x majorée. b

Il admet donc une borne supérieure. On la note : a. Ainsi ¥(z) dr est un majorant de I™. Or o = sup(I”). On en
o L’ensemble I est : déduit + ,

x non vide, a < / P(t) dt

x minorée. ’

Ainsi « est un minorant de I*. Or : § = inf(I™). On en déduit : o < 8.

Il admet donc une borne inférieure. On la note : 3. 0 final ¢ dé tré, pour tout ¢ > 0
e On a finalement démontré, :

o Il reste & démontrer : a = . Pour cela, on utilise le Théoréme 1.

€
Soit5>O.Onnote:5’:b7. 0 < B—a < ¢
—a

D’aprés le Théoreme 1, il existe ¢ € E7(f) et v € ET(f) telles que : Ainsi : o = .

Yp—p<e -

x Par croissance de l'intégrale des fonctions en escalier : Remarque

o La nouvelle définition de I'intégrale des fonctions continues par morceaux
/ b (b — Q)(t) di < / b o di coincide (heureusement) avec l’ancienne des fonctions en escalier.
- X
a a

« En effet, soit f une fonction en escalier sur [a, b].
Elle est donc continue par morceaux sur [a,b]. Ainsi :

b b s .y
_ (par linéarité de l'intégrale n
/a w(t) dt /a P(t) dt des fonctions en escalier) < fe 5_(f),
x fe& (f)
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On obtient alors : felr NI .Dou:

[a,0]
x =max(I") =«
[a,b]
x =min(I") =
[a,0]

Proposition 5.
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.

1) Linéarité : pour tout (\, u) € R? et toutes fonctions f et g continues par

morceaut sur [a,b] :

b b b
/ - F 4 g)(8) di = A/ £t dt+u/ o(t) dt

2) Positivité : pour toute fonction f continue par morceaux sur |a,b] :

b
Vr € la,b], f(z) >0 = /f(t)dt}O

3) Croissance : pour toutes fonctions f et g continues par morceaus sur

b
a

b
Vi€ lab), fz) <gle) = / £(t) dt < / o(t) dt

4) Inégalité triangulaire : pour toute fonction f continue par morceauxr sur

[a,b], alors |f| est aussi continue par morceaux sur [a,b] el :

/ab 0 dt‘ < /ab £ dt

5) Relation de Chasles : pour toute fonction f continue par morceauxr sur

[a,b] et tout c € |a,b|, alors :
x la fonction f|,  est continue par morceauz sur [a, c|,

x la fonction f\[cb} est conlinue par morceaux sur [c,b].

/ab Ft) dt = / £ dt+/cb £(t) dt

6) Invariance de lintégrale lorsqu’on modifie la fonction f en un nombre

De plus :

f continue sur [a, b]

b
K Vo € [a,b], f(z) =0 } = (/a f(t) dt=0 = f:()f([a,bm))

8) Valeur moyenne - Inégalité de la moyenne : pour toute fonction f continue

par morceaus sur [a,b] :

1
h—

Veelab, m<fl@) <M = m<

b
- / F(8) dt < M

1
b—a

La quantité

[a, b].

Conséquence : pour toute fonction f continue sur [a,b], si m = [inbf] (f)
a7

b
/ f(t) dt est appelée valeur moyenne de f sur
a

et M = sup (f), alors : f([a,b]) = [m, M] et :
[a,b]

f&) =

il existe alors & € [a,b] tel que :

1 /
f
b [azb}
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Démonstration.

1) Démontrons seulement que, pour toutes fonctions f et g continues par
morceaux sur [a,b] :

/ab(f+g /f dt+/ glt) dt

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b]. Alors :
f + g est continue par morceaux sur [a, b].

x Soient p; € E7(f) et p2 € E (g). Alors : 1+ p2 € E(f + g). De
plus, par linéarité de 'intégrale des fonctions en escalier :

b b b
/ (o1 +)(t) dt = / i(t) di + / pa(t) dt

b b b
/ (o1 + o2)(t) dit - / oalt) dt = / o1 (1) dt

On en déduit :

Ainsi :

b b
/ (1 + 2)(t) dt - / palt) dt < sup (I7(f))

D’ou :
b b
/ (o1 + e2)(t) dt —sup (I7(f)) < / () dt
On obtient :
b
/ (o1 4+ ¢2)(t) dt —sup (I () < sup (I"(9))
Donc :

b
/ (1 +p2)(t) dt < sup (I7(f)) +sup (I (9))

Enfin :
sup (I7(f+g)) < sup (I"(f)) +sup (I (g))
Autrement dit :

/ab(f+g /f dt+/ glt) dt

Soient 1 € E1(f) et 1o € ET(g). Alors : 1 + 1y € EX(f + g). De
plus, par linéarité de I'intégrale des fonctions en escalier :

/b(wl-i-lbz /l/Jl dt+/ ot
/ab (1 +)(2) dt—/ab U(t) dt = /ab bt dt

On en déduit :

Ainsi :

b b
/ (b1 + ) (£) it — / Golt) dt > inf (I*(f)

D’ou :

/ (4 ) (0) di— i (1(f / Ut
On obtient :

[ v @it (1) > i (7))
Donc :

b
/ (1 + o) (t) dt > inf (IT(f)) +inf (I'*(g))




PCSI

Enfin :
inf (I (f+g)) > inf (IT(f)) +inf (I7(9))
Autrement dit :

/:(f+g /f dt+/ olt) dt

Finalement:/ab (f +g)(t) dt :/a f()dt—i—/ab g(t) dt.

ITI. Primitives et intégrales de fonctions continues
sur |[a, 0]

I11.1. Une premiére proposition

Proposition 6.
Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I.
Soit xg € 1.

L’application suivante est continue sur I :

Fpb : I —- R
X
T / f(t) dt
zo
Démonstration.

Soit 1 € I. Démontrons que Fy est continue en xj.
On choisit ensuite a > 0 tel que : [z1 — aq, 21 + aq] C I (on adapte si z1 est
une borne de I).

« La fonction f est continue par morceaux sur le segment [x1 — aq, 1 + aq].
Elle y est donc bornée. On note alors : My = sup (1)

[t1—01,z1401

« Soit € > 0. Soit = € [x1 — a1,x1 + aq].

Fola) — Folzs) /f dt/ 1) z/:f(t)dt

Ainsi, par inégalité triangulaire, deux cas se présentent :
x si x1 < x, alors :

|Fo(z) — Fo(z1)| < /I |f(t)] dt < /x M dt

x si 1 > x, alors :

|Fo(z) — Fo(z1)| < / [f(1)] dt < / M dt

xT
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e On en déduit :
’Fo(l‘) — F0($1)’ < M1 |SU — ﬂ?l’

La fonction Fy est donc M;-lipschitzienne sur [x1 — a1, 21 + a1]. Elle y est
donc continue. En particulier, elle est continue en x7.

O

Exemple

1.5 1.5

—-0.5 —0.5

Courbe de f Courbe de Fp : x — / f(t) dt
0

II1.2. Théoréme fondamental
Définition
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.
e On appelle primitive de f sur [ toute fonction F : I — R qui vérifie :
a) F est dérivable sur I.
b) F' = f.
Théoréme 3.

Soit f : I — R une fonction continue sur I.

Soit F' une primitive de [ sur I.

1) | G est une primitive de f sur I = INER, Ve e I, G(x) = F(z)+ A

2) Soit c € 1. Il existe une unique primitive de f sur I s’annulant en c.
C’est la fonction x — F(x) — F(c).
Démonstration.

1) Si G est une primitive de f sur I alors, par définition, G' = f = F’.
On en déduit que : F' — G’ =0 et donc (F — G)' =0.
Ainsi, F' — (G est une fonction constante : IA € R, F -G = \.

2) Si de plus G s’annule en ¢, alors G(¢) = F(¢)+ A =0 et donc A = —F(q

Théoréme 4.

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive
sur cet intervalle.

Plus précisément, pour toute fonction f continue sur un intervalle I, pour

H

tout ¢ € 1, la fonction est une primitive de

x /j f(t) dt

f sur I. C’est méme lunique primitive de f sur I qut s’annule en c.

10
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Démonstration.
Démontrons que H est dérivable sur I et de dérivée f.
Soit xg € I.

e Pour tout x € I :

H(x) — H(zy) = / £(t) dt - / £(t) dt
: t

(par relation de

- /xo ft)d Chasles)

o Alnsi :
H(z) — H(zo) — (z — z0) f(20)
= [ rwa- [ e

_ /:1: (f(t) - f(xo)) gt (par linéarité de

. Uintégrale)
On en déduit, pour tout x # xg :

H@ =T gy = 2

Tr — X T — X0

/ ") — flao) di

e Soit € > 0. Comme la fonction f est continue en xg, il existe a > 0 tel

que :
| — 20| S = |f(z) = flwo)| <e

Supposons alors : | — 29| < a. Pour tout ¢ dans le segment d’extrémités

xo et x|t — x| < | —xo| < . Donc :

|f(t) = f(z0)] < e

On en déduit, dans le cas x > x¢ (le cas © < xg se traite de fagon similaire) :

H{(x) — H(xo)

. (o)
- [ - s df
’x - ‘TO’ 0 0

1 r (par inégalité
< —
=z — o) /xo [£(8) = [ (o) dt triangulaire)

1 x
< 7 — o) / edt (car |x — x| < @)

o
o |z — x| _
= |z — x|
Ainsi : lim Hlw) = H(zo) _ f(zo) = 0. On en déduit que H est dérivable

T—x0 T — X
en g et : H'(xg) = f(x0). La fonction H est donc une primitive de F.

« Enfin, on a évidemment : H(c) = 0. Montrons que H est 'unique primitive

de f qui s’annule en c.

On procéde par 'absurde.
Supposons qu’il existe G : I — R :
x une primitive de f sur I,

x qui s’annule en c,

x distincte de H.

D’aprés le Théoreme 3 1), il existe A € R tel que :
Veel, Glx)=H(z)+ A

En particulier : G(¢) = H(c) + A. D’ou: A = 0.
Ainsi : Vo € I, G(z) = H(x).
Absurde!

11
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ITI.3. Conséquences du théoréme fondamental dans le cas de Remarque

fonctions continues « La notion d’intégrale sur un segment est indépendante de la primitive

Proposition 7. choisie. En effet, si F' et G sont deux primitives de f, alors pour un A € R :

Soit I un intervalle de R. F=G+\
Soit f une fonction continue sur I.

ot ec I Ainsi : F(b) — F(a) = (G(b) +A) — (G(a) + ) = G(b) — G(a).

o La lettre ¢ de la définition est une variable muette.
On notera donc, sans distinction :

Ve, /w f(t) dt = F(x) = F(c) /ab () dt ou /ab f(x) dz ou /ab flu) du...

Soit F' une primitive quelconque de f sur I.

ou encore .

e Si f n’est que continue par morceaux sur I, alors la fonction F' : x +—
x

f(t) dt est continue sur I.

Vr e, F(z) = F(c)—i—/x f(t) dt

C
En fait, avec une démonstration tout a fait similaire & celle du Théoréme

Proposition 8. ’
4, on peut démontrer :
Soit I un intervalle de R. Soit c € I. ) " . . )
- e ] o s x la fonction F' est dérivable en tout point xg ot f est continue.
Soit h une fonction de classe C* sur I x la fonction F' est dérivable & droite et & gauche en tout point de I avec :

Veel, | h(z) = h(c)+/; K'(t) dt Fl(zo) = lim f(z) et Fj(zo) = lim f(z)

— +
I‘)ZEO CL’A)CEO

Retour a l’intuition Propriété

o Si f est continue et positive (et si Ay existe!), alors Ay est une primitive  Soit f: I — R une fonction continue sur un intervalle 1.
de f sur [a,b]. Ainsi, on pourra penser Uintégrale de f sur [a,b] comme

Soit (a,b) € I? et soit A € R. (on ne suppose pas ici a < b)
l'aire de la surface définie sous la courbe € entre a et b.

1) /ab()dtz() 2) /abAf(t)dt:A/abf(t)dt

3) /aaf(t)dt:() 4 /baf<t>dt=—/abf<t>dt=/ab—f<t>dt

12
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Démonstration. , . /1 tot gt — /1 1 = e_t2) gt = [_1 ot ] _ 1 <1 B 1>
Soit F' une primitive de f sur I. Par définition, / f(t) dt = F(b) — F(a). 0 0o 2 2 o 2 \e
a

1) Daus ce cas, F' = f = 0 donc la fonction F est constante et F(b) = F(a).
2) A F est une primitive de A f puisque : (A F) = AF' =\ f.
b

IIT.4. Intégrales fonctions de leurs bornes

Théoréme 5.

- . b
Ainsi, / Af@)dt=[AF ] =AF()—AF(a). Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I et c € I.
3) Dans ce cas, [ f(t) dt = F(a) — F(a) = 0. H est la primitive de f
@ b La fonction T /x f(t) dt  sur I qui s’annule en c
ponas [ f)dt = Fla)- FO) = ~(F () - - [ 1 dn . / |
b

Retour a l’intuition 1) En particulier, cette fonction H est de classe C' et de dérivée f

Si f est une fonction continue sur [a,b], la propriété 2) permet d’affirmer

H=f

que / ft) dt = —/ f(t)
e e . . 2) Side plusu:J — 1T etv:J — I sont deur fonctions dérivables sur
Par analogie avec cette propriété, on définit ’aire sous la courbe entre a et b Vintervalle J, alors les fonctions

d’une fonction continue doit étre pensée comme une aire orientée :

x cette aire est positive si f positive. Hi:oo / fdt, Hyeaes /c fdt Hizes /
x cette aire est négative si f négative. ¢ u(z) u
(et c’est lopposé de laire définie par —f, fonction positive) sont dérivables sur J.
Les dérivées de ces fonctions sont :
Exemple

Hy(x) = v'(2) f (v(x)) Hy () = —u'(2) f (u(x))

. /8 4dt=[4t] =(Ax8-4x3)=4x(8-3)=20

b 2>, 5, 113 Hyw) = v/(2) x f(0le) o/ (2) % [(u(a))
/ (2t +5t — 1) dt = [t?’—i—t—t} ==
0 3 2 o 6 Démonstration.
1 1 Soit F' une primitive de f sur I.
/ dt=[In(t+1)] =In2—-Inl=In2 x
01 t+1 , 1) Par définition, / f(t) dt = F(z) — F(c).
t 1
/ o] dt = / (1 - tl) dt=[t—1In(t+1) ](1) =1+1In2 La fonction H : z s F(x) — F(c) est dérivable sur I car F' lest.
o tF o + De plus,ona: H = F' = f.
! 1 1 1 H est donc bien une primitive d
2t t 1 0 primitive de f.
dt = | - =—(e —e)==(e—1
/0 ¢ [ 2 ¢ L 2(e ¢) 2(e ) De plus, elle s’annule en ¢ puisque H(c) = F(c¢) — F(c) = 0.

13
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v()
2) « Remarquons tout d’abord que : / f(t) dt = H(v(x)).

La fonction H o v est dérivable sur |J| car elle est la composée H o v
de :

x U
- dérivable sur | J,
- telle que : v( L) C 1.
x H, dérivable sur I .

Par la formule de dérivation d’une composée, on obtient :

Vx € J,

c u(x)
. De méme, /( NORE —/ F(1) dt = —H(u(z)).

La fonction H o u est dérivable sur J en tant que fonction composée.

(Hov)(z) = H'(v(z)) x v'(x) = f(v()) x v'(x)

Ve e J, (Hou)(z)=H'(u(z)) xu(z)= f(u(z)) x u(z)

3) Utilise la relation de Chasles (¢f plus loin).

" ‘ o)

METHODO

Etude d’une intégrale fonction de ses bornes

v(x)
Pour étudier une intégrale fonction de ces bornes G : x — / f(t) dt, ou
u(z)

f est continue (resp. de classe C') sur I, on suivra le schéma suivant.

1) On introduit une primitive F' de f : « La fonction f est continue (resp.
de classe C!) sur I, donc elle admet une primitive F' de classe C! (resp.
de classe C?) sur I. »

2) On exprime G en fonction de F' :

v(x)
Ve e J, G(x) = /

u(a:) u(x)

3) On justifie la dérivabilité de G.
La fonction G est dérivable sur J car la fonction F est de classe C' (donc
dérivable) sur I et les fonctions u et v sont dérivables sur J.

4) Enfin on dérive G grace a la formule de dérivation d’une composée :
Vo € J, G'(x) = v'(x) F'(v(z)) = (z) F'(u(z)) = v'(2) f(v(z)) =o' (z) f(u(z))

Exercice
Pour chaque entier n on définit la fonction f, par :

W € [n, +00], fu(2) :/E oV gt

Montrer que f;, est de classe C'! sur [n, +oo[ puis déterminer f/(z) pour tout
x de [n, +oo[. Donner le sens de variation de f,.

Démonstration.
Soit n € N.

« La fonction t — eV est continue sur R donc sur [n, +0o0].
o La fonction f,, est la primitive, qui s’annule en n de la fonction ¢ — eVt

On en déduit que f, est C' sur [n, +oo[ et que :

fi(z)=eY" >0

n

Va € [n, 400,

Ainsi, f, est strictement croissante sur [n, +0ool. O

14
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Exercice 1 Exemple
. . . L. 1 n
x
D}er.nc?ntrer que les fonctions suivantes sont dérivables sur R et calculer leur Pour n € N, on note J, — Montrer que J, — 0.
dérivée. 0o 1+4+a?
1‘27$ 1
1. G:x— e b dt Soit z € [0,1]. Comme : 0 < ——5 < leta" >0,ona:
2x 14+
.1’2 xn
0 - n
2. H:z— ; cos(t) dt < 1122 x

e e\ et donc, en intégrant sur le segment [0,1] (1 > 0), on obtient :
IV. Retour sur quelques propriétés de ’'intégrale sur

1 1 n 1 ik
un segment / 0der < / _Z _dr < / 2" dr =
0 0 1 + ﬁL'2 0 n —+ 1 o
IV.1. Techniques de majoration 1
ainsi 0 < In S
Théoréme 6. n+l
Soient f,qg: 1 — R continues sur un intervalle I. Par le théoréme d’encadrement, (J,,) est convergente et de limite £ = 0.

Soit (a,b) € I? tel que a < b.
Alors :

Exercice. (suite)
Pour chaque entier n on définit la fonction f,, par :

b b
f < gsurla,b = / f(t) dt </ g(t) dt

X
Va € [n, oo, fu(z) :/ eVl dt
Démonstration. n

On applique le théoréme précédent a la fonction g — f > 0. En intégrant sur ) En minorant f,(z), établir que Lm  f,(z) = +oo
’ T—+00 )

b b b
[a,b] (b= a), on a: /a (9= F)@) dt > 0et /a g(t) dt > /a ft)ydt. O ¢) En déduire que pour chaque entier naturel n, il existe un unique réel, noté
Up, €lément de [n, +oo[, tel que fp(uy) = 1.
Remarque

. - . , d) Montrer que lim wu, = 4oo.
Cette propriété signifie que Int, ;, est une application croissante. n—+00

[ < g = Int,(f) < Int,,(9)

15
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Démonstration. Théoréme 7. (Inégalité triangulaire)

b) Soit t € [n,+oco[. On a alors ¢t > n. Soit f: I — R continue sur un intervalle I.
Par croissance de la fonction racine sur RT puis par croissance de la Soit (a,b) € I? tel que a < b.
fonction exponentielle, on a : eVt > eVn,

Soit « > n. En intégrant sur le segment |[n,z| (x > n), on obtient : b b
ol { ) ‘ / f)dt| < / [£(2)] dt
a a

fn(:n):/ e\/idt>/ V' dt = (z—n)eV"

Démonstration.

b b
Comme lim (z—n)eV™ = +o0, on en déduit que hlf falz) = +00. On doit démontrer que : ' / f(t) dt ‘ < / |f(?)] dt, ce qui équivaut & :
T—+00 a a

T—>+00

¢) La fonction f, est :

b b b
 continue sur [n, o0, - / FOld < / ftydt < / ()] dt

x strictement croissante sur [n, +ool.

Elle réalise donc une bijection de [n, +oo] sur fy,([n, +oo]). Or : Considérons alorsles fonctions f+ = [fI+7f et f~ = 1= f_
2 2
fa([n, +00]) = [fa(n), lim fo(x)][ =[0,400] o Comme |f| > f et |f| = —f, les fonctions f* et f~ sont positives.

T—r+00

e Deplus, |[fl=fT+fet f=fT—f".

Revenons alors a la double inégalité. On commence par remplacer f et |f|
par leur valeur en fonction de f* et f—.

Comme 1 € [0, +o0[, I'équation f,(x) = 1 admet une unique solution,
notée uy, dans [n, +ool.
d) D’apreés la question précédente, u, = n.

Comme lim n=4oo0,ona lim wu, = 4oco0.
n—+o0o n—+oo b
a

b
- / RO+ f0) dt < / (FH(0) — £ (1) dt

b b b b
ca: - | f*(t)dtW < f*(t)dtW

i.e. : 0 < 2 ) dt

(i) L’inégalité de gauche équivaut a :

b
(i1) De méme, I'inégalité de droite équivaut & : —2/ f7(@)dt <0
a

Ces deux inégalités sont vérifiées puisque f et f~ sont positives. O
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Remarque

Les fonctions f et f~ sont appelées réciproquement partie positive et partie
négative de la fonction f. Notez que ces deux fonctions sont positives.

o [tz max(f(2),0) = { f(x) si f(z) >0

0 sinon

« [Tz —min(f(2),0) = { _fo(x) Zin{)(nx) -

Représentation graphique.

/N

Partie positive de f Partie négative de f

Valeur absolue de f

Théoréme 8.
Soit f : I — R continue sur un intervalle I.
Soit (a,b) € I? tel que a < b.

— a) max
) max f

b= min f < /f

[a,b]

Démonstration.
f est continue sur le segment [a, b]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes.

Ainsi, r[mr]l f et I[nlbl]l f existent bien. Soit ¢ € [a,b]. On a :

min < t < max
nit / f(t) e /

et donc, en intégrant sur [a,b] (b > a), on obtient :

[ o) o /f ACDE

ainsi (b—a) IIlIbI]lf < / f(t) < (b—a) n[a%:]&f O

Application

e Si f:[a,b] = R est continue et décroissante sur [a,b], on a :

r[gjbr]lf:f(b) et r[r;?b?f:f(a)

En reprenant la démonstration précédente, on obtient :

fb) < f(t) < fla)

et donc en intégrant sur [a,b] (b > a), on obtient :

/ab F)dt < /ab fydt < /ab f(a) dt

b
ainsi (b—a) f(b) < / fit)ydt < (b—a) f(a)

17



PCSI

« Ainsi, si 'on considére un segment de longueur 1, de type [k, k + 1] (avec V. Techniques de calcul des intégrales

k € N), on obtient que :
V.1. Calcul de primitives « 4 vue »

k+1
f(k+1) < / f(t) dt < f(k) Principe.

k 11 s’agit ici de calculer une intégrale en devinant une de ses primitives. Au-
trement dit, il faut étre capable de voir la fonction f & intégrer comme la

On retrouve le schéma (cas décroissant) de la démonstration du théoreme 77, > =770 © )
dérivée d’'une autre fonction.

777777777777 ()
fle+1) +-------- ¢f Chapitre VI Section 1.4
V.2. Intégration par parties
cf Chapitre VI Section 1.4
E k+1 .
) * V.3. Changement de variable
flE+1 f(k
5 L] ) V.3.a) Calculs d’intégrales par changement de variable
Théoréme 9.

Soit f: I — R continue sur un intervalle I. ¢f Chapitre VI Section I.4

Soit (a,b) € I? tel que a < b.

'/ab ft) dt' < /ab f(t)| dt < (b—a) tnax If]

Démonstration.
Combinaison des résultats du théoréme 7 et 8 sachant que = +— |f(x)| est
conitnue sur [a, b] (comme composée de fonctions continues ...). O
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V.3.b) Changement de variable et parité

Théoréme 10.

Soit f : [—a,a] = R continue sur [—a,al.

_af dt_2/ F(u

' f(t) dt =0

—a

1) Si f est paire :

2) Si f est impaire :

Démonstration.

Par la relation de Chasles, on a :
—a

f()dt _f dt+/f

1) On effectue le changement de variable | u = —t
u=—t (donct= —u)
—du=—dt et dt=-—du
et=—a => u=—(—-a)=a

On obtient ainsi :
0 0
£(t) dt = / —f(~u) du =

(la deuxiéme égalité est obtenue par parité de la fonction f)

2) A l’aide du changement de variable | w = —t |, on obtient :

f(t)

_i ] dt:/ao _f-

- /ao flu) du = —/Oa f(u) du

Représentation graphique.

AVAVE

Cas d’une fonction paire

B-O=2[]

Exemple

Cas d’une fonction impaire

Cl+[]=0

V2
z V4 — x2 dx.

Calculer I'intégrale : /

Considérons la fonction f:z — x V4 — 22

« La fonction f est définie et continue sur [—v/2,/2].
On peut donc considérer son intégrale sur le segment [—+/2,v/2].

« Démontrons que f est impaire. Soit 2 € [—v/2,v/2].

flea) = —a I[P = 2 Vi— 2 = ()

On en conclut, par le théoréme précédent, que : /

V2
V4 —x2dx=0.
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V.3.c) Changement de variable et périodicité

Théoréme 11.
Soit f : R = R continue sur R.
Soit T € R
Supposons que [ est T-périodique sur R.

Pour tout (a,b) € R? :
b b+T
[ rwae = [ s a
a a+T

a+T b+T
Dot /+ £(t) dt:/b+ £(t) dt

Démonstration.

Il suffit d’effectuer le changement de variable :| u=t—1T

VI. Méthodes de calcul approché des intégrales

VI.1. Somme de Riemann, méthode des rectangles
VI.1.a) Définition
Définition
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et soit n € N*.
Soit @ = ap < a1 < ag < --- < a, = b une subdivision finie de [a, b].

e On appelle somme de Riemann toute somme s’écrivant :

n—1

Ry = Y (apg1 —ax) f(&)

k=0

ou pour tout k € [0,n — 1], & est un élément choisi dans [ag, ag+1].

Remarque
On considére en particulier des sommes de Riemann définies sur des subdi-
.. . . b—a
visions réguliéres i.e. telles que :  Vk € [0,n — 1], axy1 —ap = .
n

« En prenant pour tout k € [0,n — 1], & = ak.

b—a 2 b—a
T, = k
" n 1;1 f<a+ n )
O + Gpt1
« En prenant pour toutke[[O,n—lﬂ,{k:#.
b—aq nl 2k+1 b—a
M p—
" n kz_:of<a+ 2 n )
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Remarque

Les sommes de Riemann dépendent des paramétres a, b et f. En toute ri-
gueur, il faudrait donc écrire Sy (a,b, f). On se permettra d’alléger cette
notation pour ne conserver que S, en précisant par ailleurs ces parametres.

VI.1.b) Méthode des rectangles

Définition
La méthode des rectangles est une méthode d’analyse numérique consistant

b
a approcher le calcul de I'intégrale / f) dt.
a
e On considére une subdivision a = aqg < a1 < ag < --- < ap, = b.

ag+1
« On approche / f(t) dt par I'aire d’un rectangle de coté [ag, ags1] et
ag
s’appuyant sur la courbe €.
b

f(t) dt par la somme de toutes les aires de rectangles
a

o Omn approche alors
ainsi définis.

b
Autrement dit, / f(t) dt est approchée par une somme de Riemann.
a

ATN TN

411N 7N

a b a b

Somme de Riemann S, Somme de Riemann T,

Découpage avec n = 25

VI.1.c) Convergence de la méthode

Théoréme 12. Cas des fonctions continues
Soit f :[a,b] = R continue sur [a,b].

o Convergence de la somme (Sy,).

« Convergence de la somme (T7,).

lim b‘“§3f<a+k

n——+o00 n k=1

b—a\
- —

« Convergence de la somme (M,,).

b—a n=l 2%k+1 b—a b
i = t) dt
R e Il LG
Démonstration.
La démonstration est tout a fait similaire a celle du Théoréme 1. O

Cas particulier

o Les exercices sur les sommes de Riemann se traitent en faisant apparaitre
le cas particulier : @ =0, b = 1. On a alors :

f(i) - /01 Ft) dt =

o Illustrons ce procédé par un énoncé classique.
n

Démontrer que la suite (Z

1 n=1
lim —
n—+oco n k=0

) est convergente et calculer sa limite.
k=1 M+
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L’énoncé du cas particulier nous invite & faire apparaitre la quantité —
n

dans la somme finie. Or on a :

k n 1 no1 1 12 1
n—l—k:n(l—i—) donc — = — =—
n kZ::I n+k k§1 nl—i—% nkZ::l 1+%
12 1 12 k 1
Ainsi : — —_— = — ) avec f:t— ——
nk;z::I 1+ & ”kzlf<n> / L+t
On en déduit que la suite de ’énoncé est convergente et que :
11 | 1
lim — == —— dt=[In(|1+¢)] =n2—1aT
notoo npZ) 1435 Jo 1+t 0

VI.1.d) Vitesse de convergence dans le cas de fonctions C! (CULTURE)

Théoréme 13.
Soit f : [a,b] — R de classe C* sur [a,b].
Notons My = sup |f'(z)].
z€[a,b]
b 2
b—
Alors on a : / f(t) dt — S| < ( 2&) M,
“ n
Démonstration.

Remarquons tout d’abord que M est bien défini. En effet, comme f est de
classe C! sur [a,b], alors f’ est continue sur [a, b]. La fonction f’ est continue
sur le SEGMENT [a, b] elle est donc bornée et atteint ses bornes, ce qui démontre
Iexistence de My = sup |f'(z)] = max |f' ()]
z€la,b] z€[a,b]
b n—1 k41
Par la relation de Chasles, on a : / f&)dt = > f(t) dt.
a k=0 ag
n—1
D’autre part, par définition, on a : S, = > (ag+1 — ax) f(ak).
k=0

k41
On remarque de plus : (ag+1 —ax) flag) = / f(ag) dt.

ag

Ainsi, on a :

/b
a
n—1

f(t) dt — Sn

I
(]

[ swyar - s e i |

k=0
n—1 Q41
- [ w0~ e d
k=0 ag
n—1 QAk+1 y g .
< Y ’ / (F(t) = far)) dt ‘ (inégalité triangulaire
k=0 ax sur les réels)

n—1 Q41 ., L . .
< / | f(t) = f(ap) | dt (inégalité triangulaire
k=0 Jay sur les intégrales)

Or, par le théoréme des accroissements finis, on a que :
| f(#) = flaw) | < Mi|t—ay|
Q41 Ak+41
Ainsi / | F() = flar) | dt < My / b= ap | dt
ag ag

Et comme ¢ > ay pour tout ¢ € [ak, agt+1], on a :

Qg1 Qg1 1 Sl
/ |t—ak|dt:/ (t—ax)dt = [(t—@k)Q]
ag ag 1 2 ay
= 5 (e —ap)’
Finalement, on obtient :
b n—1 \f
/ Py di= S, < T L (age - ar)?
a k=0
_ o=l g (b—a>2 My (b—a)?  (b—a)? Iy
= —_— = mw— 3 = 1
=0 2 n n 2n
O

22



PCSI

Remarque

« Ce théoréme est en fait valable pour toute somme de Riemann (notamment
(T,) et (M,)). La démonstration est similaire a remplacement de aj par

& prés avec :
Ap+1 Ap41
/ |t—£k|dt</ it — ayl di
ag ag

o En fait si f est de classe C? sur [a, b], on a méme un théoréme plus précis
pour (M,,) montrant que la convergence est plus rapide dans ce cas.

(b—a)’

< g sup | f7(2)]
24m? z€la,b]

[ s,

Application.
Gréace a ce théoréme, on peut calculer une approximation de l'intégrale

b
/ f(t) dt & e prés par un calcul de S,,.

(b - a)?

o Trouver un entier ng tel que : TMI < ¢
o

b— 2
11 suffit de prendre ng = [( 2;) Ml-‘

b
o Sp, est alors une approximation a € preés de / f(t) dt:
a

(b—a)?

<
= 2710

b
/ F(8) dt — S, My < e

VI.2. Méthode des trapézes

AN\

Méthode des trapéze
Somme I,, avec n = 10

Théoréme 14.
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.

Soit f une fonction de classe C* sur [a,b].

h—
a-+k a'
n

On considére alors la subdivision ag < a1 < --- < ay, de [a,b].

Soit n € N*. Pour tout k € [0,n], on pose : ap =

On pose enfin :

= P () S+ ) 5 )

/b 0 a1, < 8=

b
1
En particulier : / fydt—1,= 0O <2>
a n——+oo n
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Démonstration.
« Soit (¢, d) € [a,b]? vérifiant : ¢ < d.
On effectue une intégration par parties (IPP).

On obtient :

/Cd Ft) dt =

d
Pour calculer / (t
C

parties (IPP)

_c+d

2

= [t

2 c+d
2 2
ﬁ c+d
2 2

t+

) f'(t) dt, on effectue une intégration par

cd

2

Cd) f'(t) dt

On en déduit :

d e d
| s = 25 s+ [

Ainsi :

2

d d—c
[t =25 (1) - ) i

Or

2

< /d (t_c)2(d_t) |f//(t)‘ dt

c

d
" (t_c)(d_t>
< ——d
ML e e

/d (t—c)(t—d) ) dt‘

(par inégalité
triangulaire)

Enfin, on effectue une intégration par parties (IPP).

u(t) = t—c u(t) = 1
2
V) = d—t o) = —(th)
On obtient :
/d(t—c)(d—t)dt B I ) t—c)} +/d
_ [_w—o3r NGRS
B 6 B 6

t—e)(t—d)

/d (t—c)(t—d)

fr(t) dt

() dt
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On en déduit :

d —c —c 3
[ rwa-2 < sup (1) 4

(@ -1@)| < s =

La derniére majoration est obtenue en remarquant : (c,d) € [a, b]?.

Remarque

Le réel

¢ (f(d)— f(c)) est I'aide du trapeze défini sur le segment [c, d].

« Soit n € N*. Pour tout k € [0,n — 1], on applique le résultat du point
précédent & ¢ = ay et d = agy1 :

Gh+1 g1 — Q
[ 0 de= T () + fean)
ak
(aps1 — ag)?
< sup ()
lak,ak+1] ( ) 12
)3
[a,b]
1 _\3 (car, par définition de ay, et
< o () (220) b
12 10 p) n Af+1 © Ayl — A = )
_ (b —a)’ "
= w2 ()
Donc
G+ b—a b—a)d
/ f(t) dt - on (f(ar) + f(ak+1))‘ < (mng) ?1115) (171)
ag a,

e On en déduit :

N

N

/b
a
n—1

2.

k=0

n—1

2.

k=0

f(t> dt — In

([ 1o

[ o a- 200 () + fa)

at =2 (o) + o)

b—a ‘

)

(par relation de

Chasles)

(par inégalité
triangulaire)

(d’aprés ce qui
précéde)
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VII. Formules de Taylor

VII.1. Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 15.

Soit I un intervalle de R.

VII.2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 16.
Soit I un intervalle de R.
Soit n € N.

Soit f une fonction de classe "' sur 1.

(x — 20)"

X

‘.%' _wo‘n+1

(n+1)!

sup (/"))

[Z‘U 7x]

Si I est le segment [a, b], alors la fonction f (n+1) gt continue sur le SEGMENT

Soit n € N. .
Soit f une fonction de classe C*T1 sur I. Soit xg € 1.
Soit xg € I. Pour toutx € 1 :
Pour toutx € I : n f(k) @)
fla) - >
n ) () z plnt)(p) =0 k!
f = % @ mayis [ g
=0 k! 7 n!
Remarque
A L f(k) ($0) k , n
Le polynome T, 5,(X) = > (X — x0)" est appelé polyndome de

— k!
k=0

Taylor de f, a l'ordre n, au point xg.
C’est l'unique polyndme P de degré inférieur ou égal a n tel que :

P(zo) = f(zo)
P'(z0) = f'(z0)

P (z) = f(xo)

Démonstration.
On démontre par récurrence : Vn € N, & (n)
ot Z(n) : pour toute fonction f de classe C"*! sur I :

F®) (o)
k!

Veel, f(x) = éo

z  p(n+1)
(x—ﬂco)k+/xo fn'<t) (x —t)" dt

majoration suivante :

n f®) (@)
‘f(x)—kzo o

(x — $0)k

N

’33 _ :I:O‘n—i-l

(n+1)!

sup (|f¢+Y)
a0

Démonstration.

On utilise 'inégalité de la moyenne.

O

[a,b]. Elle y est donc bornée et atteint ses bornes. On peut alors obtenir la

26



PCSI

VII.3. Retour sur la formule de Taylor-Young

Théoréme 17.
Soit I un intervalle de R.
Soit n € N.
Soit f une fonction de classe C™ sur 1.
Soit xg € 1.
Pour toutx € 1 :

n f6) (g
fa = 3 Sl

k=0

(r—20)"+ o ((J: — a:o)")

T—x(Q

Démonstration.
On traite le cas : ¢ > xg. Le cas © < xg se traite de facon similaire.

« Par formule de Taylor avec reste intégral, pour tout x € I :

fo = 5 L) s [C I oy
n— (k) -
N kzz::) ! k(‘ : (z — 20)* + Rn(2)
o De plus :
(n) T T (p— n—1
n _ f n(‘ 0) ( . O)n _ / ((n _t)1)| (f(n)<t)—f(n)($0)) dt
e Soit € > 0.

La fonction f(™ est continue en . Il existe donc a > 0 tel que :

|zt — 20| <a = ’f(n)(a:) —f(")(aro)‘ <e

Supposons alors : [z — zg| < «a. Alors, pour tout t € [zg,z] : |t — x| <
|z — 29| < a. D’ou :

EARICT) (

n!

R, (x)

x —x)"

(n—1)!

T (p— n—1
[ eI 0 - 5 aw) o

(par inégalité

P n—1
</ '_t'l), £ () — 100 ()|

, (n triangulaire)
T |z — ¢t
< —— dt
© /IO (n—1)!
x —t n—1
~ . / et
2 (n—1)!
_ . (x — )"
n!
o Ceci permet de démontrer :
1 n fO) (o) k
- - 0
(x — )" (z) kz::() k! (z = o) a0
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VIII. Cas des fonctions & valeurs complexes VIIL.2. Propriétés
VIIL1. Intégrale d’une fonction a valeurs complexes Les propriétés suivantes restent valides pour des fonctions a valeurs dans C :
Définitio x la linéarité de l'intégrale,
nition
Soit f:1—C x la relation de Chasles,
oit f:

. x l'inégalité triangulaire,
« On dit que f est continue sur I si les fonctions Re (f) et Im (f) le sont. )
x les sommes de Riemann et donc la méthode des rectangles,
« On note C°(I,C) ou C(I,C) I'ensemble des fonctions & valeurs complexes

. x la notion de primitive,
continues sur /.

x les techniques de calculs d’intégrales,

Définition « les formules de Taylor (formule de Taylor avec reste intégral, inégalité de
Soit f : I — C une fonction continue sur 1. Taylor-Lagrange, formule de Taylor-Young)
Soit (a,b) € I

On appelle intégrale de f entre a et b le nombre complexe : { N 5 Les propriétés suivantes n’ont aucun sens pour des fonctions &

valeurs dans C (car C n’est pas muni d’'une relation d’ordre) :

b b b x W
/ () di :/ Re(f)(t)dtJri/ T (f) (£) dt
a a a « la_positivité-deFintegrale

Proposition 9.

Soit f: I — C une fonction continue sur I. Proposition 10.
Soit (a,b) € I*. Soit f: I — C une fonction continue sur I.
On déduit de la définition précédente : Soit (a,b) € I%.

Y Re(/ab o) dr) = /ab Re (/) () dt /b ) at = /bf(t)dt
2) Im(/ab (1) dt) _ /ab Im (f) (¢) dt
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