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CH XXII : Déterminants

I. Formes n-linéaires alternées

I.1. Applications n-linéaires

I.1.a) Définitions et premiers exemples

Définition
Soient Ej, ..
Soit f: E; x --- x E, — F une application.

., B, et F des K-espaces vectoriels.

« On dit que f est n-linéaire si, pour tout k € [1,n], pour tous z; € Ej,
v, T € Br_q, Trpy1 € Ek+1, co., Ty € B, fixés :

l'application fr: Ep — F est linéaire.

x = f(xla"'>$k—laxk+17"'>$n)

Autrement dit, une application f est n-linéaire si, pour tout i € [1,n],

pour tout (1, ..., %i—1,Tit1,---&n) € By X+ - X B 1 X Ejpq X+ X By :

\V/(UZ',’UZ') S EZQ, V()\, M) S KQ,

f(lila"'vxi—la)"u‘i +M'Ui,$i+1,...,$n)
= A f(@1, e T, Uiy T 1,y - -5 T)
+ ,u'f(ﬂ?l,...,l‘i_l,vi,xi+1,...,$n>

e Sin =2, on dit que f est bilinéaire.

e S5i F'=K, on dit que f est une forme n-linéaire.
Side plus B4 = FEy =--- = E, = E, on dit que f est une forme n-linéaire
sur F.

Exemples

o Le produit matriciel (A, B) — AB est bilinéaire de .#,4(R) x 4, (R)
dans ), ,(R).

o Le produit fonctionnel (f, g) + fg est bilinéaire de R® x R® dans RF.
« Pour tous R-ev E, E', E”, la composition (f,g) — f o g est bilin¢aire de

Z(E,E') x 4(E',E") dans Z(E,E").
o L’application suivante est une forme 4-linéaire :
K* — K
P
('rla xr2,x3, 1'4)

« L’application suivante est une forme n-linéaire :

—  DX1Xox3T4

c’([0,1,R) — R
1

Froeosf) / Fi(t) % - fult) d
0

o L’aire d’'un rectangle ou, plus généralement, d’'un parallélogramme formé
par deux vecteurs, est une forme bilinéaire car (par exemple) 'aire est
doublée quand on double une des deux longueurs. Attention, quand on
parle d’aire (ou de volume dans I'exemple suivant), on parle d’aire signée
ou algébrique, c’est-a-dire qu'une aire du parallélogramme formé par z;
et xo est comptée positivement si on va de x; & xo dans le sens direct, et
négativement sinon. Ci-dessous, l'aire du parallélogramme formé par x; et
x9 est comptée positivement (& gauche) et négativement (& droite).

T2 I

L2

T
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o Le volume d’un parallélépipéde ou pavé (pas forcément droit) formé par
trois vecteurs, est une forme 3-linéaire. Idem, on parle du volume signé ou
algébrique selon que les vecteurs sont dans le sens direct ou non (régle de
la main droite, du tire-bouchon, de Spiderman etc.). A gauche, un volume
positif, et & droite, un volume négatif.

L3 T3

T2 I

x1 L2

I.1.b) Conséquences immédiates

Proposition 1.
L’ensemble des applications n-linéaires de E1 X --- X E, dans F est un sous-
espace vectoriel de ['ensemble des applications de E1 X --- X E,, dans F.
Proposition 2.

Soient F, ..., Ey des K-ev.

Soit f 1 E1 X --- x B, = F une application n-linéaire.
Soit i € [1,n]. Soit (x1,...,Ti—1,Tit1,---,Tpn) € E1 X -+ X Ej.

f(a:17"‘7xi—170E¢7x’i+17‘ . '7xn> = OF

Proposition 3.
Soient F, ..., Ey des K-ev.
Soit f 1 E1 X --- x B, = F une application n-linéaire.
Soit A € K. Soit (x1,...,Ti—1,Tit1,---,Tpn) € B1 X -+ X Ep.

f(>\$177>\xn) = )‘n'f(xlw"axn)

1.2. Formes n-linéaires alternées
Définition

Soient F un K-ev.

Soit f une forme n-linéaire sur E.

On dit que f est alternée si f est nulle sur toute famille de vecteurs dont
au moins deux sont égaux.
Autrement dit :

V(z1,...,20) € E", V(i,5) € [L,n]? (i#j ET zi=1;) = f(z1,...,20) =0

On note A, (E) 'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E.

Exemple

o L’aire d’un parallélogramme formé par deux vecteurs est une forme alternée
2
sur R~

o Le volume d’un pavé formé par 3 vecteurs est une forme alternée sur R3.

« L’application ¢ suivante est une forme bilin¢aire sur E = C°([0, 1], K) mais
elle n’est pas alternée.

o : E* = K

1
(f.9) o /0 £(t) x g(t) dt

1
En effet, en choisissant f = g = idg, alors : ¢(f,g) = 3 #0.




PCSI

I.3. Propriétés immédiates des formes n-linéaires alternées 1.3.b) Ajout d’une combinaison linéaire
I.3.a) Comportement sur une famille liée Proposition 5.
Proposition 4. Soit f 1 E™ — K une forme n-linéaire alternée.

Soit f: E" — K une forme n-linéaire alternée. Soit (x1,...,xn) € E".

Soit (z1,...,zy) € E™ Soit i € [1,n]. Soit (X;)j € K* .

(X1,...,2p) lice = f(x1,...,2,) =0
oo oo f zl,...,mi—l—zl)\jxj,...,mn = flx1,...,2p)

Démonstration. I
Supposons que la famille (21, ..., zn) est lice. En d’autres termes, on ne change pas la valeur d’une forme linéaire alternée

Alors il existe (p1,. ., pn) 7 Ogn tel que : en ajoutant 4 un terme une combinaison linéaire des aulres termes.

i wi -k = 0p Démonstration.
k=1 On calcule :
Comme (1, ..., ptn) # Ogn, on suppose, sans perte de généralité : u, # 0.
Alors : flon, .oz + 3 Nz, oo zp
J#
1 n-1 n—1 (en posant : _ o
Ty = —— Zﬂkivk — Z)\kxk VkE[[ljn—l]]’)\k:—& f(xla s L, >-rn)
Hn k=1 k=1 Hn + DN X f(z,.. ., xim1, 25, Tigr, -, Tn)  (car fest n-linéaire)
J#i
Ainsi :
n—1 = flo,. o zn) + ;)\//0 (car f est alternée)
fley,...xn) =  f (:Bl,...,mnl, > )\k'l’k)
k=1
1 = f(rm)
e
= kZ_Jl Me X f(x1, ..., xp_1,2k) (car f est n-linéaire) -
n—1
= Y A x0 (car f est alternée)
k=1
=0
O]
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I.3.c) Permutation de vecteurs Remarque
Soit f une forme n-linéaire sur E. On peut méme démontrer 1'équivalence

Proposition 6. .
sulvante :

Soit f 1 E™ — K une forme n-linéaire alternée.
Soit (x1,...,zy,) € E™.
Soit (i,7) € [1,n]? vérifiant : i < j. Remarque

f alternée < f antisymétrique

@) | F@1, .y @, i ean) = —f(@1 @) Revenon§ sur la formul‘ation d1,1 po.int b). ‘
~— ~~ La fonction ¢ est en fait appelée signature (mais on sort du cadre du pro-
! ! gramme de PCSI). Détaillons sa définition sur des exemples.
On dit que f est antisymétrique. « Considérons la permutation suivante : o0 = (2 1 3).
b) Plus généralement, soit o une permutation d’éléments de [1,n]. Cette permutation consiste seulement en une interversion (celle des nombres
1et 2). Ainsi : e(0) = (-1)! = —1.
f(@oys - s Tomy) = (o) flz1,... 20) Soit f une fonction 3-linéaire alternée sur E. Soit (1,72, 73) € E3.
ot (o) = (=1)", ot r est le nombre d’échanges de deux éléments dans la f(@o(1)s Ta(2): To(z) = [f(z2,71,73)
permutation o. o
) , (car f est 3-linéaire
Démonstration. = —f(z1,22,73) alternée)
On démontre le point a) (le point b) en est une conséquence).
fl@,. @, %, Tn) « Considérons la permutation suivante : o = (2 3 1).
Cette permutation consiste en deux interversions (celles des nombres 2 et
+ f(Ila"'vxiv"'7mj7"'ax7L) . . . 2
3, puis 3 et 1). Ainsi : e(0) = (-1)* = 1.
= (f(g;l’,,,7 Tj ey Tty Ty )+ (T, B, X ,W’J;n)) Soit f une fonction 3-linéaire alternée sur E. Soit (z1, z2,23) € E3.
+ (f(LI,‘l,...7 Li,...,T5-1, :cj,...,xn)—l—f(ml,..., Tjyonn, l‘j,...,ZEn)) f(xa(l),xa(2)7l‘a(3)) = f($27$3,$1)

(comme [ est alternée, cela revient & ajouter 0 a chaque ligne) (car [ est 3-linéaire

= —f($3,$2,$1)

= f(iEl,..., iI,'i—i-.’Ej,...,.'Ej,l, l‘i7...,$n) alternee}
+ flz1,..., it ®y,...,xj_1, T ,...,Tp) (par n-linéarité de f) = f(x1, 29, 3) (car f/est 3-linéaire
alternée)
= [, ..., mi+ay,...,xj-1, T+ xj,...,z,) (par n-linéarité de f)
= 0 (car f alternée)
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II. Déterminant d’une famille de vecteurs dans une Démonstration.

base

IT.1. Théoréme fondamental et définition

Il reste des questions d’importance :

X

X

quelle est la structure de 'ensemble A, (F) des formes linéaires alternées ?
On sait déja que c’est un K-ev, mais est-il de dimension finie? Si oui,
quelle est sa dimension ?

que peut-on en déduire sur 'expressivité des formes n-linéaires alternées?

Théoréme 1.

A\

Soit E un K-ev de dimension n. On note # = (e, ...

,€n) une base de E.

L’application

dety E™ - K

(@1, zn) = D0 €(0)ag1)186(2)2 7 Ao(n)m

O’GSn

est Uunique forme n-linéaire alternée f sur E™ qui vérifie f(AB) =1 et on

Uappelle déterminant relativement a la base %.

« Pour tout (i, §) € [1,n]?, le scalaire a; j est la i*™ coordonnée du vecteur
xj dans la base B.

L’ensemble A, (E) est un K-espace vectoriel de dimension 1.

Plus précisément, Uapplication dety est une base de A, (E). Autrement

dit, toute forme n-linéaire alternée sur E est un multiple par un scalaire

de det .

On ne peut calculer que le déterminant de n vecteurs en di-
mension n. Si on est en dimension 2, on ne peut calculer que le
déterminant de deux vecteurs, si on est en dimension 3, on ne
peut calculer que le déterminant de trois vecteurs etc. Ce sera
la méme chose avec le déterminant d’une matrice : on ne pourra
calculer que le déterminant d’une matrice carrée.

o Il est immédiat que A, (F) est un sous-espace vectoriel de KZ".

o Démontrons que dety est une forme n-linéaire alternée vérifiant :

dety(#) = 1

x Tout d’abord, par définition de dety, cette application est bien a valeurs

dans K (car elle est le produit puis la somme d’éléments de K).
Démontrons que detg est n-linéaire.

Soit k € [1,n]. Soit (21,...,Th_1,Thkst,---,Tpn) € B L

Pour tout j € [1,n] \ {k}, on note (a;;)ic[i,n) les coordonnées de w;
dans la base 4.

Soit ()\, /L) € K2. Soit (uk, Uk) € E?. Onnote (b@;g)ie[[l’nﬂ (resp. (Ci,k)ie[[l,n]])
les coordonnées de uy (resp. vg) dans la base 2.

detg(zy, ..., A up + p -V, ..., Ty)
= ZS e(0)agy1 - Mooy + o) k) = Go(n)n
gESn
= A Y e(@)agayr o Do)kt Gomyn
UGSn
+ 1 Y e(0)asyn  Cok)k T Go(n)m
oeSy
= Adetg(z1, ... Uk, ..., Tpn) + pdetg(zr, ... Vg, ..., Tp)

Montrons que detg est alternée.

Soit (z1,...,7,) € E™. Soit (i,j) € [1,n]>.

Supposons : i # j et x; = x;.

On note 7 la permutation (k j). Alors 'application o +— oo est une bi-
jection de S, dans lui-méme (de réciproque oo~ = go7). On en déduit

I’égalité suivante a ’aide du « changement d’indice» | p =o0cor7

detg(w1,...,20) = > 5(9007)%07(1),1

PpESy

Gpor(n),n
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De plus :
e(por) = e(p) xe(r)
= —(p)
Alnsi :
detg(x1,...,2,)
= - E 5(90) Qpor(1),1 “ " Qpor(i)i " Qpor(j),j " Gpor(n)n
PESH
= = 2 e(@apyn o i )y Gpn)n

PpESH
(par définition de T)

Or : z; = z;. Ces deux vecteurs de I ont donc mémes coordonnées dans

la base £, c’est-a-dire :
Vk e [1,n], ak;
En particulier :
Go(j) ke = Gp()j  ©t
Ainsi :
detg(x1,...,2n)

= =2 &(®) apy1 g,
pESH

= — > &(») Ap(1),1 """ Qi) """

PpESH
(par commutativité de x )

= —det@(xlaﬂxn)

On en déduit :
detg(z1,...,x,)

o)k = Gp(j),;
g e

Qo) " Gp(n)n
=0

x Démontrons enfin : detz(%) = 1.
On rappelle que, pour tout j € [1,n], les coordonnées du vecteur e;
dans la base % sont : (0; j)ie[1,,]- On en déduit :

det_%(%) = dete%(el, - ,en)

= Z 8(0-) 60'(1),1 5U(n),n
gESy
= &(id) dig1y,1 - Sidm)m

= 1><51,1 5nn

)

= 1

o Il reste & démontrer que le K-ev A, (E) est de dimension 1. Autrement

dit, il reste & démontrer que toute forme n-linéaire alternée f € A, (F) est
proportionnelle a det 4.

Soit f € Ay (E). Soit (z1,...,x,) € E™.

Pour tout j € [1,n], on note toujours (a;;)icqi,n les coordonnées du vec-
teur z; dans la base %.

Par n-linéarité de f :

n n n
f(@r,...,mp) = f(Z ;1€ D Ai2€i, ..y Y, az‘,nen)
=1 =1 =1
n n n
= 2 @il D @ig2--- Do Gigm flein- s e,)
i1=1 i9=1 in=1

Si les indices i1, ..., 4, ne sont pas distincts, f étant alternée :

f(eil,...,ein) =0

Par conséquent, dans la somme, il ne reste que les n-uplets d’indices deux
& deux distincts :

@y, an) = X @iy 1 @i+ Qi fl€iys- - €5,)
deux ;,1éeu;( Zdnistincts




PCSI

On note alors o : k +— . I1.2. Changement de bases
Comme les 71, ..., i, sont deux & deux distincts, alors 'application o est .
injective Lo n ' PP Et si on prend une autre base ?

L’expression de det» dépend de la base £ : elle fait intervenir les coordonnées

des vecteurs dans cette base. On peut alors se demander, si %4’ est une autre

base, quel lien y a-t-il entre det et detg 7 Et que peut-on affirmer & propos
/

fz,...,xn) de detp(#')?

De plus, o est définie sur [1,n] et & valeurs dans [1,n]. Elle est donc
bijective. C’est donc une permutation de [1,n]. Ainsi :

> £ ) Proposition 7.
= a e a Co(1)s-- s € _ _ ' '
ESn o1 o(m)n o) o(n) Soit E un K-ev de dimension n. Soient B et B’ deuz bases de E.

= > Ag(1)1 " Ao(n)m e(o) fler,...,en) (car f est alternée) Soit (x1,...,xn) € E".

o€5n detg (z1,...,2,) = detg(er,...,en) x detg(xy, ..., 2n)
= €ly.-.,€pn) X e(o) a ca ‘
fler n) Ugwn (o) o(1)1 o(n)n Démonstration.
Découle de la démonstration précédente, puisque detgy est une forme n-
= fle,...,en) xdetg(xy,...,z,) e ’ P » PUISq #
linéaire alternée. O
On note alors : A = f(ey,...,e,). On a démontreé : Proposition 8.
f = X-dety Soit E un K-ev de dimension n. Soit & une base de E.
Soit B = (x1,...,x,) une famille de vecteurs de E.
L;n;;millz(F): (;/Stc,;)(deesttjd)onc : a) La famille ' est une base de E si et seulement si : detz(#') # 0.
x géneératrice de A, (F), d’aprés ce qui précede, b) Dans ce cas :| dety(#) = b
R L . , ‘ det_a’/(%)
x libre, car constituée uniquement d’un vecteur non nul

(car : dety (%) =1#0) En d’autres termes, une famille & n éléments est une base si et seulement si
C’est donc une base de A, (E). On en conclut : son déterminant (dans n’importe quelle base) est non nul.

dim (A, (E)) = Card(F) = 1 Démonstration.
« Tout d’abord, on remarque : Card(#’) = dim(F). Ainsi :

B base de E < A libre
On cherche donc & démontrer :

# libre < dety(#) #0
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e On procéde par double implication.

(=)

Supposons que 4’ est libre.
La famille %’ est donc :

- libre,
- telle que : Card(#') = n = dim(FE).

C’est donc une base de E.
On peut donc appliquer la Proposition 8 :

detg (z1,...,2,) = detg(el,...,e,) X detg(zy,...,xy,)

Or, par définition de detg :

detg (z1,...,2,) = detgz (%) = 1
Ainsi :
detg(e1,...,en) x detg(zy,...,z,) = 1
I
det g (%) X dety (%/)
1
En particulier : det»(%’) # 0 et : dety(H') = dotp (B)°

On procéde par contraposée.
Supposons que 4’ est liée.

Comme l'application dety est une forme n-linéaire alternée, alors :

detg(%/) =0

III. Déterminant d’un endomorphisme

II1.1. Définition

Proposition 9.
Soit E un K-ev de dimension n.
Soit f une forme n-linéaire alternée sur E.
Soit u € Z(F).

L’application suivante est n-linéaire alternée.

fu E" — K
(T1,...,xp) = f(u(:z:l), e ,u(:ﬁn))
Démonstration.
Le caractére alterné est immeédiat puisque f est alternée, le caractére n-
linéaire découle de la linéarité de u et de la n-linéarité de f. O

Proposition 10.

Soit E un K-ev de dimension n.
Soit u e L(F).

1l existe un unique scalaire o € K tel que :

VfeA(E), Y(xi,...,2,) € E", f(u(xl),,u(:cn)) = axf(xy,...,zn)

Ce scalaire est appelé déterminant de I’endomorphisme u et est noté
det(u).

Démonstration.

« Le K-espace vectoriel A, (E) est de dimension 1. Il existe donc ¢ € A, (E)\
{02 gy} tel que @ est une base de A, (E).
(on a démontré dans le Théoréme 1 qu’on pouvait choisir : ¢ = detyg, ol
P est une base de E)
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o Tout d’abord, d’aprés la Proposition 9 (dont on reprend les notations) :
oy € Ap(E). 11 existe donc un unique a € K tel que : ¢, = a - .
Autrement dit :

V(z1,...,20) € E",  o(u(®),...,u(zy) = axp(z,...,2,)

Comme () est une base de A, (F), alors il existe un unique A € K tel que
=X
Dés lors, pour tout (z1,...

f(u(wl), . u(a:n)) = ) ,u(a:n))

= axAxoep(x,..

,xp) € E™

A x p(u(zr), ..
.y Tp)

= axf(xh'"’-rn)

On rappelle que le scalaire « est la coordonnée de ¢, dans la base (¢) et

est donc unique.
O

Remarque

« En d’autres termes, det(u) est la « constante de proportionnalité » par
laquelle on multiplie f(z1,...,z,) lorsqu’on applique f a u(zy),...,u(x,).

« Notons que la définition de det(u) ne dépend pas de la base choisie.
On verra dans la section suivante :

det(u) = detg(u(er),. .., ulen))

Mais cela est vrai pour toute base, la définition du déterminant d’un en-
domorphisme est indépendante du choix de la base.

II1.2. Lien entre déterminant d’une famille de vecteurs et dé-
terminant d’un endomorphisme
Proposition 11.
Soit E un K-ev de dimension n.
Soit u € L (F).

Soit B = (e1,...,en) une base de E.
Soit (x1,...,x,) € E™.
detg(u(z1), ..., u(z,)) = det(u) x detg(zy, ..., zn)

En particulier :

det(u) = detg(uler),..

L u(en))

FEn d’autres termes, le déterminant d’un endomorphisme u est le déterminant
de l'image d’une base par u.

Démonstration.

1) On applique la Proposition 10 & f = detg qui est bien une forme n-
linéaire alternée.

2) On rappelle : detg(eq,...,e,) = detg(#) =1

Remarque

En particulier, la quantité detg (u(%’)) est indépendante de la base choisie :
on aurait pu définir le déterminant de u de cette maniére (et c’est d’ailleurs
comme ¢a qu’on le définit dans certains livres).
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ITI.3. Manipulations algébriques
IT11.3.a) Multiplication par un scalaire

Proposition 12.

Soit E un K-ev de dimension n.

Soit u € Z(EF).

Soit X € K.
det(A-u) = A" x det(u)
Démonstration.
Soit & = (eq,...,e,) une base de E.

D’apres la proposition précédente :

det(A-u) = detg(X-uler),..., A u(en))
Par n-linéarité de det :

det(A-u) = A" xdety (u(el), o u(en))

= A" x det(u)

A\

o Attention, le déterminant d’un endomorphisme n’est pas li-
néaire, on n’a pas :

det(\ - u) >< A x det(u)

« Pour autant, il est impropre de dire que le déterminant d’un
endomorphisme est n-linéaire puisque le déterminant d’un en-
domorphisme n’est pas défini sur un n-uplet. Le déterminant
d’une famille de vecteurs (et, plus tard, d’'une matrice) est,
par contre, n-linéaire.

IT1.3.b) Déterminant particulier
Proposition 13.

Soit E un K-ev de dimension finie.

det(idE) =1
Démonstration.
On note : n = dim(E) et = (e1,...,e,) une base de E.
Alors :
det(idE) = detyg (id(el), o ,id(en))

= detg%(ela R en)

= dety(A)

-1 N
IT1.3.c) Déterminant d’une composée
Proposition 14.

Soit (u,v) € (.,f(E))2
1) | det(uowv) = det(u) x det(v)
2) En particulier, pour tout n € N :| det (u") = (det(u))"
Démonstration.
1) Soit # = (e1,...,ey,) une base de E.
det(uowv) = detg ((uov)(er),...,(uov)(e,))
= det(u) x detyz (v(er),...,v(en))
= det(u) x det(v)
En effet : det(v) = detg (v(er),...,v(en)).
2) Par récurrence.
0

10
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IT1.4. Caractérisation des automorphismes Remarque

Puisqu’on manie des endomorphismes en dimension finie, on manie en par-
ticulier des applications linéaires entre deux espaces vectoriels de méme di-
mension finie. Par conséquent, si u € Z(F), les propositions suivantes sont
Soit u € Z(F). équivalentes :

1) L’endomorphisme u est bijectif si et seulement si det(u) # 0 :

Proposition 15 (Caractérisation des automorphismes).

Soit E un K-ev de dimension finie.

u bijectif < w injectif < w surjectif < det(u) #0
u est un automorphisme < det(u) # 0

1

2) Dans ce cas ;| det (u‘l) =3 )
et(u

Démonstration.
On procéde par double implication.

(=) Supposons que u est bijectif.
det(u) x det (u™') = det (uou™?)

= det(idg)
= 1
En particulier : det(u) # 0. De plus : det (Uil) = :
: ' ' det(u)’

(<) On procéde par contraposée.
Supposons que u n’est pas bijectif. Alors, comme :
x 'application u est un endomorphisme,
x le K-ev E est de dimension finie,
on en déduit que u n’est pas injectif.
L’image d’une base par u est donc une famille liée. En particulier,
(u(e1), ..., u(en)) est une famille liée. Ainsi :

detg (uler),...,u(en)) = 0
Dot : det(u) = detyg (u(er), ..., u(en)) = 0.

11
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IV. Déterminant d’une matrice carrée de taille n

IV.1. Définition
Définition
Soit A = (aiyj)(i,j)E[[l,n]P € %n(K)
On appelle déterminant de A et on note det(A) le scalaire :

det(A) = Z 5(0) U5(1),16(2),2 * " Qo(n),n
oES,
On le note :
a1 a12 ain
a1 G22 asp
an,1  Qan,2 Qn.n

A

Remarque
Cette définition, bien qu’utile dans les démonstrations, ne sera JAMAIS utili-
sée pour des calculs pratiques de déterminants.

On ne peut définir le déterminant que pour une matrice carrée.

IV.2. Lien avec le déterminant d’une famille de vecteurs

Proposition 16.
Soit A € #,(K). On note C1, ..
On note A la base canonique de My 1(K).

., Cy les colonnes de la matrices A.

det(A) = det»(C1,...,Cp)
Démonstration.
Immeédiat car, pour tout j € [1,n], les coordonnées du vecteurs C; dans la
base Z sont ayj, ..., an ;- O

IV.3. Lien avec le déterminant d’un endomorphisme

Proposition 17.
Soit E un K-ev de dimension finie.
Soit f € L(F).
Soit B une base de E. On note : A = Matg(f).

det(f) =

Autrement dit, le déterminant de A est le délerminant de tout endomor-
phisme représenté par A.

det(A)

Démonstration.
On note : n = dim(E) et B = (e1,...,ep). )
On note de plus C4, ..., C, les colonnes de A, et A la base canonique de

M1 (K).
On calcule :
ar définition du déterminant
det(f) = dety (f(el)’ T f(en)) ((ip’un enjflomorphisme)
(par construction de
= dett@((}l,...,Cn) A = Matz(f))
= det(A)
O

Remarque

Ces trois définitions (déterminant d’une famille de vecteurs, déterminant
d’un endomorphisme et déterminant d’une matrice) sont équivalentes : on
aurait pu définir le déterminant avec n’importe laquelle d’entre elles.

12
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IV.4. Manipulations algébriques IV.4.c) Déterminant d’un produit
IV.4.a) Déterminant particulier Proposition 20.
: 2
Proposition 18. Soit (A, B) € (//n(K)) .
Soit n € N*. 1) | det(A x B) = det(A) x det(B)
det(l,) =1 L n
et(In) 2) En particulier, pour tout n € N :| det (A") = (det(A))
Démonstration. Démonstration.
On calcule ; 1) On note u : X — AX et v: X — BX les endomorphismes de ., 1(K)
det(I,) = det(id ///n,l(K)) (d’apres la Proposition 17) canoniquement associés, respectivement, & A et & B.
_ 1 (d’aprés la Proposition 19) det(A x B) = det(uow) (d’aprés la Proposition 17)
- = det(u) x det(v)  (d’apres la Proposition 14)
= det(A) x det(B) (d’aprés la Proposition 17)
IV.4.b) Multiplication par un scalaire 2) Démontrons par récurrence : Vn € N, 2(n) ott 2(n) : det(A") = ( det(A) )"
Proposition 19. » Initialisation :
0y _ _
Soit A € M (K). det(A”) = det(l,) = 1
Soit A € K. Dou 2(0).
- » Hérédité : soit n € N.
det(A-A) = A" x det(A) Supposons Z(n) et démontrons & (n+1) (i.e. : det(A" 1) = (det(A))n+1)
Démonstration. det(A™1) = det(A x A")
anote f X — AX l'endomorphisme de .#, 1(K) canoniquement associé — det(A) x det(A™) (d'aprés 1))
a A.
. . n  (par hypothése de
det(A-A) = det(\- f) (d’apreés la Proposition 17) = det(A4) x (det(4))

récurrence)

= MN'xdet(f) (d’apreés la Proposition 12) _ (det(A))nH

= A" xdet(A) (d’apreés la Proposition 17) D'ou Z(n + 1).
0 Par principe de récurrence : Vn € N, det(A") = (det(A))".

13
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IV.4.d) Déterminant de la transposée

Proposition 21.
Soit A € M, (K).

det (AT) = det(A)

Démonstration.
« Par définition de det(A) :
det(A) = > (0)r(1),102),2 *** Ao(n)mn
oESy
e Soit o € Sn
Rappelons que o est une bijection de [1,n] dans [1,n]. Par conséquent, les
réels (1), ..., o(n) sont exactement les nombres 1, ..., n dans un certain

ordre. On peut donc réorganiser les termes du produit a,(1)104(2)2 * -
c’est-a-dire : mettre d’abord le terme a,(;); tel que o(i) = 1, et alors
i = o~!(1), puis le terme Ay(i);i tel que o(i) = 2, et alors i = o 1(2), et
ainsi de suite.

On obtient :

o Or, comme (—1)!
On en déduit :
det(A)

(avec le changement de

- @g% #(9) tre fnip(n) variable| p=o0"" |)
_ T T
= Soggn € (90) (A ) (1,1 (A )@(n),n
= det (AT)
O

*Qg(n)n»

IV.5. Caractérisation de l’inversibilité

Proposition 22 (Caractérisation des matrices inversibles).

Soit A € M, (K).

< det(A) #0

A inversible
Dans ce cas ;| det (A_l) = 1
' det(A)
Démonstration.

On note f : X — AX lendomorphisme de ., (K) canoniquement associé

a la matrice A.
o Tout d’abord :

A inversible < f bijectif

& det(f) #0

(d’aprés la Proposition 15)

< det(A) #0 (d’aprés la Proposition 17)

« Supposons que la matrice A est inversible. Alors :

det(A™1)

det(f )

(d’apres la Proposition 17)

(d’apres la Proposition 15)

14
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Théoréme 2.

Soit B un K-ev de dimension finie. On note B une de ses bases.
Soit f € L(FE). On note : A = Matg(f).

f est bijectif <

=

A R

[ est injectif
f est surjectif

det(f) # 0

A est inversible

rg(A) =n

det(A) #0

Les colonnes de A forment une famille libre
Les lignes de A forment une famille libre

Les lignes de A forment une base de . (K)
Les colonnes de A forment une base de A, (K)

IV.6. Invariance du déterminant par similitude

Proposition 23 (Invariance du déterminant par similitude).

Soit (A, B) € (M (K)).

A et B semblables = det(A) = det(B)

Autrement dit, deur matrices semblables ont méme déterminant.

Démonstration.
Supposons que les matrices A et B sont semblables.

o Démonstration 1 :

Alors il existe P € GL,(K) telle que A = P~ BP. Par conséquent :
det(A) = det (P~1) x det(B) x det(P)

= detl(P) x det(B) x det(P)

= det(B)

« Démonstration 2 :
Alors les matrices A et B représentent le méme endomorphisme f dans 2
bases différentes.

Ainsi, d’aprés la Proposition 17 :

det(A) = det(f) = det(B)

15
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La réciproque est fausse! Par exemple, on note :

0 1
et B_<OO>

Alors, en notant 4 la base canonique de .#5(K) :
x d’une part : det(A) = det(0_4,xk)) = 0,

x d’autre part : det(B) = dety <<8>, (é)) =0.

En effet, ’application dety est une forme 2-linéaire alternée

. 0 1 ‘s
et la famille <<0>, <0>> est liée.

Or A et B ne sont pas semblables. Il est en effet aisé de démontrer
que seule la matrice nulle est semblable & elle-méme :

A = 0 4

VP e GLy(K), PAP™' = Px 04 X Pt = 0k

V. Calcul pratique de déterminant d’une matrice car-
rée
V.1. Cas des matrices triangulaires

Proposition 24.

a1,1 * s *
. 0 a272 oo * . . . .
Soit A = une matrice triangulaire supérieure.
0 0 - Gnn
det@4) = a1 X Xanpp
Démonstration.

o Par définition :

det(A) = > &(0)ao(1),1002),2 *** Go(n)n

oESh
Soit o € S,,. Supposons, pour tout ¢ € [1,n] : o(i) < i.
On démontre par récurrence finie (a faire) : Vi € [1,n], o(i) = 1.

« Il en découle que o est I'identité. Par contraposée, si o # id, alors il existe
io € [1,n] tel que o(ip) > dp donc ay(i);, = 0 donc le produit correspon-
dant & o dans la définition de det(A) est nul. En d’autres termes, dans cette
somme, il ne reste que le terme correspondant & id qui vaut ai1---anp
puisque la signature de id vaut 1.

O
Corollaire 1.
a1 0 - 0
1. Soit A= 922 une matrice triangulaire inférieure.
* X e Gy
det(A) = a1 X+ Xappy

16
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a; 0 -+ 0 Remarque
2 Soit A — © age - 0 une matrice diagonale. « En particulier, pour tout A\ € K* :
(') 0 a;yn A0 --- 0
1 .- 0
det(A) = a11 X - Xapn : .o =
00 - 1

Démonstration.

Le premier résultat vient du fait qu’une matrice et sa transposée ont méme Ceci qui prouve que l'application det : GL,(K) — K* est un morphisme

déterminant, et le deuxiéme résultat vient du fait qu'une matrice diagonale de groupes surjectif. En prenant un endomorphisme représenté par cette

est triangulaire. [0  matrice, il en découle que le morphisme det : GL(E) — K* est aussi
surjectif.

; . . ) P S 9. :
A Evidemment, ce résultat est faux pour une matrice quelconque Ce morphisme n’est pas injectif dés que n > 2. Fn effet

(ni triangulaire, ni diagonale). 11 1 -+ 1
01 1 --- 1
o0 1 --- 1] _
Remarque =1
« On retrouve le fait qu’'une matrice triangulaire ou diagonale est inversible 0 0 O 1

si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. A\ A.

« En conclusion, le déterminant d’une matrice triangulaire ou diagonale est  Aingi Ker(det) # {I,,} donc ce morphisme n’est pas injectif. De méme,
le produit de ses coefficients diagonaux. det : GL(E) — K* n’est pas injectif dés que n > 2.

« Le noyau du déterminant (restreint a GL,(K)) est noté SL, (K) et est ap-

Exemple C e s .
Soit X € K pelé groupe spécial linéaire d’ordre n. C’est ’ensemble des matrices ayant
' A O --- 0 un déterminant égal a 1 (et c’est donc un sous-groupe de GL,,(K)).
P « Par analogie, on note SL(E) le noyau de la restriction du déterminant a
det(\-I,) = = \" GL(FE) : c’est I'ensemble des endomorphismes ayant un déterminant égal a
: 1. C’est toujours un sous-groupe de GL(E). Plus précisément, en revenant
00 --- A aux aires, volumes, SL(FE) est ’ensemble des endomorphismes qui laissent

Méme si on le savait déja puisque det(l,) = 1 et puisque le déterminant est le volume invariant.

n-linéaire donc det(\ - I,,) = A" x det(I,) = A".

17
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V.2. Déterminant et pivot de Gauss

Proposition 25 (Effet des opérations élémentaires sur le déterminant).

1) Quand on échange deux lignes ou deux colonnes, on multiplie le détermi-
nant par —1.

2) Multiplier une ligne ou une colonne par un scalaire A\ multiplie le déter-
minant par ce scalaire \.

3) Effectuer une opération du type L; < L; + AL; ou C; < C; + A\C; (avec
i # j) ne modifie pas le déterminant.

4) Plus généralement, on peut ajouter une combinaison linéaire des autres

lignes a 'une des lignes, ou une combinaison linéaire des autres colonnes
a une autre colonne, sans changer la valeur du déterminant.

Remarque

o Attardons-nous sur la deuxiéme opération élémentaire, & savoir L; < \L;
ou C; < ACj (avec A # 0). Le déterminant est alors multiplié par A,
c’est-a-dire que si prend A € #,(K) et si on note A la matrice obtenue
en effectuant 1'une de ces deux opérations élémentaires, alors det(A) =
Adet(A), c’est-a-dire que le déterminant de la nouvelle matrice est égal au
déterminant de 'ancienne multiplié par .

« Cependant, dans ce paragraphe, c’est det(A) qui nous intéresse : on a alors

det(A) = — det(A), c’est-a-dire que le déterminant de la matrice originelle
est le déterminant de la matrice aprés modification, divisé par A.

e On en déduit un moyen simple de calculer det(A). On fait comme pour
inverser une matrice : on part de A pour arriver 4 une matrice triangulaire a
Paide d’opérations élémentaires (on peut mélanger les lignes et les colonnes
ici) :

a) Quand on échange deux lignes ou deux colonnes, on multiplie le déter-
minant par —1.

b) Quand on multiplie une ligne ou une colonne par un scalaire A, on
divise le nouveau déterminant par ce scalaire.

¢) Effectuer une opération du type L; <= L;+AL; ou C; < C;+AC; (avec
i # j) ne modifie pas le déterminant.

Exemple

Calculer le déterminant de A =

N W s
O O = U
= o N O
—_ O O

Exercice 1
Soit (a,b) € R2. Calculer les déterminants suivants :

1 a a2 a+b 2a 2a
a 1 a 20 a+bdb 2a
a> a 1 2b 26 a+b

V.3. Développement par rapport & une ligne ou une colonne
V.3.a) Notion de mineur et de cofacteur
Définition

Soit A € A, (K).

Soit (i,7) € [1,n]>.

1) On appelle mineur d’indice (4, j) de la matrice A, le déterminant A; ;(A)
de la matrice obtenue en supprimant la i ligne et la j°™¢ colonne de

A.
2) On appelle cofacteur d’indice (i, ) de A le scalaire (—1)7 A, ;(A).

18
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Remarque V.3.b) Développement par rapport a une colonne
Le mineur A; ;(A) est donc le déterminant ci-dessous :
’ Lemme 1.
Soit B € My—1(K) et soit :
a1,1 e e al,jfl CL[J al,j+1 e Q1n
Q1,1 oo e Qi—15-1 Q315 G141 ... Gi-lp
a‘?" n'h/ 4 n g n J 1 4 n'?’rL 0
A pu—
@i+1,1 .- cee Qip15-1 0 A1 Qi1 541 --- Gitln B
Qn,1 . . Qp j—1 Q4 j Gp, j+1 . Qnn 0
det(A) = det(B)
a1,1 e aLj,l CL1J+1 e a1n
Proposition 26 (Développement par rapport & une colonne).
Qi cee Qi—14-1 Q-1 cee G- :
_ |%i-11 i—1,7—1 i—1,541 i—1,n Soit A € %n(K)
@i+1,1 -+ Qip15-1 Ai4l 541 .- Aitln .
/ / Pour tout j € [1,n] :
Gn,1 e anJ_l an7j+1 e An,n

(n—1] det(4) = an (=) a; ;A §(A)
=1
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V.3.c) Développement par rapport & une ligne

Proposition 27 (Développement par rapport a une ligne).
Soit A € M (K).
Pour tout i € [1,n] :

n S
det(4) = 3 (~1)" i Ai(4)
j=1
Exemple
147
2 5 8
369
147 W47 W47
= (+1)x 12 5 8| +(-1)x 22888 +(+1)x[3 (2 5 8
3 6 9 3 6 9 369

N\
o ot
©
~__

= 0

On rappelle que 'on déduit de ce calcul que la matrice considérée n’est pas
inversible.

Remarque

« Il est simple de développer par rapport a une ligne / colonne contenant
beaucoup de 0.
On commencera par utiliser la méthode du pivot pour « mettre »
des 0 dans la matrice. Puis on développera par rapport aux lignes
et colonnes.

o On privilégiera, tant que possible, la méthode du pivot, qui fournit davan-
tage des résultats sous forme factorisée. Il est alors plus simple de conclure
quant & la nullité du déterminant.

Exemple
0 2 -1 1
-1 0 O
2 2 1 -1
0O 1 0 2
-1 0 2 0 21 p
= x|z 2 Sa)l+l[=1 0 2 (developpeme@tpar
0 1 2 0 1 2 rapport & la 3°™¢ colonne)

S IGE

()26 )= (e

développement par rapport a la 16" colonne
pp D pp

(3)]) -+

Exercice 2

1. Soit (u,v) € R% Calculer le déterminant de la matrice :

—u v 0
-2 0 2v
0 -1 wu

2. Déterminer les entiers n € N pour lesquels la matrice de ., (R) suivante
est inversible.

11 (0)
1 1 1
1' 1
0) 11

3. Soit (a,b,c,d) € K*. Calculer :

D:

Q2R
@ @ & <
QL O
Q@ o0

On combinera la méthode du pivot de Gauss avec celle du développement
par rapport a une ligne / & une colonne.
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V.4. Cas des matrices carrées d’ordre 2
Proposition 28.

Soit A € Mo(K). Alors il existe (a,b,c,d) € K* tel que : A = (i Z)

ad — be

det(A4) =

Démonstration.

ail a2

as 02,2>'

L’ensemble Sy est réduit a deux éléments : Sy = {id; (12)}.

Par conséquent, si on note 7 = (12), comme la signature d’une transposition
est égale & —1 :

Pour la démonstration, on note plutét : A = (

det(A) = e(id)aign)1aia)2 +&(T)ar(1),10-(2),2

= a1,1022 — 2,101 2

VI. Lien entre déterminant, aire et volume

On suppose dans ce paragraphe que K = R. Le déterminant (d’une matrice
ou d’une famille de vecteurs) posséde une interprétation géométrique : on a
vu que l'aire d’'un parallélogramme ou le volume d’un parallélépipede (pas
forcément rectangle, pavé pour les intimes) formé par, respectivement, deux
ou trois vecteurs, était une forme n-linéaire alternée (avec n = 2 et n = 3
respectivement). Or, on a prouvé que toutes les formes n-linéaires alternées
sont proportionnelles au déterminant. Par conséquent, si on se donne deux
vecteurs x1 et zo (dans le plan), le déterminant de ces deux vecteurs (dans
une base quelconque) est proportionnel & leur déterminant, et c’est la méme
chose en dimension 3 (avec le volume du pavé formé par trois vecteurs).

Cherchons la constante de proportionnalité. Si on fixe une base % de réfé-
rence, alors le déterminant de cette base vaut 1 : on peut voir ¢a comme
une unité de volume (ou d’aire en dimension 2). Plus précisément, si on dit
que le volume du pavé formé par ces trois vecteurs (ou deux en dimension
2) est l'unité de volume, alors le déterminant et le volume coincident pour
ces vecteurs donc la constante de proportionnalité vaut 1, c’est-a-dire que le
volume est égal au déterminant ! Encore une fois : si on fixe une base 4, alors
le déterminant de vecteurs dans cette base est égal au volume formé par ces
vecteurs (en considérant le volume du pavé (précisons que le pavé n’a aucune
raison d’étre droit : sur les dessins ci-dessous, ce n’est d’ailleurs pas le cas)
formé par les vecteurs de la base comme 'unité de volume c’est-a-dire valant
1). C’est pareil en dimension 2, et cela nous permet de généraliser la notion
de volume en dimension supérieure : en dimension n, on définit le volume
(on parle parfois d’hypervolume) du « pavé » formé par n vecteurs comme
le déterminant, encore une fois en partant d’une base qui donne un volume
de référence, une unité de volume.
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T2

Volume du pavé = detp(z1, x2, 3)

En conclusion, dans le cadre de la dimension 2 ou 3, on a prouvé le résultat
suivant :

Proposition 29.
Soit B une base de E.

o Soit (z1, ..
relativement & la base B la quantité detz(xq, . .

., Tpn) € E™. On appelle volume du pavé formé par (z1,...,zy)
Cy Tp)-
o Soient x1 = (a1,b1) et xo = (ag,by) deux éléments de R?. L’aire du pavé

formé par x1 et xo est égale a :

ai

bl Z; = albg—agbl

o Soient x1 = (a1,b1,c1), xo = (ag,ba, c2) et x3 = (as, bs,c3) trois éléments
de R3. Le volume du pavé formé par x1, 2,3 est égal a :

ap az ag
by by b3
C1 C2 C3

Remarque

« Sirien n’est précisé, on prend comme base la base canonique et donc comme
aire de référence le carré formé par les vecteurs de la base canonique (idem
pour le volume).

o Pour une aire ou un volume, on aurait pu montrer ce résultat a la main en
se souvenant de 'aire d’un parallélogramme (Base x hauteur) ou le volume
d’un pavé (Aire de la base x hauteur) mais, d'une part, il aurait fallu un
peu de travail géométrique, et d’autre part, cela ne nous aurait pas permis
de généraliser la notion de volume en dimension supérieure.

o Enfin, quand on dit Base x hauteur, il ne faut pas oublier que l'aire est
algébrique i.e. peut étre négative si les vecteurs sont dans le sens indirect !

Exemple
L’aire du parallélogramme formé par les vecteurs z; = (3, 2) et xo =
(—=1,2) est :
3 1' — L= 12
5 2 2 2
A
7\

)
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Parlons & présent de l'interprétation géométrique du déterminant d’un en-
domorphisme f € Z(FE). Puisque, pour tous vecteurs xi, ..., x, (et toute
base £) :

dgu (f(z1), f(22), ..., f(zn)) = det(f) x (i;t(mh cey )

alors on en déduit le résultat suivant.

Proposition 30.
Soit f € L(F).
Soient B une base de E et (x1,...,2,) € E™.

Le volume du pavé formé par f(x1), ..., f(zn) est égal au volume du pavé
formé par x1, ..., x,, multiplié par det(u). En d’autres termes, quand on
appliqgue un endomorphisme u, on multiplie les volumes par det(u).

Exemple
f: R = R?
On note . Alors f € Z(R?) et sa matrice
(z,y) = (v+3y,y—x)
canoniquement associée est :
1 3
= (4

si bien que det(f) = det(A) = 4 : quand on applique f, on multiplie les

9 5
aires par 4. Si on reprend l'exemple ci-dessus, alors f(z1) = 2’ —2> et
f(z2) = (5, 3) si bien que 'aire du parallélogramme formé par f(z1) et f(z2)
vaut :

= 26 = 4 det(z1,x2)

\
/

/

[
v
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VII. Applications classiques du déterminant

VII.1. Déterminant de Vandermonde

Proposition 31 (Déterminant de Vandermonde).

Soit (x1,...,x,) € K.

1. On appelle déterminant de Vandermonde de (z1, ...

nant sutvant :

, Ty le détermi-

1 1 1
x1 ) Tn
2 2
Vi) = | o 2
2. V(zi,...,zp) =[] (xj—x)
1<i<j<n
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € [2,+oo[, £(n)
ou  Z(n):V(zi,...,zn) € K" V(xy,...,2,) = (xj — ;)
1<i<j<n
» Initialisation :
Soit (1, x2) € K2.
1 1
V(z1,20) = = T2 — 21
I T2

Dot 2(2).

» Hérédité : soit n € [2, +oof.
Supposons #(n) et démontrons &(n + 1) est vraie

(i.e. V(z1,...,Znp1) EK"TL V(2,20 Tpy1) = I[I (zj—a)).
1<i<j<n+1
Soit (w1,...,7p41) € K" Notons :
1 1 1 1
r1 T2 Ty X
x12 x22 a:nQ X2
P(X) = | . . . € K[X]
l,L.l;Lfl a:Qr'Lfl xnr‘zfl anl
1" To" " X"

P est bien un élément de K[X] car déterminant d’une matrice a coefficients

dans K[X].

e Supposons dans un premier temps 1, ..., T, deux a deux distincts.
En développant par rapport & la derniére colonne, on trouve que P est
un polyndéme de degré n de coefficient dominant V(x1,...,x,) qui, par
hypothése de récurrence, vaut

(
[ =z

1<i<j<n

— $z)

et donc est non nul.

De plus, 1, ..., x, sont des racines de P : en effet, pour tout i € [[1,n],
P(z;) est le déterminant d’une matrice ayant deux colonnes égales dont
est nul. Finalement, P est de degré n et admet n racines distinctes donc
elles sont simples, et puisque son coefficient dominant est V(z1, ..., x,),
On en déduit :
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Ainsi : o Le déterminant d’'une matrice étant égal & sa transposée, on a également
le résultat suivant :
V(x17‘°'7$n+l) = P(.’Bn+1)
n 1 .1‘12 s .711”71
= V(a:l,...,wn) X H(l‘n+1 —xi) 1 x 3322 xgn_l
i=1
n = I (zj—m)
- (w5 = 21) x 1 (#ns1 — 1)
1<i<j<n i=1 : :
_ (:L‘ T ) 1z xn2 s znn_l
- 1 7
Isi<jsntl Ce dernier déterminant est aussi appelé déterminant de Vandermonde et
o Si les x; ne sont pas deux a deux distincts, le déterminant est nul et le est no}te};us& V(z1,...,2a) (ce qui n’a rien d’étonnant puisqu’il est égal
produit est nul donc on a encore égalité. au précédent).
Dou Z(n+1). Exemple
Par principe de récurrence : Vn € [2, 400, Z(n). o |12 4
1 3 9/=B-2)x(5-2)x(5—-3)=6
Remarque 1 5 25
o On remarque la matrice de Vandermonde (la matrice naturellement définie
, . . . . . Exemple
par le déterminant de Vandermonde) est est inversible si et seulement si . 4
. . Soit (a, b, c,d) € K*.
les x; sont deux & deux distincts.
1 2 22 - zmL 1 a & &
1z 22 - x"! 1 b b b
L% N = - ae-a@-a)e—bd-bd-o
VDM = 1 d & &
1 2, xp? -zt
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Remarque VII.2. Polyn6émes caractéristiques
La méthode consistant & ajouter une ligne pour « transformer un déterminant
en polynéme », polynéme qu’on cherche ensuite & factoriser, est classique et
doit étre retenue. On la retrouve par exemple lorsqu’on cherche le détermi- Soit £ un K-ev de dimension finie n € N*.
nant suivant, qu’on peut appeler un déterminant de Vandermonde lacunaire  Soit f € Z(F) et soit A € #,,(K).

(¢f TD) :

Définition (Polynéme caractéristique d’un endomorphisme / d’une matrice)

1 2 n=2  gon 1) Cas des endomorphismes
Lo o1 o ) e e TP
1 29 -+ x9"2 o o On appelle polynéme caractéristique de f, et on note xy, le poly-
1 x5 - x3" 2 3" noéme défini par :
Xf(X) = det (Xidg — f) = (1) det (f — X idp)
1z, - x" 2 a2,

e On appelle multiplicité d’une valeur propre de f sa multiplicité en

L’astuce est d’ajouter la colonne manquante... mais il faut aussi ajouter une ;
tant que racine de x;.

ligne sinon la matrice n’est pas carrée! On s’en tire avec des X, comme

ci-dessus : on introduit donc le polyndme : 2) Cas des matrices carrées
1 X ... xn-? xn-1 x» o On appelle polyndéme caractéristique de A, et on note x4, le poly-
o 1 néme défini par :
1 0 len xln 371”
1 zg - .132”_2 :Egn_l o™ . . o 1\n _
xA(X) = det (X I, —A) = (-1)"det (A— X1,
P(X) =11 T3 - 1,37172 x3n71 xsn ( ) ( )
P : : e On appelle multiplicité d’une valeur propre de A sa multiplicité en
1z, - z,"2 z," ! z," tant que racine de x 4.
Lien entre les deux
On cherche ensuite a factoriser P puis a relier le déterminant recherché a P : Si % est une base de E et A = Matg(f), on a alors :

cf. TD.
X7 (X) = xa(X)

En particulier, le polyndéme caractéristique ne dépend pas de la base A
choisie.
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Exercice 3

Déterminer le polynéme caractéristique des matrices suivantes.

3 11 5 1 -1

A= 113 1], B =04 -2

11 3 0 0 3

1 11 3 0 8

C=1[111|, D=3 -1 6

1 11 -2 0 -5
011 010 0 -1
EFE=1212|, F=1202 et G = (2 0
110 010 0 1
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