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« On note A(E, F) 'ensemble des applications de E dans F.

CH IV : Ensembles et apphcatjons o Enfin, si £ = F, I’application qui & chaque x élément de E associe ce méme
élément x est appelée I'identité sur E et se note idg.
Généralités sur les applications idg : E — E
x =

A Soit f : ' — F une application. Il ne faut pas confondre :

I. Notion d’application o Im(f) I'image de I’application f.
(Uensemble des images : Im(f) = {f(x) | z € E})

L.1. Définition et vocabulaire o F I’ensemble d’arrivée de I'application f.

Définition Comme déja preécisé : Im(f) C F mais pas forcément Im(f) = F'.

Soient E et F' deux ensembles.

Une application f de E dans F' (notée f: E — F) est un procédé permettant
d’associer & chaque élément = de l'ensemble E, un et un seul élément y de
I’ensemble F'.

Représentation graphique
Soient E et F' deux ensembles et f: E — F.

o Soit x € E. L’élément y € F associé a x par f est appelé 'image de = par
lapplication f et est noté y = f(x). Sur ce dessin :

o L’ensemble E s’appelle 'ensemble de départ de ’application. x B ={z1,22,23,24}

x = {y17y27937?/4yy57y6‘}

o L’ensemble F' s’appelle 'ensemble d’arrivée de 'application.
x Im (f) = {y17y2ay3} Cc F

e Siy € F, deux cas se présentent.

x Soit il existe au moins un élément x de E dont y est I'image.
On dit dans ce cas que x est un antécédent de y par f. Il est important de noter que :

x Soit y n’admet pas d’antécédent par 'application f. x de tout élément de E part une fleche. C’est le cas car, par définition, appli-

o On appelle image de f et on note Im ( f ), I’ensemble des éléments y de F' qui cation f est définie sur £ en entier.

admettent des antécédents par f. x une fleche ne peut pointer que vers un élément de F. C’est le cas car, par

définition, & tout élément de E on associe un seul élément de F'.

Im (f) ={yeF|3zecE,y=f(x) x deux fleches différentes peuvent mener au méme élément de F' (rien ne l'in-
terdit dans la définition).

x il peut exister des éléments de F' qui ne sont pas atteints (rien ne Uinterdit
o Par définition, on a toujours| Im ( f) C F |mais pas forcément égalité. dans la définition).
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Différence entre application et fonction.

La définition d’application stipule que tout élément x de E admet une unique
image par f, ce qui s’écrit : Vo € E,3ly € F, y = f(x).
(& ne pas confondre avec la notion de bijectivité !)

Sur le schéma précédent, cela signifie que d’un élément x; part forcément une
fleche mais seulement une.

Dans la définition de fonction, on relache cette contrainte en exigeant seule-
ment qu’un élément x de E admet au plus une image par f.

D’un élément x € E peut ne pas partir de fleche, ce qui signifie alors que la
fonction f n’est pas définie en x.

Par exemple, on peut parler de la fonction inverse (notée f : z %) sans
préciser son ensemble de départ et son ensemble d’arrivée et déterminer, dans
un second temps, son ensemble de définition.

Plus précisément, ’objet f suivant :
f R —

T >

81— =

est une fonction mais pas une application puisque f n’est pas définie en 0.
Le domaine de définition de f est R\ {0}.

Dans le programme officiel, il est précisé que « [Lfe programme ne distingue
pas les notions de fonction et d’application ».

Par ailleurs, il est précisé que I’ensemble des fonctions de E dans F' est noté
Z(E,F) ou encore F¥. Cette notation est cohérente (pourquoi?) avec la
notation RY qui désigne ’ensemble des suites & coefficients réels.

« En particulier, on a :

Egalité de deux applications

o Deux applications f : E1 — F] et g : F» — F5 sont égales si :

x elles ont méme ensemble de départ : E1 = Fo,
x méme ensemble d’arrivée F| = I,
x et vérifient : Vo € B, f(z) = g(z).

o Par exemple, les objets f1 et fo suivants :

A RY - R fg:R*_—>R1*_
r = @ — r = -
X X

sont des applications différentes et ce méme si elles sont construites a l'aide
du méme procédé x — %

I.2. Image(s) d’un ensemble par une application
I.2.a) Image directe d’un ensemble par une application

Définition

Soient E et F' deux ensembles et soit A C E.
Soit f: E — F.

. L’image (directe) de ’ensemble A par Iapplication f, notée f(A), est 'en-

semble des images par f des éléments de A. Autrement dit :

flA) ={yeF|awed y=/Fz)} | =

{f(z) |z A} C F

Autrement dit, pour tout A C E et tout y € F :

ye f(A) & Jx e Ajy= f(x)

f(E) = Im(f)
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Proposition 1.

Soie

nt E et I' deuz ensembles.

flo)=0

Soit f : E — F une application.

Soient A € P(E), Ay € P(E) et Ay € P(E).
a)| f(A)CF f(E) = Im(f)
b) | A1 C Ay = f(A) C f(42)
c) | f(A1UAy) = f(A1) U f(A2)
@) | f(A1NAz) C f(A1) N f(As)
Démonstration.

¢. On procéde par double inclusion.

()

Soit y € f(A1 U Ag).

Alors il existe x € A1 U As tel que y = f(x).

Ceci signifie que © € Aj ou x € Ay. Deux cas se présentent alors :

x six € Ay :alorsonay= f(z) € f(4).

x 8l x € Ay : alors, comme x € A; U Ag, on a forcément x € As.

On en déduit que y = f(z) € f(A2).

Ainsi, y € f(A1) U f(A2).
Soit y € f(A1) U f(A2).

Ceci signifie que y € f(A1) ou y € f(Az). Deux cas se présentent alors :
x sy € f(A1) : 1l existe donc x € A; tel que y = f(x).

Or Ay C A1 U As. Ainsi, x € A1 U As.

Douye f(A1U AQ)

x siy & f(Ap) : alors comme y € f(A;) U f(As2), on a forcément y €
f(As2). Tl existe donc = € As tel que y = f(x).

Or A C A1 U As. AinSi, xz € A UAs.

Douye f(Al @] Ag)
Ainsi, y € f(A1 U Ag).

d. Soit y € f(A1 N Ag).
Alors il existe x € A1 N Asg tel que y = f(x).

o Comme A1 N Ay C Aj,on a:xz € A et donc f(z) € f(A1).
e De méme, A; N Ay C Ay, et donc f(z) € f(Az).
On en déduit que f(z) € f(A1) N f(A2).

e. Il n’y a pas égalité. Il suffit d’exhiber un contre-exemple pour s’en convaincre.
Par exemple, on prend 41 =R_, Ay =Ry et f:z+— |z

On a alors :

o f(A1NA) = f(R-NRy) = f({0}) = {0}
o f(A1) = f(R-) =Ry et f(A2) = f(R4) =R,
D'ou f(A1) N f(A2) =Ry NRy =Ry,

Exercice 1
On considére les fonctions :

f: R —- R g : R - R
et
2

xr = x x +— cos(x)

1. Déterminer les ensembles suivants.
a) £([0,3]) b) f([-1,2]) ¢c) f(R)
d) f([-5,1] U [2,4]) e) f([-5,-3[U[2,4])
2. Déterminer les ensembles suivants.
1. g(R) 2. 9([0,3]) 3. g([-%,0]) 4. 9([-1,2])

5. g([—w,—

B
C
=)
SIE]
N
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I.2.b) Image réciproque d’un ensemble par une application Proposition 2.
Définition Soient E et F deur ensembles.
Soient E et F' deux ensembles et soit B C F. Soit f: E — F une application.
Soit f: E — F. Soient B € P(F), By € P(F) et By € Z(F).
. L’image réciproque de I'ensemble B par I'application f, noté f~1(B), est a)| ffYB)CE ffYF)=E ft (@) —
I’ensemble des antécédents par f des éléments de B. Autrement dit :
b) | BiC By = f1(Bi)Cf'(B)
fH(B)={z€E| f(z) € B}
—1 —1 —1
c By UBy) = By) U B
Autrement dit, pour tout B C F, et pour tout x € F : AR 2) =/ (BYUS(B)
ref(B) & fx)eB )| FHBINBY) = BN (B
Exercice 2
A On considére les fonctions :
Soit f : E — F une application f: R - R g R — R
Soient B une partie de F' et soit y € F'. , et
xr = x x +— cos(x)
Il ne faut pas confondre :
« f~1(B) qui est I'image réciproque de I’ensemble B par I’application 1. Déterminer les ensembles suivants.
f. Par définition, cela désigne un ensemble (c’est I'ensemble des _1 _1 _1 _1
antécédénts par f des éléments de B). a) f ([0’9]) b) f ([_1’2[) c) f (R) d) f (Rf)
e f71(y) qui est 'image de y par f~!, la bijection réciproque (on y e) f*ﬂ([_57 1] U]2,4])
reviendra) de f dans le cas ou f est bijective.
Par définition, f~'(y) est un élément de E. 2. Déterminer les ensembles suivants.
Il convient donc de remarquer que la méme notation est utilisée pour . L " . .
deux objets trés différents. C’est le contexte qui permet de déterminer 1. g7 (R) 2. g~ 1([0,1]) 3. g7"([0, 3]) 4- 971 ([-1,2])
quel est ’objet concerné :
5. 97([3,5])

f~!(« ensemble de F ») est un
ensemble de F

S (« élément de F ») est un
élément de F
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I1I. Restriction

Définition

Soient E et F' deux ensembles et A une partie de E.

Soit f : E— F une application.

o La restriction de f & A, notée f|,, est 'application de A dans F' définie
par :

A — F

z = f(z)

fla

o Autrement dit, on a :

Ve e A flalz) = f(z)

e On a alors :

Im (f14) = f(A)

Soitx € Eet AC E.
I ne faut pas confondre les objets f(z) et f(A) qui sont de nature
tres différente :

A

x f(x) est un élément de F,

x f(A) est un ensemble (sous-ensemble de F').

III. Composée de deux applications
Définition
Soient E, F' et GG trois ensembles.

Soit f : E— F une application.
Soit g : F' — G une application.

« La composée de f par g, notée g o f, est 'application :

| E = G
z — g(f(x))

gof

o Autrement dit, on a :

Vo € E, (g0 f)(z) = g(f(x))

Représentation graphique
Soient E, F' et G des ensembles et f: E — F, g: ' — G des applications.

Remarque
Les ensembles de départ et d’arrivée des applications f: E — F et g: F — G
ont un role crucial pour la bonne définition de g o f. Plus précisément :

go f est bien définie & f(E)C F
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Les applications go g, go f, fo f, f o g sont données par :
A La loi o n’est pas commutative.
Ceci signifie que, de maniére générale, fog # go f. x 123456789 x 123456789
Deux raisons possibles a cela. gog(z)|{1 234567889 |gof(e)|{64389 7512
1) D’apres 1 écédent t-étre défini
) D’apres a remarque préce ente, g o f peut-étre définie sans que - T 53156753 - T 53 156759
f o g le soit (et inversement).
_ _ ) fof(x)|3 85127964 |fog(x)|{6 45893712
2) Méme si fog et go f sont bien définies (c’est par exemple le

cas lorsque E = F = @), les applications f o g et g o f sont
généralement différentes.

Exemple
Considérons les applications suivantes :

f IR — R g

IR —- R
et
r — x+1

x = a2

Les applications f o g et g o f sont bien définies. Toutefois :

(fog)(x) = fl9(x)) (go f(x) = g(f(z))
= f(«?) = glz+1)
= 2241 = (z+4+1)?

Les deux applications f o g et g o f sont différentes. Par exemple :
(fog)@)=2+1=5#£9=(2+1)°=(g0)(2)

Exercice 3

On considére les deux applications f et g de [1,9] dans lui-méme définies par
leurs tables de valeurs :

4 7 8 9 T
8 5 1 2

1 2 3 5 6 1 2 3
6 4 7 9 3 glz) |1 2 7

4 56 7 89
4 56 3 89

f(z)

Représenter de la méme fagon les applications gog, go f, fo f, fog.

Proposition 3.

Soient E et F deux ensembles et f: E — F une application.

fooidp = f
dp o f = f
Proposition 4.
Soient E, F, G trois ensembles.
Soit f : E — F une application.
Soit g 1 F' — G une application.
Soit h : G — H une application.
On a alors :| ho(gof) = (hog)of

(la loi o est associative)

Remarque
Avec les notations précédentes, on a :

e hog: F— H,
e gof:FE—G,
e« hogof:E— H.
(la notation ho go f est autorisée du fait de l’associativité de la loi o)
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IV. Caractére injectif, surjectif, bijectif des applica-
tions

IV.1. Injectivité
Définition
Soient E et F' deux ensembles.

o Une application f : F — F est injective si tout couple d’éléments distincts
de E fournit deux images distinctes par f.

V(z1,22) € E?, w1 # 2 = f(21) # flx2)

Représentation graphique
Soient E, F' des ensembles et f: £ — F une application.

Exemple d’application injective et non injective.

R —
T
En effet, si 21 et 22 sont deux éléments de E tels que x1 # x4, alors f(z1) =

x1 # 22 = f(22).

g | R —
x

1) L’application est injective.

R

2) L’application 2 est non injective.
En effet, —1 # 1 et g(—1) =1 = g(1).

8) En revanche, g\, est bien injective.

Proposition 5.
Soient E et F deuz ensembles.

Soit f : E — F une application.

[ injective & Tout élément y € F' admet au plus un antécédent par f

Démonstration.
On raisonne par double implication.

(=) Supposons par I’absurde que f est injective et qu’il existe un élément y € F
admettant strictement plus d’'un antécédent par f.

Alors il existe (71, 72) € E? tel que x1 # o2 et f(x1) =y = f(x2).

Ceci contredit 'injectivité de f.

Supposons que tout élément y € F admet au plus un antécédent par f.
Soit (z1,x2) € E? tel que 21 # x2. Notons y1 = f(x1) et yo = f(z2).

Alors on a forcément y; # yo car sinon y; posséderait deux antécédents
distincts z1 et xs. n

Démontrer qu’une application est injective
On peut utiliser la définition équivalente, stipulant qu’une application est injec-
tive si et seulement si :

Y(z1,22) € E?, f(21) = f(22) = 71 = 22

Cette définition est 1’écriture contraposée de la définition initiale.
(on a méme : f(x1) = f(x2) & x1 = 22)

Démontrons que f:FE — F injective.
Soit (w1,x2) € E2.

On suppose que f(x1) = f(x2). ...démonstration

Alors x1 = 2.
On a donc démontré que f est injective.
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Proposition 6. Proposition 8.
Soient E, F', G des ensembles. Soit f : R — R une application.
Soit f: E — F une application. f strictement croissante sur R = f est injective

Soit g : F — G une application.

f est injective
g est injective

Démonstration.
Soit (z1,22) € R? tels que 21 # xa.
Quitte & renommer x1 et x2, on peut supposer que : x1 > Ta.

Or, la fonction f est strictement croissante. On a donc : f(z1) > f(z2).
Autrement dit, la composée de deuz applications injectives est injective. Ainsi : f(x1) # f(22).

go f: E — G est injective

Démonstration. On en conclut que f est injective. O
Supposons f et g injectives et démontrons que go f : E — G est injective.

Soit (z1,72) € E? tel que go f(x1) = go f(x2). IV.2. Surjectivité

Autrement dit : g(f(x1)) = g(f(z2)).

Or, comme g est injective, on en déduit que : f(z1) = f(z2). Définition
Or, comme f est injective, on en déduit que : z1 = xo. Soient E et F' deux ensembles.
Ainsi g o f est injective. 7 e Une application f de E dans I est surjective si tout élément de F' admet

au moins un antécédent par f.
Proposition 7.

Soient E, F', G des ensembles. VYye F,3x € E, y = f(x)
Soit f : E — F une application.

Soit g : F — G une application. o Autrement dit, f surjective si:| Im (f) =F

go f estinjective = f injective

Représentation graphique
Soient E, F' des ensembles et f : E — F une application surjective.

Démonstration.
Supposons g o f injective et démontrons que f : E — F est injective. B ¥
Soit (z1,72) € E? tel que f(z1) = f(x2). F

On o alors + g(f(21)) = 9(f (2)). "’

(égalité obtenue en composant chaque membre de 1’égalité précédente par g)

Autrement dit : go f(x1) = go f(x2). ]
Or, comme g o f est injective, on en déduit que : x1 = a. ’
Ainsi f est injective. O
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Exemple d’applications surjectives et non surjectives.

. R — .
1) L’application ! RN est surjective. En effet, tout élément y de
R est atteint par f puisque y = f(y).
, .. R — R ..
2) L’application s 2 est non surjective. En effet, —1 ne peut
s’écrire comme le carré d'un réel (il n’existe pas de = € R tel que —1 = x2).
IR — R . S
3) En revanche, RN :c2+ est bien surjective. En effet, tout y € Ry

peut s’écrire sous la forme y = h(,/y). On a bien h(R) = R;.

Démontrer qu’une application est surjective
La propriété définissant la surjectivité fournit le schéma de rédaction suivant.

Démontrons que f:FE — F surjective.

Soit y € F.

Exhibons x € E tel que y = f(x).

.. .démonstration ...

Alors y = f(x).

On a donc démontré que f est surjective.

Remarque

o L’élément y nommé au début de la démonstration est un élément de ’ensemble
F. Le but de la démonstration est de démontrer qu’il existe z € E tel que
y = f(z), ce qui signifie que y € Im(f) (= f(E)).

« On démontre donc que tout élément y € F vérifie y € Im(f).

Autrement dit : F' C Im(f).

« Comme on a toujours Im(f) C F, on démontre ainsi :

Im(f)=F.

On l'a déja dit : il ne faut pas confondre F' et Im(f).
Ces deux ensembles ne sont égaux que si f est surjective.

A\

Exercice 4 (un grand classique)
Soit E/ un ensemble.

Démontrer qu'il n’existe pas de surjection de E dans Z(E).
On pourra considérer ’ensemble A = {z € E | z ¢ ¢(x)} pour une certaine
application .

Proposition 9.
Soient E, F, G des ensembles.
Soit f 1 E — F une application.
Soit g : F' — G une application.

t surjecti ect
f est surjective } go f: E — G est surjective

g est surjective

Autrement dit, lo composée de deux applications surjectives est surjective.

Démonstration.

Supposons f et g surjectives et démontrons que g o f est surjective.
Soit y € G.
Démontrons qu'il existe x € E tel que y = f(z).
Comme g : F — G est surjective, il existe u € F' tel que y = g(u).
Comme f: E — F est surjective, il existe x € F tel que u = f(x).

On a alors : y = g(u) = g(f(x)) = go f(z).

Ainsi g o f est surjective. m
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Proposition 10.
Soient E, F', G des ensembles.
Soit f : E — F une application.
Soit g : F — G une application.

go f est surjective = g surjective

Démonstration.
Supposons g o f surjective et démontrons que g est surjective.

Soit y € G.

Démontrons qu'il existe z € E tel que y = g(z).

Comme g o f est surjective, il existe u € E tel que y = go f(u) = g(f(u))-
Notons z = f(u). Alors x € F et x vérifie y = g(x).

Ainsi f est surjective. ]

Proposition 11.

Soient E et F' deux ensembles et f: EE — F une application.

f + E = f(E)

Alors Uapplication est surjective.

Démonstration.

Soit y € f(E) ={f(z) | z € E}. )
Alors, par définition de f(F), il existe z € F tel que y = f(x) = f(x).

Ainsi f est surjective. O

Remarque
) . . . L
o C’est une maniére classique de rendre une fonction surjective.

o Cette propriété est notamment utilisé dans le théoréme de la bijection.

Plus précisément, si f : [a,b] — R est telle que :
x f est strictement croissante sur [a, b],
x f est continue sur [a, b],
alors f est une bijection de [a,b] sur f([a,b]). En effet :
a) Comme f est strictement croissante, elle est injective.
b) On rend alors cette fonction surjective modifiant son ensemble d’arrivée.
Plus précisément, f : [a,b] — f([a,b]) est surjective.
« Notez que nous n’avons pas eu besoin dans la démonstration précédente du
caractére continue de la fonction f. Dés lors, & quoi sert cette hypotheése?

(i) Si f est continue, alors f([a,b]) est 'image d’un intervalle par une fonc-
tion continue. C’est donc un intervalle.

(i) Sous ’hypothése de continuité de f on a la propriété :
f injective = f strictement monotone

La réciproque étant toujours vérifiée, on obtient une caractérisation des
applications strictement monotones. Si f est continue, on a :

f injective < f strictement monotone

10
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IV.3. Bijectivité Représentation graphique
Définition Soient E, F' des ensembles et f : E — F une application bijective.
Soient E et F' deux ensembles.

Soit f : E — F une application.

o On dit que 'application f : E — F est bijective ou définit une bijection de
FE dans F si f est injective et surjective.

o Ainsi, application f: E — F est bijective si tout élément y € F' admet un
et un seul antécédent € F par f. Autrement dit :

Vye F,Alz € E, y= f(x) Exemple d’application bijective et non bijective.
o R — s C
1) L’application ! est bijective car elle est & la fois injective
Remarque N v
Si f: E — F est une application bijective : et surjective.
g R

x f est une application : donc a tout élément x de E correspond un et un seul 2) L’application

R L . .
2 n’est pas bijective. En fait, elle n’est ni
élément y de F,

T
injective ni surjective.
x f est bijective : donc & tout élément y de F' est associé un unique élément x

Ry — R . S . .
de E par f (z est Pantécédent de y par f). 3) En revanche, ; N J;; est bien bijective puisqu’elle est & la fois
On en conclut quil y a « autant » d’éléments dans E que dans F. injective est surjective. Tout y € R, s’écrit d’une unique maniére comme un
carré 1 y = (\/7)? = t(y).
Définition 4) Quen est-ilde gjp, 7de g: R - R 7

Soient E et F' deux ensembles. Propriétés

Soit f : E'— F une application bijective. Soient E et F deux ensembles.
« La (bijection) réciproque associée & f, notée f~1 : F — E, est application  Soit f : F — F une application bijective.
de F dans FE qui, a chaque y de F, associe son unique antécédent = par f.

a. L’application réciproque f~! est bijective et (f_l)f1 =f

eOnaalors:| Vee E\VyeF, z=fYy) & y=f(z)
(f1(y) est l'unique antécédent de y par f) b. 1) | Yee EVYyeF, (y=f(z) & == fﬁl(y))

2)| YWeF, f(f'(y) =y

3)| VeeE, [T{(f(z) =«

11
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Proposition 12. Démonstration.

Soient E et F deuz ensembles. Le caractere associatif de la loi o (parenthésage comme bon nous semble) nous

ermet d’écrire :
Soit f: E— F etg:F — E des applications. beri Hr

(gof)o(ftog™) (f"togolgolf)
go f=1idg } N f et g sont bijectives. = gofoflog! = floglogof
= 1 D N = 71 = 71 — — - —
fog=idp eplus:g=f et f=g = go(fofHog! = flo(glog)of
— 3 —1 _ 1
Démonstration. = 9° ld(f °9 . =/ 710 1d§ °f
a. On sait que go f =idg. Or idg est une bijection de F dans F. = (g0 l_lF) Og_ N (f_l °idr) ? U
Donc g o f est bijective. On en déduit que g o f est notamment surjective. = gog = idg = [T of =idg
Ainsi g est surjective. D’aprés la proposition 12, g o f est bijective, de réciproque f~1 o g~!. O

De méme, fog=idp. Or idg est une bijection de F dans F.

Donc f o g est bijective. On en déduit que f o g est notamment injective. Méthodologie : déterminer la réciproque d'une application

Ainsi g est injective. « Par une étude théorique : via la proposition 12.
On en déduit que g est bijective. Exercice 5
On démontre de la méme maniére que f est bijective. Soit f : E — E une application vérifiant fo fo f = idg.

b. La réciproque de f est par définition I'application qui & y € F associe son ~ Montrer que f est bijective et déterminer sa réciproque.
unique antécédent par f.

Soit y € F. Alors f(g(y)) = fog(y) =idr(y) = y. « Par calcul : en inversant l'égalité y = f(x)
L’élément g(y) est un antécédent dey par f.  TTTTTTOT
Comme f est bijective, cet élément est unique. D’ot1 g(y) = f~(y). Exercice 6
Ainsi : Yy € F, g(y) = f~1(y). On considére I'application :
Aut tdit:g=f""
utrement dit : g = f O g: R\[=5} — R\{2}
Proposition 13. T 2r —3
x+95

Soient E, F et G des ensembles.

Soit f : E — F une application. a. Démontrer que g est une bijection et déterminer sa réciproque.

R — ]—-1,1]
b. Répondre aux mémes questions pour h : v z
e« Sif:E—Fetg:F — G sont deuzx bijections, 1+ |z

alors la composée go f : B — G est une bijection, et on a :

Soit g 1 F — G une application.

(gof) t=flog™!

12
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Il suffit de remarquer que :

Exercice 7
Soit f : E — E une application vérifiant fo fo f =idg.
Montrer que f est bijective et déterminer son inverse.

Démonstration.

(fof)of = idg
fo(fof) = idp

Par la proposition 12, on en conclut que f est bijective et que f~! = fof. O

Exercice 8
On considére 'application :

g: R\{-5} — R\{2}
2r — 3
T+5

X

a. Démontrer que g est une bijection et déterminer sa réciproque.

On souhaite démontrer que :

Vy e R\ {2},3 12 e R\ {-5}, vy =g(z)

Soit y € R\ {2}. On résout I’équation y = g(z) d’'inconnue z € R\ {-5}.
Pour ce faire, on raisonne par équivalence :

y = g(x) (1)

- _ 20— 3 ,

vy = T+5 (#)

< yle+b) = 2¢x-3 (3)

& 2(y—-2) = -3-5y “4)

- S 34+ by )
2—y

Soit y € R\ {2}.

3+5
Notons x = i Y
)
3+5
o Alors z # —5. En effet, on aurait sinon : —5 = 2+ g
-y

Et donc —10 4+ 5y = 3 + 5y et ainsi —10 = 3 ce qui est impossible.
« D’autre part, on a :

2(3+5y)—3(2—
ST T Ry T mRBey  2-g 13 Y
) )

L’unicité de = est donnée par le raisonnement par équivalence précédent.
Ainsi, g : R\{—5} — R\{2} est bijective.

g7 | R\{2} — R\{-5}
Sa bijection réciproque est : 3+ 5z
x —
2—x
R — ]-1,1]
. Répondre aux mémes questions pour h : . T
1+ |z

On souhaite démontrer que :
Vye|—1,1[,3 'z e R, y = h(x)

Soit y € | — 1, 1[. On résout I’équation y = h(z) d’inconnue x. Pour ce faire,
on raisonne par équivalence :

y = h(z) (1)

X
< vy = 1+ |z @
& yl+z]) = = (3)
& lzly—z = —y 4)
& z(sgn(z) y—1) = —y (5)
< TS @1 ©

13
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On a introduit la fonction signe qui est définie par :

sgn : R — R
1 sixz>0
T 0 siz=0
-1 sixz <0
(en particulier, on a :sgn(x) x = |x| pour tout x € R)

alors on a sgn(y) =

x
On remarque enfin que, comme 14 |x| > 0, siy = e
x

sgn(x).
On en déduit que :

Soit y € | —1,1].

Notons x = ;y. On a alors :
lyl —1
—y
h(z) = e s A ! S !
1+ |z —y -1 = -1 _lul
|z ”‘\w—l) |yl 14+ 1+ 4
-y 1 —Y
X = — = y
_ 1 _
=1 oy

(lyl =1 =1—|y| car [yl <1)
L’unicité de x est donnée par le raisonnement par équivalence précédent.

Ainsi, h:] — 1, 1[— R est bijective.
Rt R — ] —1,1]
S L ) .
Sa bijection réciproque est : N

[ =1

14
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