PCSI

Colles

Semaine 26 : 7 avril - 11 avril

I. Questions de cours

Exercice 1

1. Calculer les intégrales suivantes :

1, 5
a) T dz b) /0 e’ sin(x) dz
1

n k E\ n2

2. Démontrer que la suite II <1 + ) converge et déterminer sa limite.
k=1 n

neN*
Exercice 2

1. Calculer les intégrales suivantes :

% x2 \/5 1
g b - 4
a)/o N )/1 O

2
n
2. Soit n € N. Démontrer que la fonction z — / eVt dt est derivable sur R4 et déterminer sa
T

dérivée.

Exercice 3

Soient E et F' des K-espaces vectoriels.

Soit f € Z(E,F).

1. Démontrer : H est un sev de E = f(H) est un sev de F.
2. Démontrer : G est un sevde F = f~1(G) est un sev de E.

Exercice 4
Soient E et F' des K-espaces vectoriels.
Soit f € Z(E,F).
1. Démontrer : f injective < Ker(f) = {0g}.

2. Supposons de plus que E est de dimension finie. On note % = (e, ..., e,) une base de E.
Démontrer : Im(f) = Vect (f(e1),..., f(ep))-
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I1. Exercices

Intégration
Intégrales fonctions de leurs bornes

Exercice 5
Dériver les fonctions suivantes.

X 3
a. Hz::v'—>/ e‘ﬁdtoﬁneN d. H5:$,_>/m dt
n 22 l1+t+1t2
TL2 X
b.HgZZL‘F—)/ e‘/%dtounEN e. Hy .z — V14u? du
X —T
x? ev s
c. H4:x»—>/ V3t gy f- H7:x— — ds
1 vz Ins

Exercice 6

1. Démontrer : Vit € R, 0 < 1 — cos(t) < 3

3z
t
2. En déduire : lim cos(?)
z—0t J, t

dt = In(3).

Exercice 7 )
T
On note F : x — V14t dt.

x

a. Donner I'ensemble de définition de F, puis donner le signe de F'(x) suivant les valeurs de x.

b. Montrer que pour tout t > 0 : 12 < V1+tt < 1+ 2,

c. En déduire un encadrement de F'(z), pour z € [0, 400].
7
d. Montrer alors que : F(z) ~ —x3.

T—+00

e. Démontrer que F réalise une bijection de R™ vers un intervalle & préciser.

Exercice 8

On considére la fonction :
F : R - R

r —_—
z Vtt4+t24+1
1. Montrer que F' est impaire.
2. Montrer que F' est indéfiniment dérivable sur R. Préciser la dérivée de F' et étudier ses variations.

3. a) Montrer que la restriction de F' sur R, présente un maximum en un point dont on précisera le
parameétre.

b) Déterminer, & ’aide de la méthode des trapézes, une valeur de ce maximum avec une précision

de 1072,

4. a) Démontrer : Vo € RY | F(z) < /x =

b) En déduire, si elle existe, la limite de F' en 400.

5. Donner 'allure du graphe de F'.
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Exercice 9

1. Démontrer : Vt € [0,1], ¢t <e' —1 < et.
T et

2. En déduire :/ —dt ~ In(x).
1 t z—0t

Exercice 10
On considére la fonction: F : R — R

r ' \/2—(Sin(t))2 dt

Montrer que F' est indéfiniment dérivable sur R. Préciser la dérivée de F' et étudier ses variations.

Montrer que F' est impaire.

Calculer un développement limité de F' en 0 & 'ordre 3. Que peut-on en déduire sur le graphe de F'?7
a) Démontrer : Vo € R%, F(z) > 2.

b) En déduire, si elle existe, la limite de F' en 4oc0.
La suite de la question a pour objectif de préciser ce résultat.

¢) Pour tout z € R4, justifier existence de k € N tel que : k7 < x < (k + 1)7. Puis démontrer :

F(z) = 2k /07r V2 — (sin(t))” dt +2 /k: V2 — (sin(t))? dt

F(m)x

™o N

d) En déduire que la fonction x — F(z) — est bornée et trouver un équivalent de F' au

™
voisinage de 400.

Exercice 11

On considére la fonction :
F : R - R

sin(x

(z)
x V1—1t2dt

cos(x)
1. Déterminer le domaine de définition de F' et préciser son domaine d’étude.
2. Moutrer que F' est contintiment dérivable sur R. Préciser la dérivée de F' et étudier ses variations.

3. Donner l'allure du graphe de F'

Exercice 12
Soit n € N*. On considere la fonction : F : Ry — R

T et
T / dt
o 1+t

1. Justifier : F € C'(Ry). Préciser la dérivée de F' et étudier ses variations.

. 1 v,
2. a) Démontrer : Vo € Ry, F(z) > g / e’ dt.
b) En déduire, si elle existe, la limite de F' en 4-oc0.

3. Démontrer que F réalise une bijection de Ry sur lui-méme. On désignera sa bijection réciproque
par G.

4. Montrer que G est continiment dérivable sur R, et qu’elle est solution de I’équation différentielle :
1+y"
/

ey
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Exercice 13
On considére la fonction : F : [-27,27]\ {0} — R

2 o:
t
. - / i) 4y

2
1. Montrer que F est paire.
2. a) Démontrer : F(7) = /7r < ! - ! ) sin(u) du.
o \(u+2m)? (ut7)?
b) En déduire le signe de F'(7).

3. En s’inspirant de la question précédente, déterminer le signe de F'(27).

4. a) Montrer que F' est indéfiniment dérivable sur son ensemble de définition. Préciser la dérivée de
F et étudier ses variations.
b) Montrer alors que F' s’annule exactement quatre fois et isoler chacun de ses points d’annulation.

t3

5. a) Vérifier : Vt € R, |sin(t) — t] < 5

b) En déduire que F se prolonge par continuité en 0 en une fonction G.

¢) Préciser la valeur prise par la fonction G en 0, puis montrer que G est continfiment dérivable
sur [—2m, 27].

Sommes de Riemann

Exercice 14
Calculer les limites des suites ci-dessous.
n k n 1
a. U, = - b. v, = - -
" kgl n? 4 k2 " kzza Vn? + 2kn

Exercice 15

Calculer, en utilisant une somme de Riemann, les intégrales de  — x, z — €® et x + sin(mz) sur
[0,1].

Exercice 16
Soit x € | — 1, 4+o00].

1. Démontrer, pour tout n € N* :

771:[1 (1 — 22 cos (lm> n Iz) _ @1 @E™-1)

k=0 z+1

2. En déduire la valeur de / In (1 — 27 cos(t) + 2?) dt.
0

Exercice 17
Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites suivantes.

n on+k 1
1. . (2n)1\
(192—:1 n? + k2>n€N* 4- ((n' n") )
neN*

n k2
. (ﬁ 2(k3+n3)§>n€N* 5 <ln<n>— ) mﬂ*’”)

neN*
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Exercice 18
Soit f € C°([0,1],R% ). On considére la fonction :

F : [0,1]] - R

z /Oxf(t)dt

1. Montrer que F induit une bijection continue a réciproque continue de [0, 1] sur F([0,1]).

2. Montrer que, pour tout n € N* et tout p € [0,n — 1], il existe un unique z, , € [0,1] tel que :

/OMP F(t) dt = % /01 F(t) dt

1 n=1
3. Pour tout n € N*, on pose : S;, = — > f(xy,p). Démontrer :
n p=0

i so= ([ o a) ([ o)
Exercice 19

n k k
Pour tout n € N*, on pose : u, = ) sin (> sin <2>
n n

1

k=1
x3
1. Vérifier, pour tout « € Ry : | sin(z) — | gg.
2. Démont tout n € N* S F (B < L
. Démontrer, pour tout n s Uy, — — sin | —
P "o n? n)| " 6n2

3. Démontrer que la suite (up)nen+ converge et déterminer sa limite.

Sommation discréte et intégration

Exercice 20

On considére la fonction :
f+ R = R

1
o B0
T
1. Etudier les variations de f.
n
2. Pour tout n € N\ {0,1}, on pose : u,, = > f(p).
p=2
a) Pour tout n € N\ {0, 1,2}, comparer u, et la valeur de l'intégrale I,, de la restriction de f sur

[1,n].
b) Majorer la suite (Ip,)nens.
¢) En déduire le comportement asymptotique de la suite (uy)n>o.

Exercice 21
LS|
Déterminer, si elle existe, la limite de la suite (Z > .
neN*

k=1 Vnk
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Croissance de I’'intégrale

Exercice 22
Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b. Soit f € C°([a, b]). Démontrer :

)

/[ab

Il =
]

/ f‘ < f positive ou négative
[a,b]

Le résultat est-il encore vrai si f est seulement continue par morceaux sur le segment [a, b] ?

Exercice 23
Soit n € N*. Soit f € C°([0, 1]).

1.

On suppose que f s’annule au plus n fois.

a) Justifier I'existence d’une fonction polynomiale P de degré au plus n dont les racines sont les
points d’annulation de f en lesquels la fonction f « change de signe » et sont simples.

b) Montrer alors que l'intégrale de f x P sur [0, 1] est nulle.

1
On suppose que, pour tout k € [0, n], l'intégrale / 2* f(x) dx est nulle. Démontrer que la fonction
0

f admet au moins n + 1 points d’annulation.

Exercice 24
Soit f € CO([O,W]).

1.

On suppose que f ne s’annule pas sur |0, 7[. Montrer que 'intégrale de la fonction x — f(x) sin(x)
est non nulle.

On suppose qu'il existe a € |0, 7[\{F} tel que la restriction de f sur [0, o] ne prenne que des valeurs
positives et la restriction de f sur [«, 7] ne prenne que des valeurs négatives.

a) Montrer qu’il existe A € R tel que la restriction sur [0, 7] de x — sin(z) + A cos(x) s’annule une
unique fois, au point a.

b) Montrer que lintégrale sur [0,7] de la fonction @ — (sin(z) + A cos(z)) f(z) est nulle si et
seulement si f est.

On suppose : _ ﬂ
/ f(x) sin(z) dz = / f(z) cos(z) de = 0
0 0

Montrer que f s’annule au moins deux fois.

Autour de la formule de Taylor

Exercice 25 )
Pour tout (n,p) € N2, on pose : I, , = / t" (1 —t)P dt.
0

1.

Pour tout (n,p) € N x N*, exprimer I, , en fonction de I, 1p—1.
En déduire, pour tout (n,p) € N2, une expression explicite de I, .

En interprétant, pour tout (n,p) € N2, I, , comme le reste dans une formule de Taylor-Lagrange,
retrouver le résultat de la question précédente.
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Exercice 26
Soit f € C?(R) telle que |f]| et |f”| soient majorées respectivement par M et M".

1. a) En appliquant deux fois une inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction f & 'ordre 2, montrer
que pour tout réel strictement positif a :

12 f'(0) + f(=a) = f(a)| < M"d?

b) En déduire : | f/(0)| <2V M M".
(on pourra utiliser une valeur particuliére de a dans l’estimation précédente)
2. En appliquant la question précédente aux fonctions ¢ — f(t + z) pour tout 2 € R, montrer que |f’|
est bornée et majorer alors sa borne supérieure par un réel ne dépendant que des bornes supérieures

de [f] et [f”].

Noyau et image d’une application linéaire

Exercice 27
T
Soit f : %371(1@) — R telle que f| x2 | = x1 + 222 + bx3.
3
Montrer que f est linéaire, puis déterminer Ker(f) et Im(f).

Exercice 28
x1

n
Soit f : Mp1(R) = Rtelleque f| @ | = .
i=1

Tn
Montrer que f est linéaire, puis déterminer Ker(f) et Im(f), avec une base pour chacun.

Exercice 29
Soit ¢ : R[X] — R[X] telle que p(P) = P'.
Montrer que ¢ est linéaire, puis déterminer Ker(y) et Im(¢), avec une base pour chacun.

Exercice 30
Soit f : E//471(R) — .//4’1(R) telle que Ker(f) = .//4,1<R).
Que dire de 'application f7?

Exercice 31

Soit f 1 Mo (R) = Mo (R) telle que f@ _ <_xx+_yy>.

Montrer que f est linéaire, puis déterminer Ker(f) et Im(f), ainsi qu’une base pour chacun. Que
conclure ?

Exercice 32
On définit une fonction f : #51(R) — #51(R) en posant :

()= (G2

2. Etudier l'injectivité de f, puis la surjectivite de f.

1. Démontrer que f est linéaire.

3. Déterminer si elle existe la bijection réciproque de f.
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Exercice 33

Soient A € ., (R) une matrice et f : 4, 1(R) — 4, 1(R) application linéaire définie par f(X) =
AX. On suppose A inversible.

Démontrer que f est bijective et que f~! est Papplication linéaire .4, 1(R) — .#,1(R) définie par
Y (Y)=A"1y.

Exercice 34. Endomorphisme et commutant

1. Soient F et F deux espaces vectoriels et f € Z(FE, F). Montrer que le noyau Ker(f) de f est un
sev de E.

2. Soit A € #,(R) une matrice fixée.
On considére 'application ¢4 : M € 4, (R) — AM — M A.
a) Montrer qu c4 est un endomorphisme de ., (R).

b) OnnoteCq = {M € #,(R) ] AM = M A} le commutant de la matrice A. Déduire des questions
précédentes que Cy4 est un sev de ., (R).

1 2

¢) Dans cette question, n =2 et A = (O 3

). Déterminer une base de Ker(cy4) et sa dimension.

Exercice 35. Composition
Soient E un espace vectoriel et f un automorphisme de E. On considére :

b {7 =
L g = fogof!
1. Montrer que ® est un endomorphisme de .Z(F).

2. En recherchant une application réciproque sous la méme forme que ®, montrer que ® est un auto-
morphisme de Z(F).

Exercice 36
-1 1 0 1
On considére les matrices A= 0 -1 1 |etU=1]1].
1

1. Déterminer le rang de A. Lo -

2. Calculer AU puis en déduire Ker(A).

Exercice 37

On considére 'application f : Rg}[DX] : Q(X) = Plf)?{{(i—]l) ~ P(X)
1. Montrer que f est linéaire.

2. Soit P € Ryo[X]. Calculer f(P). f est-elle injective?

3. Déterminer une base de I'image de f. f est-elle surjective?

4

. Déterminer un polynoéme de R3[X] n’ayant pas d’antécédent par f.

Exercice 38
On considére ’application linéaire
‘ R* — R3
" (wyozt) = Qetytzatyttaetz—t)
1. Déterminer une base du noyau de g.

2. Déterminer une base de 'image de g en utilisant le théoréme du rang.
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Exercice 39

On considére les matrices I = < ) et J = <(1) (1)> de #5(R) et on note f application

f: a b a—+d b+c
e d — 5 I+ 5 -J

. Calculer f(I) et f(J).
. Montrer que f est un endomorphisme.

. Déterminer une base du noyau de f. f est-elle injective 7

NOWLW N N

. En déduire le rang de f puis une base de 'image de f.

Exercice 40
E désigne un espace vectoriel sur R, rapporté a une base # = (e1, ea, e3). Pour tout réel a, on considére
I’endomorphisme f, de E défini par

Jale2) =0 et fo(er) = fa(es) = aer + ez — ae3

1. Déterminer une base de Im(f,).

2. Montrer qu’une base de Ker(f,) est (e2,e1 — e3).

Exercice 41
Soit F un espace vectoriel et f un endomorphisme de F.

1. Montrer que Ker(f) C Ker(f?) et que Im(f?) C Im(f).

2. Démontrer 1’équivalence suivante :

Ker(f) = Ker(f?) & Im(f) N Ker(f) = {0}

Isomorphisme

Exercice 42. Isomorphismes

Montrer que les applications suivantes sont des isomorphismes.
1 f R4 — R4

. ' (‘rayazat) = (.’L'—t,y—FZ,y—Z,Z'—i—t)

2. f: Ro[X] —  Ro[X]
Y P — P+ P
3. f: AMor(R)  —  Mr(R)
M — TMT

4 Ro[X] — R3
P = (P(0),P(1), P7(0))

avec T' € #>(R) inversible.
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Exercice 43
1. Soit n € N*. On pose : E = {P € R,[X] | P(0) =0}.
a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de ¥ dont on déterminera la dimension.
b) Vérifier alors que 'application suivante est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
¢  E — Ry,[X]
P — P(X+1)—-P(X)

2. Onpose Qo(X) = 1et, pour tout n € N*: Qi1 = ¢~ 1(Qn). Montrer que la famille (Qo, Q1, - . ., Qn)
est une base de R, [X].

Exercice 44
Soit n € N. Soit (ag, a1, ...,a,) € R" ! deux a deux distincts et P un polynome réel de degré n.

1. Montrer que (P, P’, ..., P(™) est une base de R, [X].

2. a) Démontrer que I'application suivante est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

o Rn[X] N Rn—H
P~ (P(ag),P(ar),..., P(an))

b) Soit (Xg,. .., ) € R™. Supposons :
Vie[0,n], > MP9az) = 0
k=0

Démontrer : Vi € [0,n], \; = 0.
3. Démontrer que la famille (P(X + a,),..., P(X + a,)) est une base de R,,[X].

Exercice 45

Soit FF un K-espace vectoriel de dimension n.

Soit f € Z(F) tel que : f" = 04 (g et [t £ 0 (E)-

On note C ’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f.

1. Montrer qu'il existe a € F tel que : f(®~1(a) # 0. En déduire que la famille (a, fla),..., f”_l(a))
est une base de FE.

2. a) Démontrer que C est un sous-espace vectoriel de .Z(E).
b) Démontrer que I'application suivante est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

p : C —- FE
g — g(a)

¢) Que dire de la dimension de C?
3. Démontrer : C = Vect (idE, f,f2, ... ,f"fl).

Exercice 46
Démontrer que ’application suivante est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
e RyX] — R,[X]
P +— P+P+P

10
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Exercice 47
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. On considére
I’application :
f+ AxB — FE
(x,y) = z+y
1. Montrer que I'application f est linéaire et déterminer son image et son noyau.
2. Montrer que AN B et Ker(f) sont isomorphes (en tant qu’espaces vectoriels).

3. Déduire du théoreme du rang :

dim(A+ B) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B)

Généralités sur les applications linéaires

Exercice 48
Soient E, F et GG trois K-espaces vectoriels de dimensions finies.
1. Soient f € L(E,F), g1, g2 € L(F,G), et hy, hs € Z(G, E).
a) Montrer que si f est injective et si f o hy = f o hy alors hy = ha.
b) Montrer que si f est surjective et si g1 o f = go o f, alors g1 = go.

2. Application.

0o -1 -1
Soient A € #32(R) et B € 43 3(R) telles que AB = (—1 0 —1).
1 1 2

Calculer (AB)? et en déduire BA.

Exercice 49
Soit E un K-espace vectoriel.
Soit n € N* et soient Fi, ..., F), des sous-espaces supplémentaires de F.

Pour tout ¢ € [1,n], on note p; la projection sur F; parallelement & @ Fj.
ki
1. Montrer :

(i) iddg =p1 +p2+---+pn (ii) V(i,j) € [1,n]?, i #j = piop; =0

2. Soient py, ..., pp des endomorphismes de F vérifiant (7) et (ii).
On note F; = Im(p;).

n
a) Montrer : E = € F;.
i=1
b) Montrer que pour tout i € [1,n], application p; est la projection sur F; parallélement & € F.
ki
Exercice 50
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soit V' un sous-espace vectoriel de E.
Onnote A={f e Z(E,F)|V CKer(f)}.

Montrer que A est un K-espace vectoriel et calculer sa dimension.

11
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Exercice 51
Soit (a,n) € R x N*. On considére 'application :

f @ Ru[X] = Ry[X]
P = (X—a)(P(X)+Pl(a)—2(P(X)-P(a))

1. Montrer que f est bien définie, puis que ¢’est un endomorphisme de R, [X].

2. Soit P € R,[X]. On note (ag,a1,...,a,) ses coordonnées dans la base (1,X —a,..., (X —a)").

n .
a) Démontrer : f(P) = > (i—2)a; (X —a)".
i=2
b) En déduire le noyau et 'image de f.
3. a) En utilisant directement la définition de f, calculer, pour tout i € [0, n], f((X — a)i).

b) Retrouver alors les résultats de la question 2.

Exercice 52
Soit (u,v) € (‘,iﬂ(E))2 Supposons : vou = 0g(g) et u+ v injectif.
Démontrer : rg(u) + rg(v) = dim(E).

Exercice 53
Soit u € Z(FE). Supposons que u est de rang 1.
Démontrer qu’il existe A € K tel que : uou = A - u.

Exercice 54
Soit n € [2,+o0[. Soient Ey, ..., E, des K-espaces vectoriels de dimension finie et (ug,...,up—1) un
éléement de Z(Ey, Eq) x Z(E1, Ey) x -+ x Z(E,—_1, E,) tel que ug soit injective, u,—1 soit surjective
et, pour tout i € [0,n — 2] : Im(u;) = Ker(u;+1). Démontrer :

n ,

> (—1)" dim(E;) = 0

i=0

Exercice 55
Soit E un K-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2. Soit f € Z(E).

1. On suppose que f laisse stable toutes les droites vectorielles de E.
On désigne par (e1,...,e,) une base de E.
a) Vérifier que, pour tout i € [[1,n], il existe A\; € K tel que : f(e;) = A e;.
b) Démontrer que, pour tout (i,j) € [1,n]?, e; + e; est colinéaire a f(e; + e;).
¢) Montrer alors que les \; sont égaux.
d) En déduire qu’il existe A € K tel que : f = A -idg.
2. Supposons : Vg € Z(F), fog=go f. Démontrer qu’il existe alors A € K tel que : f = \-idg.

12
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