PCSI

Colles

Semaine 11 : 25 novembre - 29 novembre

I. Questions de cours

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

1 1 x In(x 3
2 x
@) / Fprampe— b) / 2 du c) / T
0 ef —e ¥ -2 1+ x2) o 1+at
Exercice 2
Résoudre 'équation différentielle suivante sur R :
y = —ytae”
Exercice 3
Résoudre 'équation différentielle suivante sur R :
v — 2y + 2y = sin(27)
II. Exercices
Calculs de primitives
Exercice 4
Calculer les primitives suivantes.
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Suite d’intégrales

Exercice 5

1
Pour tout n € N, pn note I, = / z"e” dx.
0

a. A l'aide d’un raisonnement par encadrement, montrer que : I, — 0.
n—-+00

e 1

b. Montrer que pour tout entiern >0onal, = —— — ——
quep "Tn+l n+1

j

c. Montrer que :n I, ~ e.

n——+oo

Exercice 6
1—x)"

1
On note (Ip,)nen la suite définie pour tout n € N, par I,, = / ( e dx.
0

n!

a. A l'aide d’un raisonnement par encadrement, montrer que : I, — 0.
n—-+00

b. Montrer que I, = ' + Lny1-

(n+1)

noo1
c¢. En déduire que e = lim —.
n—+00 g k!

Exercice 7
On note (up)nen+ la suite définie pour tout entier n strictement positif par :

1 ,.n—1
x
= d
Up /0 T+ x

1. Calculer le premier terme u; de la suite.

2. Montrer que (up)nen+ est une suite de réels positifs.

3. Montrer que (u,)pen+ est une suite décroissante.
4. Montrer que 'on a, pour tout entier n strictement positif : w41 + up = —.
n
5. En déduire une fonction Python qui prend un entier n strictement positif et qui renvoie u,, le

n-iéme terme de la suite (u,)nen-.
6. Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la double inégalité :

1

< 2up <
n—1

S|

En déduire la limite de la suite (up)nen-.

7. A Daide de 'inégalité précédente, trouver un équivalent simple de u,,.

Exercice 8
Pour tout n € N, on pose :

1
I, —/ (1—a2®)" dz
0

1. Etablir une relation de récurrence entre I, et Lot
2. Calculer I,.

s no(=1DF /n
3. En déduire la valeur de .
2%+ 1
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Equations différentielles linéaires

EDL d’ordre 1

Exercice 9
Résoudre les équations différentielles suivantes.

/ 2
=y+1 2z 14+ 3z
a)@/ Yy h) y/_|_1 Qy: : 5

. /o — T
C) y/:2y+e2x (1+$) 7’) Yy ln(x)y x

D T+ 2y = 20— 50 a1 ) (2= 1)/ + 2y = sinte)

£)y =2y +222 -1 Daz@x—1)y —@Br—1y+22(x+1)=0
_ Y / _

g)y_a;2 m) ¥ty 1+e?

Exercice 10

Résoudre les problémes de Cauchy suivants.
y+2 =3 y -y = t2+1 y+y = te

1. 2. 3.
y(0) =10 y(0) = -3 y(1) = -1

Exercice 11. Lemme de Gronwall
Soient ¢ € [0, +o00[ et ¢ : [a,b] — R une fonction continue positive. Soit u : I — R telle que :

Vo e ladl, |u(@)| < c+/$ lu(t)] g(t) dt

X €T
1. On pose v : = — c+/ lu(t)| g(t) dt et w: x — v(z) exp (—/ g(t) dt). Montrer que w est
a a

décroissante sur 1.

2. En déduire : Vx € [a,0], |u(z)| < cexp (/ g(t) dt).

Exercice 12
Résoudre, sur |0, 1], I’équation différentielle :

1
(1—x2)y/+1‘y:5+xln(x)—a:

Exercice 13
Déterminer ’ensemble des fonctions f € CO(R, R) telles que :

& 2
Vz € R, / f(t) (2z —3t) dt = %
0

Exercice 14
Déterminer les fonctions f : [0, 1] — R dérivables telles que :

1
f’(a:)+f(a:)+/0 ft)ydt = 0
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EDL d’ordre 2

Exercice 15

Résoudre les équations différentielles suivantes.

1.y — 3y +2y =2¢>" 6. y" +y' — 2y = ch(x)

2.y -3y +2y=e 7.y —y=lz[+1

3.y — 3y +2y =26 4 e 8.y =2y + 2y = 8 sin(22)
4. Y+ 4y +4y=2 9. y' +y = sin’(x)

5 9 -2 +y==xe” 10. y" — 4y’ + 4y = x ch(2x)

Exercice 16
Résoudre les problémes de Cauchy suivants :

y' =3y +2y =0 y' — 6y +3y = tedt
1. { y(-1) =1 3. ¢ y(0)=-1

y'(-1) =2 Y (0) = —1

y' -2y = et y' +y = 3a2°
2. ¢ y(0)=-3 4. < y(0)=1

y'(0) =1 y'(0) =2

Exercice 17
Déterminer ’ensemble des fonctions f € CO(R, R) telles que :

Viz,y) € B2, f(x) f(y) = / by ar

Exercice 18. Changements de variable

1. En posant x = tan(t), résoudre I'équation différentielle :
(1+22?y +2e(1+2H)y +4y = 0
2. Soit @ € R*. En posant x = sh(t), résoudre I"équation différentielle :
(1+2%)y" +2y —a’y = 0
3. En posant ¢ = \/x, résoudre sur R* 1’équation différentielle :

4ry” +29y —y = 0

Exercice 19
Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique dirigé suivant 'axe (Oz) est régi
par un systéme différentiel de la forme :

2 = wy
= —w7a

2 =0

oll w est une constante dépendant de la masse, de la charge de la particule et du champ magnétique.
En considérant u = 2’ + i/, résoudre ce systéme différentiel.
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Equations fonctionnelles

Exercice 20
Soit f une fonction réelle & valeurs réelles deux fois dérivable sur R telle que, pour tout (z,y) € R :

flx+y)+ flx—y) = 2f(z) f(y)

1. On commence par étudier la fonction f.

a) Déterminer les valeurs possibles de f(0).
b) Montrer que si f(0) = 0, la fonction f est la fonction identiquement nulle.
¢) Montrer que f est paire et : f'(0) = 0.

2. Démontrer, pour tout (z,y) € R? :

(@) fly) = f=@) f(y)
3. En déduire que f est soit nulle, soit solution d’une équation différentielle linéaire du second ordre

A coefficients constants.

4. Déterminer I’ensemble des fonctions f satisfaisant ’équation fonctionnelle.

Equations différentielles non linéaires

Exercice 21
On considére ’équation différentielle :

zy —ze s —y = 0 (E)

Résoudre cette équation différentielle & ’aide du changement de variable

1
PX e — .
2w yla)

Exercice 22

1. Déterminer les fonctions dérivables y : R — R telles que :
V(z,y) €R? flz+y) = o fly) + flx)e
2. Déterminer les fonctions dérivables y : R — R telles que f(0) # 0 et :

V(z,y) eR?*  flz+y) = f() f'(y)+ f(2) fy)

Exercice 23
On considére I'équation différentielle : 3/ = 1 + y2.
1. Trouver une solution particuliére de cette équation sur l'intervalle | — 3, 5.
2. Soient a < b deux réels, I = |a,b| et f: I — R une solution de ’équation.
On définit g: I — ]—F,7] . Démontrer que g est dérivable sur I et déterminer ¢'.
z + arctan (f(z))
3. En déduire I'ensemble des solutions de I’équation sur l'intervalle ]a, b[.

4. Montrer que I'équation posséde une unique solution sur l'intervalle | — 5, Z[.
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