PCSI

Programme de colle - Semaine 27

Notation

On adoptera les principes suivants pour noter les étudiants :
x si I'étudiant sait répondre & la question de cours, il aura une note > 8.

x 81 Iétudiant ne sait pas répondre & la question de cours ou §’il y a trop d’hésitations, il aura une
note < 8.

Questions de cours

« Propriétés des probabilités
Soit (2, Z(Q2),P) un espace probabilisé fini. Soit n € N*.
1) YA € 2(Q), P(A) =1 —P(A). En particulier : P(&) = 0.
2) V(4, B) € (2(@))°, P(A\ B) = P(A\ (AN B)) = P(4) — P(AN B)
3) V(A,B) e (2(9))?, AC B = P(A) < P(B)
(Uapplication P est croissante)
4) Y(A,B) € (2(2))*, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
V(4,B.C) € (2(2))",
5) P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)
— P(ANnB) — P(ANC) — P(BNC)
+ P(ANBNC)
(formule du crible)

6) V(Aukepsn € (2@)" (0 ) < £ Pl
On demandera a I’étudiant de démontrer 3 propriétés parmi les 6

Démonstration.

1) Ona: AU A= Q (réunion disjointe). Ainsi, par additivité :
P(AUA) =P(A)+P(A) =P(Q) =1

2) Ona: (A\B) U (AN B)= A (réunion disjointe).
Ainsi, par additivité :

P((A\B) U (AnB))=P(A\ B)+P(AN B) =P(A)
3) Supposons A C B.
D’apreés le point précédent : P(AN B) +P(B\ A) = P(B).
Or, comme A C B,ona ANB = A. Ainsi :

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A)



4) Ona: AUB = AU(B\ A) (la deuxiéme réunion est disjointe).
On en déduit, a I’aide du point 2) que :
P(AUuB) = P(AU(B\ A4))
= P(A)+P(B\A)
= P(A)+P(B)-P(ANB)

P(AUBUC)

= P(AU(BUQ))

= P(A)+P(BUC)-PAN(BUCQO))

= P(A)+PB)+PC)-P(BNC)-P(AN(BUC))

= P(A)+PB)+PC)-P(BNC)-P(ANB)U(ANC))

= P(A)+P(B)+P(C) -P(BNC)
—(P(ANB)+PANC)-P(ANB)N(ANC)))

= P(A)+P(B)+P((C)
—-P(BNC)—-P(ANB)-P(ANC)
+P(ANBNCQC)

6) On démontre par récurrence : Vn € N; Z(n)
k=1 k=1

L’application Pp est une probabilité
Soit (2, Z(Q2),P) un espace probabilisé fini.
Soit B un événement tel que P(B) # 0.

L’application Pg suivante :

Py : 2(Q) — [0,1]
B v Pp(A)=P(A|B) = "ANB)

P(B)
est une probabilité.

Démonstration.

1l s’agit de vérifier que Pp vérifie les axiomes d’une probabilité.

1) Soit A € Z(9Q).

P(AN B) >0
P(B)

P(ANB)
P(B)

e Comme P(ANB)>0et P(B) >0 (car P(B) #0), on a :

« Comme ANB C B,onaP(ANB) < P(B) et donc : <L

P(BNQ)  P(B)
P(B)  P(B)
3) Soit (A1, Ag) € (W(Q))2 un couple d’événements incompatibles. Alors :

2) ]P)B(Q) = = 1.

P(BN(A1NAy))  P((BNA)U(BNAp))

Pp(A1NAy) = P(B) = P(B)



Notons alors C1 = BN Ay et Cy = BN As.
Les événements Cy et Cy sont incompatibles. En effet :

CiNnCy = (BNA;) N (BNAy) = BN(AiNAy) = BN@ = O
Par additivité de P, on obtient alors :
P((BNA1)U(BNAy)) = P(BNA)+P(BN A)
Et ainsi :

]P)(B N Al) + P(B N AQ)

]P)B(AlLJAQ) = ]P)(B)

P(B N Al) P(B N Al)
P(B) | P(B)

= Pp(A1) +Pgr(A2)

o Formule des probabilités totales
Soit (2, Z(Q2),P) un espace probabilisé fini.
Soit n € N*. Soit I C [1,n].
Soit (A;)ier € (W(Q))] un systéme (quasi-)complet d’événements.
Soit B € Z(1).

P(B) = Y P(BNA;)
iel
= Y P(B|4) xP(A))
el
Démonstration.

o On commence par démontrer le lemme suivant.
Lemme 1.

Soit (2, Z(Q),P) un espace probabilisé fini.
Soit (A, B) € (2(0))*.
On suppose P(B) = 1.

Alors : P(A N B) =P(A).

Démonstration.
Comme : A U C D C alors, par croissance de P :

P(AUC) > P(C) =1

et comme P(A U C) < A, on en conclut P(A U C) = 1.

D’autre part, par la formule du crible :

P(A N C)

P(A) + P(C) — P(A U C)
= PA)+X—¥

o Comme (A4;);cs est un systéme quasi-complet : P <U AZ) =1.

ainsi 250 (U a) ) = #) -

icl



o Alors :
= o0 (y4))

- (U (BNA4) )

i€l

(par distributivité de la loi
N par rapport a la loi U)

= Y. P(BNA4) (par additivité de P)
i€l

= %:1 P(B|A4;) x P(4)

« Calcul de somme
On demandera & I’étudiant de démontrer qu'une ou plusieurs séries convergent et calculer leur somme.

« Nature d’une série
On demandera a I'étudiant d’étudier la nature d’une ou plusieurs séries (sans calcul de somme en
cas de convergence)

« Comparaison série - intégrale
On demandera & I'étudiant d’effectuer une comparaison série-intégrale dans un cas pratique.

Connaissances exigibles

Probabilité sur un univers fini

o Espace probabilisable, univers, événements, événement impossible, événement certain, événement
contraire

o Réunion finie et intersection finie d’événements

« Evénements incompatibles

o Systéme complet d’événements

o Espace probabilisé, probabilité, événement négligeable, événement quasi-certain, propriété vérifiée
presque stirement

o Propriétés des probabilités

« Probabilité uniforme

« Probabilité conditionnelle

o Formule des probabilités composées

o Systéme quasi-complet d’événements

o Formule des probabilités totales

o Formule de Bayes

o Indépendance de deux événements : définition, indépendance et événement contraire

« Indépendance mutuelle d’une famille d’événements : définition, indépendance mutuelle et événements
contraires

o Méthode de calcul de probabilités



Série

o Définitions : série, terme général, somme partielle convergence d’une série, divergence d’une série,
somme d’une série en cas de série convergente, nature d’une série

o Convergence de séries & valeurs complexes

« Reste d’une série convergente

o Condition nécessaire de convergence d’une série, définition de série grossiérement divergente

o Série télescopique : définition, équivalence entre la converge d’une suite et de sa série télescopique
associée

z" 1

o Séries usuelles : >° 2" > nz" L S n(n—-1)2""2 Y oo —

nl’ ne

o Comparaison série-intégrale
« Cas particulier des séries a termes positifs / négatifs :
(Sn) majorée = > w, converge

(Sn) non majorée = S, — +00
n—-+00

x critére de comparaison des SATP

X

X

x critére d’équivalence des SATP
x critére de négligeabilité des SATP
x critére de domination des SATP

o Convergence absolue d’une série numérique : définition, inégalité triangulaire, utilisation du critére
de domination pour démontrer ’absolue convergence d’une série

o Propriétés algébriques des séries convergentes

o Formule de Stirling

A On sanctionnera fortement les points suivants :

x toute confusion d’objets,

x toute confusion variable libre / liée (ou muette),

x tout oubli d'introduction de variable (cela rejoint le point précédent),

toute erreur de logique (absence ou erreur de connecteur logique par exemple),

X

x tout manque de réflexe dans ’utilisation des structures de démonstration.




