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Logique

Négation

Exercice 1

Donner les négations des propositions suivantes :

1.V eR, IneZ, n<ax<n+1

Toute suite convergente est bornée.

Tous les garcons de la classe ont une mére qui a au moins un frére.
V(a,b) € A%, ab=0= (a=0o0ub=0).

Vn € N, up < Upgr.

v o

Opérateur d’implication

Exercice 2

1. A-ton:(1=2) = (1=1)7

A-t-on:(1=2) = (In(1)=1)7

A-t-on, pour tout r e R: (x >1) = (z>2)7

A-t-on, pour tout z € R : (22 -3z +2=0) = (z>0)?

U o

Que peut-on dire des réciproques des propositions précédentes ?

Exercice 3

On considére la proposition : « s’il pleut, mon jardin est mouillé ». Quelle est sa

négation 7

a) « 'l ne pleut pas, mon jardin n’est pas mouillé »
b) «s’il ne pleut pas, mon jardin est mouillé »

c¢) «si mon jardin n’est pas mouillé, il ne pleut pas »
d) «il pleut et mon jardin n’est pas mouillé »

e) autre réponse

Exercice 4

Traduire les propositions suivantes (exprimées en frangais) a l'aide de symboles

mathématiques.
1. Pour que p soit vraie, il faut que ¢ soit vraie.

. Pour que p soit vraie, il suffit que ¢ soit vraie.

2
3. La proposition ¢ est une condition suffisante de la proposition p.
4

. Pour qu’un réel z soit positif, il suffit qu’il ne soit pas négatif.

Exercice 5
Soient a et b deux nombres réels. Démontrer 'implication :

0 < a < 1
0 < b <1 =a=0b=1
ab = 1

Exercice 6

On dispose de quatre cartes, chacune comportant un chiffre sur un cété et une

lettre sur ’autre.

On place les quatre cartes ainsi sur la table : D R 3

La régle est : « Si une carte a un D sur I'un des c6tés, alors il y a un 3 de 'autre

coté. »

Quelles cartes devez-vous retourner afin de vérifier que la régle est bien respectée 7
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Opérateur d’équivalence

Exercice 7
Soit € R. A-t-on : (22
(en frangais :

=9) & (z=3)7
pour que x> =9, il faut et il suffit que x = 3)

Exercice 8
Compléter par =, < ou <.

1. lnz=-3 ... x=e¢3 4. 2| <3 0<z<3
2. x>22 ... x>0
3. \/x existe x>0 5 |z[=25 ... b<«x

Exercice 9
Soient p et ¢ deux propositions. Exprimer la proposition (p < ¢) en n’utilisant que
les connecteurs logiques ET, OU et NON().

Exercice 10
Soient p, g et r trois propositions. Démontrer :

1) NON(p ET q) <= NON(p) OU NON(q)
2) NON(p OU q) <= NON(p) ET NON(q)
3) pET (pQUgq

) &= p
4) pOU (pET q)

)

)

= p
5) pET (q0Ur) <= (pETq)0U (pETr)
6) pOU (¢ETr) <= (pQUq)ET (pQUr)
7) ((p:>q ) ET ( q:>r)
8) p=q) = (r=p=

(p=r)
(r=1q))

Utilisation de quantificateurs

Exercice 11
Justifier les assertions suivantes quand elles sont justes et donner un contre-exemple
quand elles sont fausses.

1. V2 eR, 22 >z
2. VrcR, Iy R, z=1>

Exercice 12

Parmi les propositions ci-dessous, exhiber un élément qui permet de satisfaire celles
qui sont justes.

1. Iz R, 22 =3

2. dzeR, VneN xz<n

3. dpeZ,NneZ,p<n

4. I ER, VyeR, Iz R, ¥ =22

Exercice 13

1. Exprimer a ’aide de quantificateurs les propositions suivantes, définies sur I’en-
semble N* des entiers naturels non nuls (certaines sont vraies, d’autres fausses).

o tout entier est le carré d’un entier.

o tout entier a pour carré la somme des carrés de deux entiers.

« certains entiers ont pour carré la somme des carrés de deux entiers.
« aucun entier n’est plus grand que tous les autres.

2. Exprimer la négation de ces propositions.

Exercice 14
Evaluer les deux propositions suivantes :

e VxeR, dyeR, x+y=0
e JyeR, VzeR, x+y=0
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Exercice 15
Soit f une application de R dans R.

1. Discuter I’évaluation des 2 propositions suivantes.
e VzeR, IM e Ry, [f(z)| <M
« IM e Ry, Vz €R, [f(z)| < M

2. Donner la négation de la seconde.

Exercice 16
Soit f une fonction définie sur R, a valeurs réelles. Enoncer (a 1'aide de quantifica-
teurs et de connecteurs logiques) les propriétés suivantes, ainsi que leur négation.

a) la fonction f est constante sur R ;

b) la fonction f est croissante sur R;

c) la fonction f est strictement croissante sur R;

d) la fonction f est paire;

e) la fonction f est monotone sur R;

f) la fonction f admet un maximum;

g) l'équation f(z) = 0 a exactement une solution dans R;
h) l'équation f(z) = 0 n’a pas de solution;

i) tout réel a un antécédent par f;

j) la fonction f ne prend pas deux fois la méme valeur.

Exercice 17

Soit f une fonction définie sur R.
a) Que signifie la proposition : « f est périodique » ?
b) Soit T' € R. Que signifie la proposition : « f est périodique de période 1" » 7

¢) On suppose que pour tout 1" réel, f est périodique de période T. Montrer que
f est constante.

Exercice 18

a) Déterminer I'ensemble des réels = vérifiant la propriété A(x) : Ve > 0, = < e.
b) Méme question pour la propriété A;(x) : Ve > 0, = < e.

c) Etablir : Vo € R, Vy € R, (Ve >0, s <y+e)= (z<y))

Meéthodes de démonstration

Exercice 19
Démontrer que la proposition suivante est fausse.

Va €] —o00,1[, 267 (In(1 —2) +1) (32° + ze® —4) > 0

Exercice 20
Démontrer que y/2 est irrationnel.

Exercice 21

Soient a, b, ¢ et d des nombres rationnels tels que a + b2 = ¢+ d /2.

En utilisant un raisonnement par 'absurde ainsi que le résultat de I’exercice pré-
cédent, démontrer : a = cet b =d.

Exercice 22
Soit n € N. Montrer par I’absurde que si n? est pair, alors n est pair.
Faire de nouveau la démonstration en raisonnant par contraposée.

Exercice 23
Soit n € Z. Démontrer que n? — 2 n’est jamais divisible par 3.
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Equations et inéquations

Calcul élémentaire

Exercice 24
Simplifier les expressions suivantes.

o) 3 d) (V2+5v3)(2—V3)
3
3VT72
2 7 5 1 e) ——
Y3 12796 N
)25><25><3_4><36 f) 1 3-3V2

_l’_
38 x 45 x 100 5—32 7

Exercice 25
Factoriser ou développer les expressions suivantes.

a) (3v+2)3 c) (2x—1)4
b) z* —1 d) 8z — 32

e) 2z —6)(xz+2)—(x+1)(z—3)+22(3—2x)
f) Qe +13+2r+1)2+22+1

Exercice 26
Simplifier les expressions suivantes.

mn—H (_3)2n—1
CL) T 6) W

Yy 32n 5n—1
b) E f) (_7)n+1
c) i 21

™ g9)

1 (xn+1)3

) —— h) |In(e? + 1)

i) 8L —4n x on+2
j) (2% —2—2)% — (222 + 2 — 1)?
k) Vidz? —dz + 1 p)
) 1+V3

2++/3 q)
m) (\/2—f—\/2+x/§)2

1) — (=1 n—1
n) ((_1)2n _ E_1§2n+1 7')

0) |3In6 —2In4 —In9|

(—4)3 x 152
63 x 103 x (—2)(=2)

QL ‘n o] @ ala|oie

Equations

Exercice 27
Résoudre dans R les équations suivantes.

a) 1 —7=+x -5 c) Vr+1+Vr—-3—-V3x—-1=0
b) V2—z=1z+4 d) /][22 —x+6|=z+1

Exercice 28
Résoudre dans R les équations suivantes.

5 T+ 4 2
_ 9 d =3
@) 3, 3 ) v 3
X
b) wtl=/c+6 )
5 1 ) ot ——a—=1
AT a1
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Exercice 29
Résoudre les équations suivantes :

1. Jr+1=2z
34242 — 1
2.x+x z+ =2 —x+ 2
r—1

Exercice 30
Résoudre les équations suivantes.

1. In(z —2) +In(x +3) =2

2. (In(x))® = 7(In(z))* +36 = 0
15

3. ef —e ¥ =
4

Inéquations

Exercice 31

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

a) t+2=2Vr+5
b) —x+1< V32 —-2x -7
c) x—2<Vr—1

Exercice 32
Résoudre les inéquations suivantes :

1]4—27) <8

2 T b
r+1 z(x-1)

3. l[x+1+ 2041 =0

4. (m—2)22+2(m+1)x+m—14=0,
oll m est un paramétre réel.

4. ™ -3 x 7 4+2=0
5. 53:c+4_721’—3 =0

6. e2® —4dme® +2(m+1) =0, ot m est
un paramétre réel.

d) Vvr+3<—x+4

e) =<1

3 Vr+5>=Vr2—4




