Feuille d’exercices 12 :

Nombres complexes 1T

Racines carrées, racines n™e

Exercice 1
Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants.

a) 1+2i d) V3e's
b) —3 —3i e) 2+ 3i
c) 5—4i F)eld—eld

Exercice 2

Soit n € N*. Déterminer les racines n®™® des nombres complexes suivants.
a) 1+ c) 1—j+j2

- avec z € U\ {1}

1+
; d
b) 3 )1

Exercice 3
Résoudre dans C les équations suivantes :

a) 2=—-1+i3 |b) 22=7-"7i le) 25=1

On cherchera les solutions sous forme trigonométrique.

Exercice 4

1\’
Soit 0 € ]0, 27[. Résoudre dans C ’équation : (Z—Fl) =
Z p—

Exercice 5

1. Ecrire les nombres complexes —i et

1+iV3
2. Résoudre dans C les équations suivantes.
a) 2° = —i
—4
b) 0= ——

sous forme trigonométrique.

Résolution d’équations

Exercice 6
Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C.

224 2i2—1=0 7. 25-32=0

i+ (1+4d)z=2

5_4=0 828—(1_i>3
.Z_ — . \/g_ll

1
2
3
4. 22 42i=0
5
6

.z2+2008<1)2’—|—1:0 9. 12" =3z 42=0
11

28— 41=0 10. z* — 3022 4+ 289 =0

Exercice 7
On considére le polynéme P défini par :

P(X) = X?-6X%+13X — 10
1. Calculer P(2) et en déduire une factorisation de P.

2. Déterminer les racines complexes de P.

Exercice 8
Donner la forme algébriques des solutions complexes des équations suivantes :

(1) 22 +2(i—1)z2+8—-2i=0
(2) 2* =322 +i—-3=0

(3) 224+2224+224+1=0
(4) 2 +3(i—-1)2+2-3i=0

Exercice 9
Résoudre dans C 1'équation suivante : 2* — (5 — 144) 22 — 2 (5i + 12) = 0.
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Exercice 10

Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 22+z+1=0 | b) 22—2245=0
Exercice 11

Soit (n,a) € N* x R. Donner la forme trigonométrique des solutions complexes des
équations suivantes :

(1) z* — 2sin(a)2? + (tan(oz))2 =0 (4) 25+ (1 -2 =i+1
(2) 2% —2isin(a)z +2(1+cos(a)) =0 (5) 2*" +2cos(a)z" +1=0
(3) (z+1)" =2" (6) (Z2+1)"=1

Exercice 12
Soit n € N*. Résoudre dans C I’équation : (z 4+ 1)" = (z — 1)™.
Combien de solutions compte cette équation ?

Exercice 13

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considére 1’équation :
(B)  (E+0)" 4+ )"+ 4+ P2+ B+ D)+ =0

d’inconnue complexe z. On note S 'ensemble des solutions de I’équation (E). Dans

tout cet exercice, on ne cherchera pas spécialement & mettre les résultats sous forme

algébrique ou trigonométrique.

1. Pour tout k € [0,n — 1], déterminer ’ensemble Sj des racines cubiques de
2ikm
e n

2. Montrer que, pour tout z € C*, le complexe z est solution de (E) si et seulement
si(224+1)"—1=0.

3. Résoudre I'équation (E).

Exercice 14
Déterminer I’ensemble des solutions du systéme d’équation d’inconnue complexe z :

2l = 1
1z = Z
Exercice 15
Déterminer I'ensemble des solutions de I’équation d’inconnue complexe z :

42> + 82> -3 = 0

Indication : on pourra remarquer que, pour tout z € C, 8|z|2 — 3 est un réel.

Exercice 16
Déterminer ’ensemble des solutions de 1’équation d’inconnue complexe z :

P+ 42 =0

Exercice 17
1. Montrer que les équations suivantes ont les mémes solutions dans C.

(i) 1+z+22+234+24=0

. 1\? 1
(ii) (z+—-) +(z+-])—-1=0
z z
) 2T T
2. En déduire la valeur de cos (5) et de cos (g>

3. Proposer une construction utilisant uniquement une régle non graduée et un
compas permettant de placer le point d’affixe ¢’ 5 sur le cercle trigonométrique,
en partant de la donnée du cercle trigonométrique et des axes principaux (R et
iR).
Remarque :
compas.

ce procédé permet le tracé du pentagone régulier a la regle et au
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Exercice 18
Déterminer I’ensemble des complexes z tels que :

{ ||
arg(z)

Indication : on pourra mener une

|z + 2|
arg(z + 3 +1) [27]

analyse géométrique du probléeme.

Equations exponentielles

Exercice 19

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € C.
1. e =+/3—-3i

2. ¢ = (1+1)?

3. e¥ —2e%*4+1=0

Liens entre coefficients et racines d’un polynéme de degré 2

Une expression de deux variables complexes a et b, algébrique (c’est-a-dire ne met-
tant en jeu que les opérations +, —, X et /), symétrique (c’est-a-dire dans laquelle
on peut échanger a et b sans en modifier la forme) peut étre écrite de maniére
algébrique en fonction uniquement de a + b et ab. On peut chercher cette écriture
dans chaque cas particulier.

Exercice 20 N
Onpose:u=e7,S=ut+u2+utet T=ud+u’+u.
1. Calculer S+ T et ST.

2. En déduire les valeurs de ces complexes.

Exercice 21
Résoudre dans C? les systémes suivants :

(S1) : { et (S) : {

Exercice 22
Soit a € C. On considére la fonction polynomiale :

Z1+ 29 = —1 21+ 20=1

2120 =9 — 51 z120=1—31

P C

2 = 2224244

C —

On note « et B les deux racines de P, que I'on ne cherchera pas a calculer explici-
tement.

Donner ’expression explicite d’'une fonction polynomiale de degré 2 dont les deux
racines sont o, 5%, o et B n’apparaissant pas dans le résultat.
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Exercice 23
Soit a € C. On considére les deux fonctions polynomiales :

C Q

z = 2Z24az+1 z

P C

— 284 az2 -2

C — C —

On note « et 5 les deux racines de P, que 'on ne cherchera pas & calculer explici-
tement.

1. On pose s = a + f et p = af. Développer l'expression Q(«) Q(5) et exprimer
ce complexe uniquement en fonction des complexes s, p et a (on ne cherchera
pas a simplifier 'expression finale).

2. Montrer que P et Q ont une racine commune si et seulement si 2a* + 4a3 —
2a? — 6a +5 = 0.

Exercice 24

On considére le systéme de deux équations & deux inconnues complexes x et y
défini par :

= 2

=0

2 4+ P
® {51

1. Soit (x,7) € C2. On pose s =z +y et p = zy.
de (5) si et seulement si :

Montrer que (x,y) est solution

2p
3sp

Il
o

2. Résoudre le systéme (E).
En déduire que (z,y) est solution de (5) si et seulement si x et y sont les deux
racines d’une des trois fonctions polynomiales suivantes :

222 —1 ou zr—>22—\f62+2 ou zr—>22—|—\/éz—l—2

3. Résoudre le systéme (.5).

Exercice 25
Soit (a,b) € (C*)%. On désigne par (E) 'équation 22 4+ az 4+ b = 0 d’inconnue
complexe z.

1. On suppose que les racines de (F) sont de module 1. Démontrer :
|b] =1 et arg(b) = 2arg(a) [27]

la] <1 et

2. Etablir la réciproque du résultat établi dans la question précédente.

Exercice 26
On considére la fonction polynomiale :

P C

z = 22432-1

C —

On note a et b les racines de P, éventuellement confondues, et pour tout n € N*,
on pose : S, = a” + b".

1. Exprimer a? + b? en fonction de (a + b)? et de ab. En déduire la valeur de Ss.
2. En travaillant de maniére analogue a la question précédente, calculer Ss.

3. Soit n € N*. Démontrer :

<2:> (ab)" + :z;j: <21? ) (ab)* (22 4 p?n=2)

() =)

Calculer alors Sy et Sg.
4. Soit n € N*. Démontrer :

(a+ b)*"

En déduire :

(a+b)2n+1 — i

<2n + 1> (ab)* <a2n+172k I b2n+172k>
k=0

k
En déduire :

>
=0
Calculer alors S5 et S7.

2n+1
( I )(_1)k52n+1—2k = -3 x9"

o



