PSI Mathématiques Préparation estivale 2025

Théme 4 : Probabilités

I. Mise en jambe : lois discrétes usuelles

Exercice 1
On considére une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de paramétres (n, i)

Déterminer la valeur, si elles existent, des quantités suivantes.

a) E(X) et V(X).

b) E(X —3) et V(X —3).
c) E(2X) et V(2X).
d) E(X?).
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II. Méthodologie : Calcul de probabilités

Afin de résoudre un exercice de calcul de probabilités, il faudra penser au schéma suivant.

0) Introduction des événements basiques (le fait d’avoir tiré une boule blanche au i®™¢ tirage, le fait
d’avoir obtenu pile au i®™® tirage, le fait d’avoir obtenu un 6 au i*™® tirage ...) liés & 'expérience
considérée.

Nommage de ’événement A dont on cherche a déterminer la probabilité.
(ces deuzx étapes sont parfois directement données dans l'énoncé)

1) Décomposition de I'événement A a l'aide d’événements basiques.

2) Deux cas se présentent alors :

(i) si cette décomposition fait apparaitre une union, il faut retenir le triptyque :

(i)

union / incompatibilité / somme

Dans le cas d’une union finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette union (cas d’une union croissante d’événements par
exemple).

« Sinon, on vérifie si les événements sont 2 & 2 incompatibles.
x si c’est le cas, on utilise 'additivité de P.
x si ce n’est pas le cas, on peut penser & utiliser la formule du crible.

Dans le cas d’une union infinie d’événements

e On vérifie si les événements sont 2 a 2 incompatibles :

x 81 c’est le cas, on utilise la g-additivité de P.
x si ce n'est pas le cas, on se raméne au cas d'une union finie d’événements en utilisant le
théoréme de la limite monotone.
Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une intersection d’événements en
considérant la formule liant probabilité d’un événement & la probabilité de I’événement contraire.

si cette décomposition fait apparaitre une intersection, il faut retenir le triptyque :

intersection / indépendance / produit

Dans le cas d’une intersection finie d’événements

« Si cela est possible, on simplifie cette intersection (cas d’une intersection décroissante d’événe-
ments par exemple).

« Sinon, on vérifie si les événements sont mutuellement indépendants.
x si c’est le cas, on utilise la formule associée.
x sl ce n’est pas le cas, on peut penser a utiliser la Formule des Probabilités Composées (FPC).

Dans le cas d’une intersection infinie d’événements

o On se raméne au cas d’une intersection finie d’événements en utilisant le théoréme de la limite
monotone.

Si toutes ces tentatives échouent, on peut se ramener au cas d’une union d’événements en consi-
dérant la formule liant probabilité d’'un événement & la probabilité de I’événement contraire.
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Remarque

o L’étape de décomposition des événements est primordiale.
On raisonne TOUJOURS sur les événements et JAMAIS directement sur les probabilités.

(cf démarche de lexrcice sur la limite monotone)

o Lorsqu’il s’agit de raisonner sur les événements, on adopte la rédaction suivante :
)
L’événe e c...

L’événement A est réalisé si et seulement si ...

« Afin de déterminer une probabilité conditionnelle P4(B) on pourra rédiger comme suit :

Si ’événement A est réalisé, c’est que ...

Dans ce cas, ’événement B est réalisé si et seulement si ...




PSI Mathématiques Préparation estivale 2025

III. Séance 1 : formule des probabilités composées

Exercice 2
Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé noté (2, o7, P).

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procéde & des
tirages successifs d’une boule au hasard selon le protocole suivant :

x si on obtient une boule bleue, on la remet dans 'urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire ;
x si on obtient la boule rouge, on la remet dans 'urne et on arréte I’expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que 'expérience s’arréte
avec une probabilité égale a 1. On note N la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans l'urne & la fin de 'expérience.

1

1. Montrer soigneusement : Vn € N\ {0,1},P({N =n}) = py L

2. Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Python suivante de facon & ce qu’elle
renvoie une simulation de la variable aléatoire N.

import random as random

def simuleN()
b =1 # b désigne le nombre de boules bleues dans l’urne
while random.random() < ...........
b=>b+1

oo |~ o |ev £ |eo ¥ |

return N

Exercice 3

Soit m un entier naturel supérieur ou égal & 3.

Une urne contient une boule noire non numérotée et n— 1 boules blanches dont n—2 portent le numéro
0 et une porte le numéro 1. On extrait ces boules au hasard, une & une, sans remise, jusqu’a I’apparition
de la boule noire.

Pour chaque i de [1,n — 1], on note B; I’événement : « le i*™¢ tirage donne une boule blanche », on
pose B; = N;, et on note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la boule noire.

1. Donner I'ensemble X (2) des valeurs que peut prendre la variable X.

n—1

2. P tout 7 de [[2,n — 1], justifier : P ) B)=—+—.
a) Pour tout i de [2,n I, justifier : Pp,n. g, (Bi) il

b) Utiliser la formule des probabilités composées pour trouver P({X = k} ), pour tout k de X (Q).

¢) Reconnaitre la loi de X et donner son espérance et sa variance.
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IV. Séance 2 : formule des probabilités totales

Commentaire .

Il est a noter que la Formule des Probabilités Totales (FPT) rentre dans le schéma décrit dans la
partie II. En effet, si la famille (A4;);cr est un systéme complet d’événements, alors tout événement
B g’écrit comme une réunion d’événements 2 & 2 incompatibles.

B = (gIAl)ﬂB = ‘LGJI (AZQB)

C’est cette écriture qui permet de conclure : P(B) = > P(4; N B).
il

Exercice 4
1. On dispose de trois piéces : une piéce numérotée 0, pour laquelle la probabilité d’obtenir Pile vaut

% et celle d’obtenir Face vaut également —, une piéce numérotée 1, donnant Face & coup sir et une
troisiéme piéce numérotée 2, donnant Pile & coup sir.
On choisit 'une de ces piéces au hasard et on la lance indéfiniment.
Pour tout ¢ de {0, 1,2}, on note A; I’événement : « on choisit la piéce numérotée i ».
Pour tout entier naturel £ non nul, on note Py ’événement : « on obtient Pile au lancer numéro k »
et on pose Fj, = Pj.
On considére la variable aléatoire X, égale au rang d’apparition du premier Pile. On convient de
donner & X la valeur 0 si ’on n’obtient jamais Pile.
Déterminer P({X = 1}).
2. Soient X et Y deux variables aléatoires de méme loi a valeurs dans {0,1,...,n}.
On suppose en outre X et Y indépendantes.
n
Démontrer : P{X =Y}) = 3 (P{X = k}))>.

3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs entiéres.

Démontrer : P({X <Y}) = —i PH{X =n})PH{Y > n}).

Exercice 5

Une entreprise de construction produit des objets sur deux chaines de montage A et B qui fonctionnent
indépendamment 'une de 'autre.

Pour une chaine donnée, les fabrications des piéces sont indépendantes.

On suppose que A produit 60% des objets et B produit 40% des objets. De plus :

x la probabilité qu’un objet construit par la chaine A soit défectueux est 0, 1.
x la probabilité pour qu'un objet construit par la chaine B soit défectueux est 0, 2.
On considére ’événement E : « 'objet provient de la chaine A ».

On choisit au hasard un objet & la sortie de I'entreprise. On constate que cet objet est défectueux.
Quelle est 1a probabilité que cet objet provienne de la chaine A7
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V. Séance 3 : variables discrétes

1)

2)

3)

Commentaire

Dans un énoncé de probabilités discrétes, on manipule différents niveaux d’objets.

Au premier niveau, on trouve 'expérience aléatoire considérée.

Oun note 2 'univers des possibles : c’est I’ensemble des résultats possibles (appelés aussi issues)
de lexpérience. Si on considére l'expérience consistant a effectuer trois lancers successifs d’une
méme piéce, alors : Q = {P,F}3.

Autrement dit, Q est 'ensemble des triplets a coefficitents dans ’ensemble { P, F'}.

Ces triplets pouront étre nommés des 3-lancers (on s’adapte ainsi au vocabulaire des probabilités).
Par exemple, w = (F, F, P) est un 3-lancer qui est un résultat possible de I'expérience. Ce résultat

est obtenu si le 1°¥ lancer fournit Face, le 2°™¢ fournit Face, le 3°™¢ fournit Pile.

Au deuxiéme niveau, on trouve les événements : un événement A n’est rien d’autre qu’un en-
semble qui regroupe certaines issues de l'expérience. Ainsi : A C Q (un événement est un
sous-ensemble de 'univers). Par exemple, ’événement P : « obtenir Pile au premier lancer »

regroupe tous les 3-lancers dont le premier coefficient vaut P.
p = {(PFF), (PF,P), (PP F), (P,P,P)}

Par exemple, w = (P, F, F) € P;. Lorsque w € P;, on dit que w réalise I’événement P;.

Au troisiéme niveau, on trouve les v.a.r. . Ce sont des applications particuliéres :

— elles prennent comme argument un résultat possible de 1’expérience et renvoient une
valeur réelle. Consisdérons la v.a.r. X qui donne le nombre de Pile obtenus au cours de
Pexpérience. Avec le 3-lancer w précédent, on obtient : X (w) = X((P, F, F)> =1.

Cela démontre que la v.a.r. X peut prendre la valeur 1 (on a exhibé un 3-lancer w tel que
X(w) =1).
— elles sont des machines & créer des événements. Par exemple, {X = 2} est un événement.
Il regroupe tous les 3-lancers w tels que : X (w) = 2.
Autrement dit : {X =2} ={w e Q| X(w)=2}={ (P,P,F), (P,F,P), (F,F,P) }.
Ce deuxiéme point nous replonge au deuxiéme niveau. Ainsi, pour comprendre le chapitre sur les
v.a.r. , il est donc essentiel de maitriser celui sur les probabilités générales.

Exercice 6

1. Une puce se déplace en faisant des sauts aléatoires sur un axe gradué. Initialement a 'origine, la
puce se déplace a chacun de ses sauts d’une unité vers la droite avec probabilité p € ]0,1[, ou d’une
unité vers la gauche avec probabilité 1 — p. On note Y,, le nombre de fois ol elle s’est déplacée vers
la droite entre le premier et le n®™® saut (compris).

Quelle est la loi de Y, 7

2. Un péage comporte 10 guichets numérotés de 1 & 10. On suppose que les conducteurs arrivant au
péage choisissent leur file au hasard et indépendamment des autres. On note Z le numéro du guichet
choisi par le 1°" conducteur arrivant au péage.

Quelle est 1a loi de Z 7
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