PCSI

6 décembre 2025
Mathématiques

DS4

On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 5. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours

1. Résoudre I'équation différentielle suivante sur R :

20y +y = 2t (E1)
Démonstration.
« Tout d’abord :

x 'équation (E7) est différentielle linéaire d’ordre 1.
On note (Hj) son équation homogéne associée et on remarque :

1
2oy’ +y = Opry & ¢4y = O

1 1
x une primitive de la fonction z — — est z — 3 In(z).

L’ensemble des solutions de 1’équation (H7) est donc :

11()\)\6R}: )\1 | \eR
—5 In(x — —
T = e 2 x NG

« On note :

x La fonction f est dérivable sur RY .

x Elle est de plus solution de (7). En effet, pour tout z € RY, :

4 1
2xf/($) -+ f((]j‘) = 2r X § :1:3 + § $4
— 8 4 4
= 9 i
R — R
[’ensemble des solutions de (E7) est : 1, | |reR
o= A —=
9 VT
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Commentaire \

« 1l existe beaucoup de solutions particuliéres de (F7) (une infinité non dénombrable plus
précisément). 11 suffit simplement d’en exhiber une. La recherche d’une solution particuliére
f peut donc s’effectuer au brouillon. On rédigera sur la copie seulement la démonstration
que la fonction f est bien solution de (E).

o Détaillons 'obtention de la fonction f.
Comme l'équation différentielle (E7) n’est pas a coeflicients constants, on applique la mé-
thode de variation de la constante pour en déterminer une solution particuliére.

A(z)

Soit A une fonction dérivable sur R% . On note alors f: z %

La fonction f est dérivable sur R .

f est solution de (Ey) <« VzeR:, 2zf/(x)+ f(z) =2t

N(@) x /T — A(@) x 2\1/5
+

& VzeRY, 2z

z
& VreRy, QﬁA’(x)—%—l—%:x‘l
4

& Ve eRy, 2z N(z)=2

>
—~~
SE

4
1
& VeeRy, N(z)= ;i/u%:gac%

On en déduit que la fonction A cherchée peut étre choisie parmi les primitives de x — 5 3,

1
La fonction A : z — 9 :vg convient.

Ter 1, . o
= — x* est une solution particuliére de (E).

9
ve C

Ainsi la fonction f : x —

\

2. (x) Résoudre l'équation différentielle suivante sur R :
y' =6y +9y = (z+1)e" (B

Démonstration.
« Tout d’abord :
x l'équation (E3) est différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
On note (H2) son équation homogéne associée.
= on cherche ensuite les racines du polynome P défini par : P(X) = X2 —6X +9 = (X — 3)2
Le réel 3 est donc 'unique racine (double) de P.

L’ensemble des solutions de (Hs2) est donc :

R - R
{ | ()\1,)\2) € RQ}.

T = AN e 4 gxed
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« On note ensuite :

f: R - R

1
z o= (x +2)e”
x La fonction f est deux fois dérivable sur R.

x Elle est de plus solution de (Es). En effet, pour tout z € R :

Pix) - 6f'(x) + 9f(x) = %(x+4)ef—6i(z+3)ew+9i(az+2)ex — @+

L’ensemble des solutions de (F2) est donc :

R — R
’ ()\1,)\2) €R2

1
Tz = 1 (r+2)e® + A\ 3% + \ywed?®

Commentaire .

o 11 existe beaucoup de solutions particulieres de (Fp) (une infinité non dénombrable plus
précisément). 11 suffit simplement d’en exhiber une. La recherche d’une solution particuliére
f peut donc s’effectuer au brouillon. On rédigera sur la copie seulement la démonstration
que la fonction f est bien solution de (E}).

« Détaillons 'obtention de la fonction f.
Comme le second membre de I'équation (Es) est x + (z 4+ 1)e!*® et que 1 n’est pas
racine du polynéme P, alors on cherche une solution particuliére de (E3) sous la forme
x +— (azx + b)e”.
Soit (a,b) € R%2. On note f : x — (ax + b)e®.
La fonction f est deux fois dérivable sur R et, pour tout x € R :

() = ae®+ (ax+b)e® = (ax+a+Db)e”
() = ae®+ (ax+a+b)e® = (axr+ 2a+b)e”
On remarque alors :

f solution de (E»)

& Ve eR, f"(x)—6f(x)+9f(x) =(x+1)e”
& Ve € R, (ax+2a+0b)e” —6(ax+a+b)e” +9(ax +b)e” = (z+1)e”
& Ve € R, (dax —4a+4b)e” = (x 4+ 1)e”
& Ve € R, dax —4a+4b=2x+1 (car :Vz € R, ¢* #0)
& 4aX —4da+4b=X+1
4a =1
=
—4a + 4b =1

Lo Lo+ L 4a =1
s
4b

4

1 1
Ainsi, la fonction f : x — ( x+ 2) e” est une solution particuliére de (Fs).

U
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3. On note E l'ensemble des fonctions définies sur [0, 1], & valeurs dans R et bornées.
Pour tout f € E, on note : Ay = {|f(z)| | # € [0,1]}.
Pour tout f € E, on note : || f|loc = sup |f(z)| = sup(Ay).

z€(0,1]
a) Que signifie || - || est une norme sur E 7
Démonstration.
L’application || - ||oo est une norme sur F si elle vérifie les propriétés suivantes :

1) Séparation :
Vf€E, |flee=0 & f=0goy

2) Homogénéité :
VAER, VfeE, [A-floo = IAIX[flloo

3) Inégalité triangulaire :
V(f.9) € B% |If + 9l < Iflloo + llgllo [
b) Démontrer que || - |00 est homogeéne.

Démonstration.

» Tout d’abord, remarquons que, pour tout f € F, la quantité || f||~ est bien définie.
En effet, comme f est bornée, alors |f| est majorée. Ainsi I'ensemble Ay = {|f(z)| | = € [0,1]}
est inclus dans R, non vide et majoré. On en déduit que sup(Ay) existe.

» Soit A € R. Soit f € F.

On commence par remarquer que A - f € E. Ainsi |\ - f|loo est bien définie.
Deux cas se présentent.
o Si A =0, alors :
x d'une part : [|0- f|lco = [|0g|| = 0 (d’aprés 1.)
x d’autre part : |0] X || f]lco = 0.
L’égalité souhaitée est donc vraie pour A = 0.
e Si A\ # 0. Soit z € [0,1]. On remarque tout d’abord :

Ax f@@)] = N> [f@)] (%)

On procéde ensuite par double inégalité.

<) Le réel oo €st un majorant de A ;. Ainsi, pour tout x € [0,1] :
!

[f@)] < £l

Comme |[A| > 0, on en déduit :

A< [f@)] < > ]l

A x f(x)|
D’ou :
v e [0,1], |(A- @) < IAx | fll

Ainsi, || ||f]lcc est un majorant de Ay f.
Or ||A- f]lo est le plus petit des majorants de Ay.r. On en conclut :

A flloo < A flloo
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(>) Leréel ||A- f]loo est un majorant de Ay.r. Ainsi, pour tout = € [0,1] :

(AP < A flloo

AL [f@)] = [Ax f(z)|

Comme |A\| > 0, on en déduit :

1
o1 .
Ainsi, o A flloo est un majorant de Ay.
Or || f|lo est le plus petit des majorants de Ay. On en conclut :
1fle < o7 1A+ I

Comme |A\| > 0, on obtient : [A| X || flloc < [|A+ flloo-

4. Enoncer et démontrer le théoréme d’encadrement.

Démonstration.
« Enoncons le théoréme d’encadrement.
Soit (u,v,w) € (RN)g.
Soit £ € R.
Supposons que :
x la suite (u,) est convergente, de limite /.
x la suite (wy) est convergente, de méme limite /.
x il existe un rang n; € N tel que : Vn = n1, u, < vy < Wy
Alors la suite (vy,) est convergente de limite £.

o Démontrons maintenant ce théoréme.
Supposons que :

x la suite (u,) est convergente, de limite /.
x la suite (wy,) est convergente, de méme limite /.
x il existe un rang ny; € N tel que : Vn = n1, up < vy < Wy

Démontrons que la suite (v,) converge vers ¢. Autrement dit :
Ve >0, dng €N, Vn > ng, v, — ¥ <e

Soit € > 0.

» Comme u,, — ¢, il existe ng € N tel que : Vn > na, |u, — | < e.
Autrement dit : Vn > ng, £ —e < u, <l+e.

» Comme wy, — ¢, il existe un rang ng € N tel que : Vn > ng, |w, — | < e.
Autrement dit : Vn >ng3, £ —e < w, <f+e.

» De plus: Vn 2> nq, up < v, < wy.
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On note ng = max(ny, ne,n3).
Soit n > nyg.

» Comme n > ng > nq, alors :

» Comme n > ng = ng, alors :

» Comme n > ng > ng, alors :
l—e < up < vy < wy, < L4e

On en déduit : £ — e < v, < £+ . Autrement dit : |v, — ¢ < e.
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Exercice 2

Pour tout n € N, on note I, la fonction définie par :

z 1
I, : —— dt
! H/o ch" (¢)

5. Justifier que pour tous x € R et n € N, l'intégrale I,,(x) est bien définie.

Démonstration.
Soit z € R. Soit n € N.

La fonction f, : t —

0 est continue sur le SEGMENT [0, x| car elle est l'inverse de la fonction
c

gn :t— ch"(t) qui :
x est continue sur [0, z],
« NE S’ANNULE PAS sur [0, z].

L’intégrale I,,(x) est donc bien définie.

6. Soit z € R.
a) Calculer Ip(z) et Io(x).

Démonstration.
o Tout d’abord : - . -
Io(x):/ dt:/ 1dt = [t] ==
0 (ch(t))O 0 0
Iy(z) ==
o Ensuite :
x 1
Iy(x) = / dt
o (ch(t)?
z 1
- / dt
0

e 1 1 (avec le changement de
— X —
/1 u

variable | u=¢' |)
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On obtient :

_ 1 +1
- e2r 1 2

1
Final t: I =1—-——7-.
inalement : Io(z) 2 (& 1) -
b) Montrer, & l'aide du changement de variable u = e : I1(x) = 2arctan(e®) — g
Démonstration.
On calcule :
x
1
1 = d
@ = | 3w
x
2
A S
g et+et
e’ 9 1 (avec le changement de
1 uty U variable | u=¢€" |)

e” 1
B
1 U+1

eﬂC‘

= 2 [arctan(u) |

= 2 (arctan(e”) — arctan(1))

= 2 (arctan(em) — %) (car : tan (%) =1)

Finalement : I1(x) = 2 arctan(e®”) — g

1 m
7. a) Démontrer, pour tout v € RY : arctan(u) + arctan () = —.
U

Démonstration.
On note g la fonction définie sur R’ par :

1
g : u > arctan(u) + arctan <>
u
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1
« La fonction h : u — arctan () est dérivable sur R car elle est la composée h = hg o hy de :
U

1
x hytu— —qui:
U
- est dérivable sur R,
- vérifie : h1(R%) C R,

x ho = arctan qui est dérivable sur R, d’aprés la question précédente.

La fonction g est donc dérivable sur R car elle est la somme de
fonctions dérivables sur R.

o Soit u € R.
g (u) = arctan’(u) + h'(u)

1 1 1
- 1+u2+<_u2> 1+ (1)
1 1
T+u? w2(1+ L)
11
14+u?2 w241

= 0

On en déduit que la fonction g est constante sur R.

o Il existe donc A € R tel que :
VueRY, g(u) = A
Enfin :
x d’une part : lim arctan(u) = T
u—+00 2
x d’autre part : arctan(0) = 0.
En particulier, comme la fonction arctan est continue en 0 : lim arctan(u) = arctan(0) = 0.

u—0
On en déduit :

. ™ ™
Jdm ot = G40 = 5

T
Or: lim g(u) = A. Ainsi, la fonction g est constante égale —.
U—r—+00

1
Autrement dit : Vu € RY, arctan(u) + arctan () =T
U 2 O
b) En déduire que la fonction I est impaire.
Démonstration.
Soit « € R.
o Tout d’abord : —x € R.
« Ensuite :
ILi(—x) = 2 arctan(e™™) — g (d’aprés 6b)
1
= 2arctan| — | — T
e® 2
N (E B arctan(efﬂ)) . (d apres la questzo;z )
2 2 précédente, car : ¢© € RY )
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Ainsi : - -
Li(—z) = m— 2 arctan(e”) — 5 = 5" 2 arctan(e®) = —Ii(x)

La fonction I; est donc impaire.

O
¢) Démontrer que la fonction I; est strictement croissante sur R.
Démonstration.
« La fonction g : x — arctan(e”) est dérivable sur R car elle est la composée g = g2 0 g1 de :
x g1 :x— e’ qui:
- est dérivable sur R,
- vérifie : g1(R) C R.
x go = arctan qui est dérivable sur R.
e Soit x € R.
g(x) = gi(@) xgh(g1())
1
= e*Xx
1+ (er)?
ex
T lte
La fonction I; est donc strictement croissante sur R. 0
8. Soient x € Ret n € N.
a) A l'aide d’une intégration par parties, démontrer :
th(x)
1)1 =nl
(0 +1) Lnsal@) = nlu(e) + gy
1 ch(t) 1 1
On pourra remarquer, aw choiz : = ou = .
(Onp 1 () ch™I(t) T ch™2(t)  chl(t)ch"(¢) /
Démonstration.
On remarque :
In(z)
€T
- / L
0
* 1 (d’apres la remarque de

1
(ch(t
- / h(t) (ch(t))"Jrl dt lénoncé)
t
) X (

B 1 e < (n sh(t) (par intégration
- [sh( e ] /0 h(t)x( ( +1)7(C )dt

t))”“ par parties)

[e=]

)
(¢

10
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On en déduit :

I,(z) =

Ainsi :

b) En déduire

h@) @~ * (sh(t)’
(ch(al:))n+1 /(kh/@)nﬂ tith) /0 (ch(t))n+2 “
sh(z) 1 * (ch(t)® -1 o+ 206 — L2 —
+( +1)/O (ch(t))n+2 dt (car : ch®(t) —sh*(t) =1)

th(z) o T 1 (par linéarité de
1 — dt — —— dt :
ch"(z) +(n+1) </0 ch"(t) /0 ch™*2(¢) > lintégrale)

Démonstration.
o Tout d’abord :

Ainsi :

« Ensuite :

Ainsi :

th(x)
e D) (1(0) — Lyafa)
In(z) = iﬁff;) (4 1) (@) — (n+ 1) Luya ()
donc (n+1)IL1a(x) = cA;}iL((x:c)) +nl,(x)
Finalement : (n 4+ 1) I12(z) = n I, (x) + C?n(f;) -
les expressions de I3(x) et I4(x).
(1 + 1) IH_Q([E> = 1x Il(.’IJ) + ;}}111(3)
I3(z) = % (Il(fﬁ) + Zig;)
= % (2 arctan(e”) — g + ZEE:S) (d’aprés 6b)
On obtient : I3(z) = arctan(e”) — % + ;il}(la(ji)
(2 + 1) IQ+2(.Z’) = 2 IQ(J}) + (:12((12)
L) = 3 b()+gach
_ 2 - ! th(z) ‘aprés 6a
N 3(1 2(62J3+1)>+30h2(x) (daprés Ga)
. 2 1 th(z)
On obtient : I4(z) = 33T + 3 h(a) -

11
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9. Soit n € N*. Dans cette question, on étudie la fonction I,.

a) Etudier la parité de la fonction I,,.

Démonstration.
Soit « € R.

o Tout d’abord : —x € R.
« Ensuite :

I,(—z) = /0 Wdt

x 1 (avec le changement de
0 (Ch(

—u)) variable | u=—t |)
/ R (par parité de ch)
= - —— du par parité de c
0 (Ch(u))

= —In(z)

La fonction I, est donc impaire.

Commentaire

o La fonction I, est une intégrale fonction de ses bornes. Pour démontrer 'imparité de ce

type de fonctions, on pensera toujours & effectuer le changement de variable| u = —t

« Notons que ce résultat est (fort heureusement) cohérent avec celui de la question 7b.

b) Démontrer que la fonction I, est dérivable sur R, et expliciter sa dérivée I .

Démonstration.
Par définition de la fonction I, cette fonction est la primitive de f,, : ¢ — hT(t) qui s’annule
¢
en 0.
1
La fonction I,, est donc dérivable sur R et : Vo € R, I} (z) = fp(z) = ——.
ch"(x) O
) Démont vVt e R L < 2et
c¢) Démontrer : — e ",
" ch(t)
Démonstration.
Soit t € R. On remarque :
1 2
< 2t & ——— L 2e7t
ch(t) et fe-t =
s 1 < efef+e (car : et + et >0)
& 1< 14+
Cette derniére assertion est vraie car : e 2t > 0.
Ainsi, par raisonnement par équivalence, la premiére aussi.
O lut : Vt € R L g6t
n en conlut : — et
" ch(t) O

12
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d) En déduire :

(1—e)

n
Vx € R+, In(l') < —
n

Démonstration.

e Soit n € N. Soit t € R. D’aprés la question précédente :

1
< 2et
ch(t) ¢
1 \" (par croissance de t — t"
d < (2e7Hn
one <ch(t) < (2e7) sur R )
1
d’o1 < on —nt
ol (@) e

e Soit x € R+.
Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (0 < z) :

x 1 x
/ ——dt < / 2" e " dt
o ch"(?) 0

I,(x)

Or:

x

T T 1 on
/ on e—nt dt = 2" / e—nt dt = 27 |: - e—nt :| - _ = (e—nz . e—n><0) _ = (1_e—nx)
0 0 0

—n n n

n

2
Finalement : Vo € Ry, I, (z) < — (1 —e ™).
n

Commentaire .

Le schéma de résolution de cette question est plutot classique.
b

Afin d’encadrer une intégrale / f(t) dt,

1) on cherche d’abord a encadrer Iintégrande, c’est-a-dire montrer :
vt € a, b, a(t) < () < ha()

ot hy et hg sont deux fonctions définies sur [a, b], déterminées grace aux questions pré-
cédentes ou grace a ’étude de f,

2) on utilise ensuite la croissance de l'intégrale (si les bornes a et b sont dans l'ordre crois-
sant, c’est-a-dire a < b) pour conclure :

/ab ha() dt < /ab £ dt < /ab ha(t) dt

On peut résumer ce schéma par la phrase suivante : pour encadrer une intégrale, on com-
mence toujours par encadrer son intégrande.

13
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e) Montrer que la fonction I, est strictement croissante et majorée sur R.

Démonstration.
Soit n € N.

o Tout d’abord, d’aprés la question 9b, pour tout z € R :

1

0
ch"(z) >

I(x) =

La fonction I,, est donc strictement croissante sur R.

o D’aprés la question précédente, pour tout t € Ry :

2n n

In < 1 o —nx < - . —nx 2
() - (1 —e™) - (car : e 0)

n
On en déduit que le réel — est un majorant de I,, sur R,.
n

o De plus, la fonction I,, est croissante sur R, ainsi :
Ve e R_, In(SU) < In(o)

On en déduit, pour tout z € R_ :

n

Le réel — est donc aussi un majorant de I,, sur R_.
n

n
La fonction I,, est donc majorée (par —) sur R.
n

Commentaire .

On prendra garde aux variables en jeu.
o Lorsque 'on doit trouver un majorant d’une fonction f : x — - -- définie sur R, on doit
trouver un réel M, ne dépendant pas de x vérifiant :

Ve eR, flx) <M

« Lorsque I'on doit trouver un majorant d’une suite (uy)nen, on doit trouver un réel M,
ne dépendant pas de n vérifiant :

VneN, u, <M

Ici, la variable n est fixée et on cherche un majorant de la fonction I,, définie sur R. Le
réel que on doit proposer ne doit donc pas dépendre de x (mais il peut éventuellement

dépendre de n, c’est le cas ici).
. [

14
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10. Pour tout n € N*, on pose J,, = lim I,(z).
r—r+00
(Uezistence de cette limite est garantie par la question 9e).

a) Calculer Jj et Jo.

Démonstration.

o D’apreés la question 6b :

I : © — 2 arctan(e”) — g
Or, avec le changement de variable | ¢t =e”
lim arctan(e®) = lim arctan(t) = T
T—-+00 t——+o00 2
Ainsi : o -
lim Ii(z) = 2x-——- = —
z—+00 2 2 2
m
On en conclut : J; = 7"
o D’aprés la question 6a :
1
L:z—»1— ———
207 2(e2 + 1)
. 1 .y .
Or : IEIJPOO 1) 0. Ainsi : xLl\l}rloo Iy(z) = 1.
On en conclut : J, = 1.
O
b) Démontrer, pour tout n € N* : J, 410 = n -
n+1
Démonstration.
Soit n € N*.
o D’apreés la question 8a, pour tout z € R :
th(z)
(n+1) ILiyo(x) = nil(x)+ " ()
Ainsi : ) h(x)
n th(x
1 = 1 X
n+2(®) n+1 n(@) + n+1 ch™(x)
o On sait déja :
Jnio = xgrfoo I io(x) et J, = xglfoo I,(z)
1 th(x)

Il reste donc & déterminer, si elle existe, la limite : lim X
a—+oo n+1  ch"(z)

x Tout d’abord :
sh(z) e —e " e’

(z) ch(z) e* 4+ €T sotoo €7
x De plus :
N ex—f—efx n (ex_i_e—x) (ex)n eTLiE

15
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On en déduit :

1 th() N B on
n+1" ch™(x) so+o n4+1" 95 (n+1)em
2TL
Or, deux fonction équivalentes ont méme limite et : lim ———— = 0. Ainsi :

T—+00 (n + 1) ene

m @
z—+oo n+1 ch"(z)
« On en conclut : . h(x)
n th(z
I = I
n2(2) n+1 n(®) n+1 8 ch”(x)

I I I

+ + +

g l g l g l

n
J, = J, 0
n+2 n+1 n +
n
Vn € N*, J,10 =
n y JIn42 1 n 0
¢) Montrer par récurrence :
@2p)! o« 2% (p!)?
VpeN, J = = t J =
pe Ny, 2p+1 229 (pl)?2 X 2 e 2p+2 2p+ 1)!
Démonstration.
. . . (2p)! ™
Démontrons par récurrence : Vp € N, P(p) ot P(p) : Jopy1 = (I X5 et
p!

J 220 (p!)®

» Initialisation :
D’apreés la question 10a :

x d’une part :

T
Joxor1r = J1 = 5
Or :
(2><0)!XE_ 0! LT
22X0(0N)2 "2 20x 127 2 2
oo 2x0) =«
Ainsi : J2><()_|_1 = W X 5
x d’autre part :
Jaxorz = Jo = 1
Or :
2200 20x1 .
2xo+1)! 1
o 22><O 0| 2
AlnSl : J2>(0+2 = (2><0(—’_)1)'

D’ou P(0).
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» Hérédité : soit p € N.

Supposons P(p) et démontrons :

92(p+1) ((p + 1)[)2

P(p + 1) (26 Jg(p+1)+1

(2(p+ 1))! T
22(+1) ((p + 1);)2 2

R = THo ) )
o Tout d’abord :
Doprn+1 = Jopri)te
B 2p+1 J (d’apres la question précédente
T o (2pr1ly 1T appliquée i n =2p+1)
2 1 2p)!
— 21’12 X 22(p(p)')2 X g (par hypothese de récurrence)
P p:
o 2p+1 (2p)! 7
S 2(p 1) 2%(ph)? T 2
B (2p+1)! o
S (p+1) (p)? T 2
Or:
Ce+)t o (2p+2)! 7
22(r+1) ((p + 1)!)2 2 220+2 ((p 4 1)!)2 2
o (2p+2)(2p+1)! T
2742 (p+1) (p)* 2
2 x (p) x (2p+1)! s
o 2Zx 2l (p+1)Ex (ph)2 T 2
B (2p+ 1)! o
S22 (p 1) (ph)? T 2
o 2(p+1)! T
Ainsi : Jypp1y)41 = ( ) 5 X o
22(p+1) ((p + 1)1) 2
« Ensuite :
Sopr1yr2 = Jopra)2
B 2p+2 J (d’aprés la question précédente
 (2p+2)+1 2pt2 appliquée 4 n = 2p + 2)
2p+2  2%°(p!)?
= 2p13 ® (fi)' (par hypothése de récurrence)
p P :
_ (@p+2)? 2% (p!)?
2p+3)2p+2) (2p+1)!
2+ 1) x 2% (p)?
N (2p + 3)!
_ 22 (p+1)°x 2% (p!)?
N (2p + 3)!
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On en déduit :
22 (p+1)2 x 2% (p!)?
JQ(I’+1)+2 - (2p+3)'

22042 ((p + 1) (p!))
(2p + 3)!

2%F2 ((p+ 1)!)2
(2p + 3)!

22(01) ((p + 1)1)2
(2(p+1)+1)!

Dot P(p+1).

(2p)! §

Par principe de ré Vp EN, J 2(p)
ar principe de recurrence . y = —— -_— .
p p b 2p+1 22p(p!>2 (2p+ 1)! =

™
X ) et Joppo =
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Probléme : Méthode de Héron

Dans tout ce probléme, on désigne par a un nombre réel strictement positif fixé, et on considére la
suite de Héron associée a a, i.e. la suite réelle (uy,)nen définie par :

1
u=1 et VYneN, up == (un+a>
2 Up,
Partie 1 - Etude d’une fonction.
On considére application f définie par :
f+ R - R

» 5+ s)
x — |z + —
2 T

11. Justifier que f est dérivable sur R, et calculer sa dérivée.

Démonstration.
o La fonction f est dérivable sur R* car elle est la combinaison linéaire de fonctions dérivables sur
*
R*% .

. Soit z € R%.
2

1 a 1 z*—a
/
f(z) 2 ( x2 2 x2
La fonction f est donc dérivable sur RY et :
2
« g TE—a
12. a) Dresser le tableau de variations de f sur RY .
Démonstration.
o D’aprés la question précédente :
VoeRl, flo) =
x T) = —5—
+ 2 2

Soit x € RY.
fl(z)>0 & 22—-a>0 (car : 2% > 0)

s 2>a

(par stricte croissance de

& x>V V- osur Ry

« On obtient le tableau de variations suivant :

T 0 Va +00

Signe de f’(z) - 0 +

Variations de f \ /
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o Détaillons les éléments de ce tableau.
x Tout d’abord :

SV = 5 (Vas ) = 5 Wakva) = 5 2va = va

x Ensuite : a
limz = 0 et lim — = +4o0 (car : a >0)
z—0 z—0t T
Ainsi : li = .
insi : lim f(x) = +o0
x Enfin : a
lim =z = +o0 et lim — =0
T—r+00 r—+00 T
Ainsi : zgrfoo f(z) = 4o0.

b) L’application f est-elle injective ? surjective ? bijective ? Expliciter f(RY).

Démonstration.
« La fonction f n’est pas injective. En effet :

x d’une part :

x d’autre part :

Ainsi :

f<ﬁ> ~ jeva) e Y22

La fonction f n’est pas injective.

La fonction f n’est donc pas bijective.

« La fonction f n’est pas surjective car le réel 0 n’admet pas d’antécédent. En effet, comme /a
est le minimum global de f sur RY :

Ve e RY, f(x) > va > 0

La fonction f n’est pas surjective.

D’apres le tableau de variations : f(R%) = [\/a, +o0l.
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Commentaire \

Détaillons 'obtention de f(R* ).
fRY) = £(0,vau 1va, +oo]
= (0. va) U £ (va,+])
— [f(Va). iy f@)U)f(Va), tim_ f@) e Beeme de o
= VA, +oo[ U]Va, ool

= [\/a’ —|—OO[

\ E

13. a) Pour tout z € R* | déterminer le signe de f(z) — x.

Démonstration.
Soit x € RY..

x
Ainsi :
fz)—x>0 & ——x>0 (car:§>0)
& — >
x
& a>a2? (car : x> 0)

(par stricte croissance de

@ Vezu Voosur Ry)

Vz €]0,v/a[, f(x) —z>0
Vo € [a,+oof, f(z)—z<0 . O

Finalement : {

b) Expliciter les points fixes de la fonction f.

Démonstration.
Chercher les points fixes de la fonction f revient & déterminer les réels x vérifiant : f(z) = x.
Soit x € RY.

fl@)=z & flx)-2=0

1v/a

3 (7 — x) =0 (d’apres la question précédente)
T

(avec un raisonnement similaire

a celui de la question précédente)

& Va=z

La fonction f admet /a comme unique point fixe.
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14. a) Montrer que le graphe de f admet une asymptote en 400, dont on donnera une équation.

Démonstration.
Démontrer que la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe de f en +o00 revient &
démontrer :
f(z) — (ax +b) ) 0
On remarque, pour tout x € R :
1 1 a
x) = —lz+—-) = x4+ —
f(@) 2 ( + ) 2 + 2x
Donc : ]
a
-z =— — 0
f(@) 2 v 2r z—+oo

1
La droite d’équation y = 5 x est donc asymptote & la courbe de f en 4o00.

O
b) Etudier la position du graphe de f par rapport a cette asymptote.
Démonstration.
Soit x € RY..
a
——z = — >0
o 1
La courbe de f est donc située au dessus de son asymptote y = 5% 0

15. Tracer 'allure du graphe de f dans le plan. On fera apparaitre sur le graphique les asymptotes du
graphe de f, ses éventuelles tangentes horizontales, ainsi que la premiére bissectrice du repére.

Démonstration.

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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Partie 2 - Etude de la suite de Héron

16.

17.

Calculer uy et us en fonction de a.

Démonstration.
« Tout d’abord :

o Ensuite :

1 L 1 1+a+ 2a lx(1+a)2+4a 1+ 2a+a®+4a
u = - U _— = - = - =
> 2\ Ty 2\ 2 "1+a 2 2(1+a) 4(1+a)
a’ 4 6a+1
Uy = ————
2 4(1+a) O

Démontrer par récurrence que la suite (uy,)nen est bien définie, et : Vn € N*| w, € [\/a,+o0].

Démonstration.
U, bien défini

Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n):
up, € [Va, +oo|
» Initialisation :

o D’aprés la question précédente, uy est bien défini.
o De plus : uy = f(ug). Or : up € R%. Donc : u; = f(uo) € f(RY).
D’apres la question 12b : f(R%) = [/a, +oo[. Ainsi : u; € [Va, +00[.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Up41 bien défini
Up+1 € [\/av +OO[
« Tout d’abord, par hypothése de récurrence, le réel u,, est bien défini et : u,, > /a.
Or : y/a > 0. On en déduit : u, # 0.

1
Alnsi, le réel 5 <un + a> est bien défini, et donc u,41 aussi.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. {

Un,
o Ensuite : 41 = f(up). Or: u, € RY d’aprés le point précédent. Donc : u,41 = f(un) € f(RY).
D’apres la question 12b : f(R%) = [\/a, +oo[. Ainsi : up41 € [y/a,+00].

D'oa P(n+1)

U, bien défini

Par principe de récurrence : Vn € N*, .
up, € [Va,+oo|

Enfin, le réel ug est bien défini d’aprés ’énoncé.

On en déduit que la suite (up)nen est bien définie et : Vn € N*| u,, € [y/a, o0l
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Commentaire \

On prendra garde & bien poser la récurrence.
« On ne peut commencer en écrivant « Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) on

Uun, bien défini
P(n) : ».
up, € [ya,+oo[

En effet, d’aprés I’énoncé : ug = 1. Ainsi, suivant la valeur de a, la propriété suivante n’est
pas toujours vérifice : ug € [/a, +oo.

L’initialisation de cette récurrence (P(0)) n’est donc pas toujours vraie. Cela justifie le fait
que l'on initialise la récurrence & 1 et non 0.

« En initialisant la récurrence a 1, on ne démontre par que la suite (u,)pen est bien définie,
mais que la suite (u,)nen+ est bien définie.
Pour conclure quant a la bonne définition de (uy,)nen, il faut donc :
x démontrer que la suite (u,)pen+, ce qui est effectué avec la récurrence,

x préciser que le réel ug est lui aussi bien défini.

\ O

18. Montrer que la suite (up)nen est décroissante & partir du rang 1.

Démonstration.
Soit n € N*,

Up+1 — Up = f(un) — Unp
Or, d’aprés la question précédente : u, € [\/a,+00|.
Ainsi, d’apres la question 13a : f(u,) —u, < 0. D’ou :

Uptl — Uy < 0

La suite (uy) est donc décroissante a partir du rang 1.

19. Déduire des questions précédentes que la suite (uy,)nen est convergente et a pour limite v/a.

Démonstration.
La suite (u,) est :

x décroissante a partir du rang 1, d’aprés la question précédente,
x minorée par y/a, d’apres la question 17.

Elle converge donc vers une limite ¢ vérifiant : £ > /a.

La suite (u,) est convergente.

De plus, pour tout n € N :

Un+1 = f(un)
i 1
4l
¢ = f)

Le réel ¢ est donc un point fixe de f.
Or, d’aprés la question 18b, 'unique point fixe de f est \/a. Ainsi : £ = \/a.

Finalement, la suite (u,) converge vers \/a.
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Commentaire \

Lorsqu’on a démontré qu’une suite récurrente est convergente (souvent grace au théoréme
de convergence monotone), on retiendra que, pour déterminer la valeur de sa limite, il s’agit
presque toujours de « passer & la limite » dans la relation de récurrence définissant la suite
(up). Ici :

Upt1 = flun) O

\

20. Ecrire une fonction Python prenant en paramétres un réel strictement positif a et un entier naturel
n, et renvoyant le terme wu,, de la suite de Héron associée & a.

Démonstration.
On propose le script suivant.

def suite_u(a, n)

u=14%# valeur de u_0
for k in (n)

u= (1/2) * (u + a/u) # mise a jour de u
return u

(1<, I R TR =

o

Détaillons les éléments de ce script.
« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :
x cette fonction se nomme suite_u,
x elle prend en paramétre d’entrée le réel a et ’entier n,
x elle admet pour variable de sortie le réel u

def suite_u(a, n)

o=

6 return u

La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (uy,,), est initialisée a 1 : la valeur
de ug.

u=1# valeur de u_0

Jwo

o Structure itérative
Les lignes 4 & 5 consistent a calculer les valeurs successives de la suite (uy,). Pour cela, on utilise
une structure itérative (boucle for) :

for k in (n)
u= (1/2) * (u + a/u) # mise & jour de u

lov s

Pour mettre a jour la variable u, on a utilisé la relation de récurrence définissant la suite (uy) :

YneN, upp1 = 1 (un + a>
2 Up,
o Fin de la fonction
A T’issue de cette boucle, la variable u contient bien la valeur de u,. En effet, puisqu’on effectue
n tours de boucle, la variable u est mise & jour n fois. Comme cette variable contenait ug avant
d’entrer dans la boucle, elle contient wgy, = u, a l'issue des n tours de boucle.
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Commentaire \

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé avec
beaucoup de précision la réponse & cette question. Cependant, proposer un script Python
correct et brigvement commenté démontre la bonne compréhension de l’algorithme demandé

et permet d’obtenir tous les points alloués a cette question.

« On pouvait aussi proposer une version récursive de cette algorithme.

1 def suite_u(a, n)
2
3 if n == : # condition d’arrét
4 return 1 # valeur de u_0
5 else :
6 return (1/2) * (suite_u(n-1) + a / suite_u(n-1))
7 # relation de récursivité (appel & la fonction)
{ u

Partie 3 - Etude de la vitesse de convergence

On cherche dans cette question a évaluer la vitesse de convergence de (up)nen vers y/a. On considére
pour cela ’écart relatif réduit de u,, a y/a, défini, pour tout n € N, par :

Up —a

£ =
" 2\/a
21. a) Montrer pour tout n € N* : ¢, > 0 et £,11 < (€n)°.
Démonstration.
e Soit n € N*,
D’apres la question 17 : u, > /a. Ainsi :
up—ya = 0
Up —a
donc 0 car 1 2+/a >0
S 20 (wri2va>0)
d’ou En > 0
VneN e, >0
e Soit n € N*.

Enal = Un+1 — \/ZZ
ntl = 5 =
2\/a

— (par définition de uni1)
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On obtient :
u2+a—2un va
c — Un
ul—2upa+ta
N du,+/a
_ (un — Va)?
du, /a
Aa x &2 (par définition de &)
= —=2 ar définition de e
Aup+/a P "
a
_ Ve
Un
. R : . Va
Toujours d’apres la question 17 : u, > y/a. Comme : /a > 0, on en déduit : 1 > ~—.
u
On en conclut : "
a
Ixe2 > lxsi (car : €2 >0)
Unp,
I
En+1
Vn € N*v En+1 < (871)2 0
b) En déduire : Vn € N*, ¢, < (e1)2" .
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Yn € N*, P(n) o P(n) : e, < (e1)2"
» Initialisation :
On remarque : (£1)2 ' = (e1)2 = (e1)! = 1. Ainsi :
1-1
e1 < (e1)?
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : e,41 < (e1)?7).
d’apres la question
< 2 (
ent1 < (en) précédente)
< <(81)2n71>2 (]?ar hypothése de
récurrence)
_ (51)2><2”*1
= (e)”
D’ou P(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N*, g, < (51)2n_1. -
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22. On suppose dans cette question que a € [1,4].

1
a) Montrer alors : €1 < 1

Démonstration.

« Tout d’abord, par définition de ;7 :

€1

o On remarque ensuite :

1 <
donc 1 <
dou 0 <
ainsi 0 <
alors 0 <

De plus :

comie

alors

donc
Ainsi, par transitivité :

ul—\/&
2Va

5t - va

W (d’aprés 16)

1+a—-2+a
4+/a
a—2+a+1

iVa

(va—1)?
iVa

a < 4
(par croissance de \/-
<
ve s 2 sur Ry )
Va-1 < 1
(Va—1? < 1 (par croissance de
= x — 2 sur Ry )
(Va—1)° 1
Tiva < a (car : 4y/a >0)
1 < Va
1 (par décroissance de
1> —
Va T — sur R* )
1 S 1
4 7 4v/a
12

Finalement : 1 <

| =
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1
b) En déduire : Vn € N*| |u, — v/a| < 933"
Démonstration.
Soit n € N*,

« Tout d’abord, d’aprés 17 : u, —+/a > 0. Ainsi :
’Un - \/a| = Unp — \/a

o De plus, d’aprés la question 21b : X
en < (e1)?

Ainsi, par définition de ¢, :

Comme : 2y/a > 0, on en déduit :
un —va < (e1)? x2va

D’ou :
n—1
lu, —va| < (1) x2va

o Par ailleurs :

. < 1 (d’apres la question
! h 4 précédente)
1 on—1 (i . d
d gn—1 < 1 par croissance de
one (1) = <4) z 22 sur Ry )

_ 1

R n—1

d’ou 2\/&(51)2 < 42717712\/5 (CGT 2\/&20)
Or, comme démontré en question précédente : \/a < 2. Ainsi :

1 1

1 1 1 1 1
ST 2X2 = g x4 = -1 = -1 = -1 = n
42" 42" 42n—1-1 (22)2” -1 22x(2n~1-1) 92 —2

e On en déduit, par transitivité :

n—1 ]. ].
|"U«n_\/a‘<(€1)2 X2ﬁ<W2ﬁ<W

1
22"72 0

Vn € N* |u, —v/a] <
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¢) En déduire que uy, us et ug sont alors des valeurs approchées de \/a & respectivement 1074,
1079 et 107'8 preés.
(On pourra utiliser le fait que 210 > 103.)

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

|u4_\/5| < 2247_2 = ﬁ

210 > 103 (d’aprés Uénoncé)

donc 2% x 210 > 924103

d’ou 214 > 16 x 10> > 10*
. 1 _ 1 (par stm‘ite décroissance
ains — el
e 214 104 de © — — sur Ri)
A

On en déduit, par transitivité :

1 1 »

Autrement dit, le réel u4 est une valeur approchée de v/a & 10~ prés.

e On démontre de méme :

x d’une part :
1
’US_\/a‘ < ﬁ < 1077

x d’autre part :

Autrement dit, le réel us (resp. ug) est une valeur approchée de
Vva 41072 (resp. 10718) pres.

Partie 4 - Etude de la suite de Héron dans le cas complexe

Le but de cette partie est de généraliser I’é¢tude de la suite de Héron — et en particulier le résultat de
convergence obtenu en partie 2 ci-dessus — au cas oil a est un complexe non nul.

On suppose donc désormais que a € C*. On note a et —« les deux racines carrées complexes de a, et
on pose iaR = {iax | € R}. On considére la suite complexe (uy,)nen définie par :

1
up € C\iaR et VneN, un+1:2<un+a)

Unp,
On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant.
Soit (a,b,c) € C* x C2. On note : A = b% — 4ac.
On note § une racine carrée de A (éventuellement complexe). Autrement dit : 62 = A.

Le polynéme aX? + bX + ¢ admet deux racines :

—-b—90 ot —b+4
2a 2a
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28. Le but de cette question est de montrer que la suite (uy,)nen est bien définie.

1 a
a) Soit z € C*. Supposons qu’il existe A € R tel que : 3 (z + 7) = ja\. Démontrer alors : z € iaR.
z
Démonstration.
On sait :
1 ( n a) o\
P = o
2 z
a .
donc z+ — = 2ia)\
z
d’ou 22 +a = 2lalz
ainsi 22— 2ia\z+a = 0

On note alors A le discriminant du polynéme P défini par : P(X) = X2 — 2ia\ X + a.

A = (“2ia))?-4x1xa
= —4a2)\? —4a
= —4a)? — 4a g]’;archle)ﬁmtwn de o :
= —4a(\+1)

= (2ia VA2 +1)°

On note alors : § = 2ia VA% + 1.
D’aprés le résultat fourni dans I’énoncé, le polynéme P admet deux racines :
2ia\ — & A= VA2 +1 2ia\ + 0 A FVAZH]
kbt YA AT
2

- % — Yo - /7 — 9
5 Q0 5 et 2 1

Deux cas se présentent.

. A= VAZ+1 . AN VA2 +1
. 8717277:7227q7?, alors: z = taax 2 f

A—VA2+1
On note alors : 1 = 2 % Comme X € R, on a bien :

x d’une part : z; € R,
x d’autre part : z = iaz.
Ainsi : z € iaR.

A+VAZ+1 A+VAZ+1

e 8i z =2l ——— , al 2 = ta X2
siz = 2l —— 5 - alors 2 i 5
A+ VA2 +1
On note alors:x2:2%.00mme)\eﬂ£, on a bien :

x d’une part : x2 € R,
x d’autre part : z = iaxo.

Ainsi : z € iaR.

Dans tous les cas : z € iaR.
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b) En déduire que, pour tout n € N| si le terme wu,, est bien défini et vérifie u,, € iaR, alors le terme
Upy1 est bien défini et vérifie uy 1 & iaR.

Démonstration.
Soit n € N.
Supposons que le terme wu, est bien défini et : u, ¢ iaR.

« Tout d’abord, comme u,, ¢ iaRR, alors en particulier : u,, # ia x 0. Donc : u,, # 0.

1 a
Ainsi, le complexe 3 <un + — ) est bien défini et donc uy,y1 aussi.
Un

« Démontrons ensuite : up,11 ¢ iaR.
On procéde par 'absurde.
Supposons : NON(up+1 € iaR), i.e. : uptq € iaR.
Alors :
a .
<un + > =Upt1 € 2aR

Un

1
- (un + a) = oA
2 Up,

D’aprés la question précédente appliquée & z = uy,, on en déduit : u, € iaR.
Absurde!

N

Il existe donc A € R tel que :

Finalement, pour tout n € N, si le terme u,, est bien défini et vérifie u,, & iaR,
alors le terme w41 est bien défini et vérifie up41 € iaR. 0

¢) Conclure.

Démonstration.
u, bien défini

Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou P(n):
un ¢ iaR

» Initialisation :
D’apreés 'énoncé :
o le complexe ug est bien défini,
o de plus : up € C\ iaR. Autrement dit : ug ¢ iaR.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Up+1 bien défini
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e.
Unt1 ¢ 1aR
D’aprés la question précédente :
x le complexe u,11 est bien défini,
x par ailleurs : u,41 ¢ iaR.

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence, la suite (u,,) est bien définie (et : Vn € N, u,, ¢ iaR).
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24. Que dire de la suite (up)nen si ug = £a?

Démonstration.
Deux cas se présentent.

x On commence par remarquer :

_1 +a _1<+a>_1(+)_
u1—2u0 I —2a 5 —Qaa—a

x On démontre alors par récurrence immédiate : Vn € N, u,, = a.

e Si ug = —a, alors on démontre avec le méme raisonnement : Vn € N, u,, = —a.

Ainsi, si ug = ta, alors la suite (u,) est constante égale a +a.

Commentaire .

« Puisque la réponse & cette question n’est pas fournie dans ’énoncé, la, mention « par récur-
rence immeédiate » associée au 1°" calcul suffit & démontrer la compléte compréhension des
mécanismes en jeu et permet d’obtenir la totalité des points alloués & cette question.

e On peut détailler la récurrence dans le cas : ug = a.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)  ou  P(n) : u, = a.
» Initialisation :
On sait : ug = o
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : up41 = ).
On remarque :

1 a
Upr1 = = |(up+ —
2 Up,
_ 1 (a + E) (zfar hypothése de
2 « récurrence)
1
= 3 (Oé—l-Oé) = «

D’ott P(n + 1).

Par principe de récurrence : Vn € N, u,, = «.

]

\.

25. On suppose désormais que ug # +a.
a) Montrer que si la suite (up)nen admet une limite ¢ € C, alors : £ = +a.

Démonstration.
Supposons que la suite (u,) admet une limite £.

« On obtient :

N —
7 N\
<
3
+
Fle
~_

Up+1 =
1 1
il il
1 a
to= 5(+3)
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e On en déduit :

a
20 = (+ -
T
a
d { = -
onc 7
dou 2 = a
ninsi ¢ —  ta (car « est une racine

carrée de a)

On a bien démontré que si la suite (u,)neny admet une limite ¢ € C, alors :

= +a. 0
b) Démontrer que, pour tout n € N, u,, # +a.
Démonstration.
Démontrons par récurrence : ¥Yn € N, P(n) ou  P(n) : u, # *a.
» Initialisation :
D’apreés ’énoncé : ug # *a.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et déemontrons P(n + 1) (i.e. : upy1 # £a).
On procéde par 'absurde.
Supposons : NON(uy,+1 # £a). Autrement dit : u,41 = ta.
On traite le cas : up4+1 = a (le cas « u,, = —a » se traite de fagon tout & fait similaire).
On remarque :
1 n a
a = —|u,+—
2 " u,
donc 200 = Un + @
n
d’out  20u, = u? +a
ainsi 0 = u? - 2au, +ao?
alors 0 = (up, — a)?
donc 0 = Up —
On en déduit : u, = a.
Absurde!
D’ou P(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N, u,, # +a.
O
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Up — O
¢) Soit n € N. On considére le complexe z, = — , qui est bien défini et non nul d’aprés 25b.

n

Démontrer : 2,11 = (2,,)2.
En déduire une expression de z, en fonction de n et de zg.

Démonstration.
o Tout d’abord :

Zn+l1l =

— (par définition de u,y1)

u2 — 20u, +a
u? + 2au, + a

(un — oz)2
(un +a)?

- (5e) - e

Zn+1 = (Zn)2

« Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ot P(n) : 2, = (20)?".

» Initialisation :
On remarque :

0
(20) = 25 = 20
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Suppons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : zp41 = (z0)2n+1),
On calcule :
Zni1 = (2n)? (d’apres le point précédent)
_ ((z )Qn)Q (par hypothése de
N 0 récurrence)
— (20)2><2”
— (ZU)2n+l
D’ou P(n +1).

Par principe de récurrence : Vn € N, z, = (2)?".
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1+ 2, 41

d) Montrer, pour tout n € N : up, = « =a — .
1—2z, Zn - — 1
Démonstration.
Soit n € N.
Up —
Z =
" Uy +
donc  z, (up, + @) = Uy — Q1
dot a(l4z,) = (1—zp)u,
.. 14+ 2, (car, comme : z, = Un — @ et
alnsl o = Unp Uy + &
L=z a#0,alors : 2z, #1)
De plus :
1
142, %<;+1) S
o T e (lo)  a
1 RS |
Finalement : Vn € N, u,, = « t o _ « Z’il + .
1—2z, zn — 1 O

e) En déduire que I'on a l'alternative suivante :

{ si |ug — af < |up + «f, alors la suite (uy,)nen tend vers a.

si |ug — | > |up + «, alors la suite (uy,)nen tend vers —a.

Démonstration.
Deux cas se présentent.

e si|lup — o] < |ug+ «f, alors :

lup — af
— < 1 car : |lug +«a| >0
i (car : Jug + ] > 0)
donc ’uo—a < 1
ug + «
d’onl |Z()‘ < 1

Or, d’aprés la question 25¢ :
VneN, z, = (z)¥

La suite (z,) est donc une suite extraite d’une suite géométrique de raison géométrique 2.
Comme : |zg| < 1, alors :

i =0
Or, d’aprés la question précédente :
VneN, u, = « 1—_FZ
On en déduit que la suite (uy,) converge et :
lim u, = « ﬂ = «
n—+o00 1-0

Ainsi, si |up — af < |up + &, alors la suite (up)nen tend vers a.
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o si|up —al > |ug + «f, alors :

|uo —
— > 1 car : |up +af >0
|U0 +Oé‘ ( | 0 | )
done |22 5 1
ug + «
d’ou |Zo| > 1
1 (par stricte décroissance
ainsi — < 1 1
e |z0] de x — _ sur R%)
1
alors — < 1
20

Or, d’aprés la question 25¢ :

2”
Vn € N, 1 = L — = 1
Zn (20)2 20

. 1 . . . . . . 1
La suite ( est donc une suite extraite d’une suite géométrique de raison géométrique —.
Zn <0

Comme :

20

< 1, alors :

lim — =0
n—+o00 Zp

Or, d’aprés la question précédente :

L4
VneN, wu, = a7
L
On en déduit que la suite (uy,) converge et :
. . 0+1
nﬁufooun_a()—l o @

Ainsi, si |ug — a| > |up + «f, alors la suite (uy,)nen tend vers —av.

O

26. Interpréter géométriquement ’ensemble iR en fonction des points du plan d’affixe o et —a, ainsi
que les résultats de 25e.

Démonstration.
« Dans le plan complexe muuni d'un repére orthonormé (O, U, 7), on commence par noter :
x Aj le point d’affixe «,
x Ag le point d’affixe —q,
x B le point d’affixe ic.
L’image de I'ensemble iaR est alors la droite (OB).
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De plus :

x comme 'affixe de Ag est 'opposée de celle de Aj, alors O est le milieu du segment [A; As].
(En particulier, la droite (OA;) et (A;As) sont confondues).

x comme l'affixe du point B est i X « et que « est affixe de Aq, alors B est 'image de A; par
la rotation de centre O et d’angle g
Ainsi les droites (OB) et (OA;) sont perpendiculaires. On en déduit que les droites (OB) et
(A1 Ay) sont perpendiculaires.

La droite (OB) coupe donc le segment [A; A2] en son milieu et perpendiculairement. Il s’agit donc
de la médiatrice du segment [A; As].

L’image de I’ensemble 7aR est la médiatrice du segment d’extrémités
les points d’affixe o et —a..

o Pour tout k € N, on note My, le point d’affixe uy.
Dans la question précédente, on a démontré que :

x si |ug — a| < |ug + a, alors la suite (u,) converge vers a.

Autrement dit, si A1 My < AyMy, alors la suite de points (M,,) converge vers A; (pour la

distance euclidienne).
x si |ug — a| > |ug + a, alors la suite (u,) converge vers —a.

Autrement dit, si AyMy > AsMy, alors la suite de points (M,,) converge vers Ay (pour la
distance euclidienne).

On en déduit que la suite de points (M,,) converge vers :

x le point Ay, si My est plus proche de A; que de As,
x le point Ao, si My est plus proche de As que de Aj.

Finalement, on a démontré en question précédente que la suite de points (M,,)
converge vers celui des points A; ou As qui est le plus proche de M.

« Voici une illustration des premiers termes de la suite de Héron avec a = 5—12i (et donc v = 3—21¢
car : (3 —2i)2 =5 —12i), et up = .
On conserve les notations des points précédents.

B
Ao
M=+ Mj
7o,
1ot M,
/ '~. X
/ . -
//]Vfg -7
% = 7 >
v X
M, Ay
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