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DS3

On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 5. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice : Cours
1. Enoncer et déemontrer la formule du binéme de Newton.

Démonstration.

Soit (u,v) € C2,

Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)
no(n

ou Z(n):(ut+v)"= > uk onk,
k=0 \F

» Initialisation :

x D’une part : (u+ v)°

=1.
) 0 0 k ,0—k 0 0,0
x D’autre part : > uf PR = u v’ =1,
=0 \Kk 0

D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1)

n+1
(ie. (u+v)"tt =% (n + 1) uk oDk,

=0 \ k
(u + v)n—l—l
= (u+v)(utov)"
= (u+v) i T\ Lk yn—k (par hypothese de
=0 \k récurrence)
n /n _ no/n _ (par distributivité
_ k,n—k k,n—k
B ukgo(k)uv +vk§0(k>uv de x sur +)

n /n _ n /n _ (par distributivité
kz::(] <k> e kz::o <k> wo de x sur +)
Hon ro(n (par décalage

= k yn—(k=1) k., nt+1—k p g
] (k - 1) o * ,§0 (k) w dindice)
n+1 n ) k n

— U Un+1—l<: + Z < > uk ,Un—i—l—k
k=1 (k -1 k=0 k
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Or:
n+1 n n n
Z < > uk Un-l—l—k: 4 Z < > uk Un+l—k
=1 \k—1 k=0 \K

— - n k,n+1—k n n+1,n+1—(n+1)
o R e B L
+ <<”> w0yt 4 i <”> uF Un+1k>
0 = \k

On en déduit :

L Y I T A (par triangle
k ) w tuTy de Pascal)
— (™) ot s (P L\ o ynti—k ("t L\ nr1 0
0 k=1 k n -+ 1

Dou Z(n+1).
Par principe de récurrence : ¥n € N, & (n).

k

k=0

Finalement : V(u,v) € C2, ¥n € N, (u +v)" = 3 <n> uk k.

2. Soient E, F, G des ensembles.
Soit f : E— F une application.
Soit g : F' — G une application.
Soient By et By des parties de F.

a) Démontrer :
f surjective }

g surjective go [ surjective

Démonstration.
Supposons que f et g sont surjectives. Démontrons que g o f est surjective.
Soit z € G.
Démontrons qu'il existe € E tel que z = (go f)(x).
Comme g : F' — G est surjective, il existe y € F tel que z = g(y).
Comme f: E — F est surjective, il existe x € E tel que y = f(z).
On a alors : z = g(y) = g(f(z)) = go f().

Ainsi g o f est surjective.

g o f surjective

Ainsi - f surjective }

g surjective
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b) Démontrer :
FHBIUB,) = fTH(B) U H(B)

Démonstration.
On procéde par double inclusion.
(C) Soit x € f~1(B1U By).
Alors : f(z) € By U By. Deux cas se présentent :

«x si f(x) € By, alors : x € f~1(By).

Or: f=H(Ba) U f=H(B1) U f(By). Dou: w € f~H(B1) U f~(Bz).
Dans tous les cas : z € f~1(By) U f~1(By).
Ainsi : fﬁIL (Bl U BQ) - fﬁIL (Bl) U fiﬂ (Bg)
(D) Soit x € f~YBy)U fF1(Bo).
Alors : (z € f~1(By)) 0U z € f~1(Bj)). Deux cas se présentent alors :
x siz € f71(By), alors : f(z) € By.
Or : By C B1 U By. Donc : f(.%) € B1 U Bs.
Dou:ze f_ﬂ(B1 U Bg).

Or : By C B1 U Bsy. Donc : f((L‘) € B1 U Bs.
Dou: € f~1(B1UBy).

Dans tous les cas : z € f~1(B; U By).
Ainsi : f~Y(B) U fYBy) C fYBiUB).

Finalement : f~Y1(B1UBy) = f~Y(B1)U fY(By).

O
3. Démontrer que la fonction h suivante est bijective et déterminer sa bijection réciproque.
h : R — ]0,1]
xr — exp(—e)
Démonstration.
Soit y € 10, 1[. Soit = € R.
y="h(z) & y=exp(-e™)
& In(y) =—e"
& —In(y) =e"
& In(—In(y) =-= (car, comme y € ]0,1[, alors : —In(y) > 0)
& —In(—In(y) ==
La fonction h est donc bijective de bijection réciproque :
=t . ]0,1[ - R
z = —In(—In(z)) O
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4. a) (¥) Soit x € R. Linéariser cos3(z).

Démonstration.
On remarque :

cos(z)) 5

eiac_|_e—ia: 3
=)

—

cos?(x) =

(par formule d’Euler)

|
N

= 33 ((€)3 4+ 3 (") e 4 3e' (e7)% 4 (e7)3) (par formule du binéme)
= ? (e?ﬂﬂf 13 L 37 e—3wc)

1 7
= 3 (2 cos(3z) + 3 x 2 cos(z)) (par formule d’Euler)

1
= 5 (cos(3z) + 3 cos(z))

cos(x) = 1 (cos(3z) + 3 cos(z))
4 ’ O

us

b) (%) En déduire la valeur de /2 cos®(x) dx.
0

Démonstration.

« La fonction & > cos®(x) est continue sur le SEGMENT [0, 5.

™

L’intégrale / ’ cos®(z) dx est donc bien définie.
0
e De plus :

jus

2 3 _ 2 1 (d’aprés la question
/0 cos’(x) de = /0 1 (cos(3z) + 3 cos(z)) du précédente)
1 us
= 3 /2 cos(3z) + 3 cos(z) dx (par linéarité de lintégrale)
0
= L ) 43 s |
= 7 | 3 sinGe sin(x 0
1/1
— (3 m(5) r3em(3))
(1.,
4\ 3
2 2
On en déduit : / cos®(x) dx = =.
0 3 O
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Probléme 1 : Théoréme de Morley

Les trisectrices d’un angle sont les droites qui découpent cet angle en trois angles égaux.

On souhaite dans cet exercice démontrer le théoréme de Morley : les trisectrices d’un triangle se coupent
en trois points formant un triangle équilatéral.

On munit le plan d’un repére orthonormé (O, , 7)
Soient A, B et C trois points deux 4 deux distincts. On note a, b et ¢ leurs affixes respectives.

On note également :
x « le réel de l'intervalle |0, - | vérifiant : (zﬁ , 1@) = 3a [27]. Autrement dit, 3 est une mesure de
I'angle orienté (E, A‘C;”)

« B le réel de Iintervalle |

—
I'angle orienté (B?, BA

wl

)

| vérifiant - (B?, B_1>4) = 36 [27]. Autrement dit, 33 est une mesure de

wl

vérifiant : (CTZX, C@) = 3v [27]. Autrement dit, 3y est une mesure de

wl

0

).

x v le réel de I'intervalle |0,
I'angle orienté (C_f)l, C@)

On note alors :
u = e*'*, v =P et w = e
On note enfin R,, Ry et R, les fonctions suivantes :
R, : C - C R, : C —» C R, : C —- C
z = u(z—a)+a z +— v(z—0)+b z = w(z—c)+c
On remarquera que :
x la fonction R, est la rotation d’angle 2« et de centre A,
x la fonction Ry est la rotation d’angle 2/ et de centre B,
x la fonction R, est la rotation d’angle 2+ et de centre C.
5. Calculs préliminaires.

a) (*) On note j = ¢’s". Démontrer : 1 +j=—j%

Démonstration.

o D’une part :
1+ = 1+4+es

= 3 x2x - = '3
2
o D’autre part :
2 2\ 2 dir T 4im Vs i s
77 = (e3 — @3 = ¢'3 = " xe'3 = —e'3
.2

On en conclut : 14 j = —j°.
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b) Soient Zy, Zy et Zs trois points deux & deux distincts d’affixes z1, 29 et z3 vérifiant :

s+jz+iie=0

. 21 — 22
Mettre sous forme exponentielle le nombre complexe .
z3 — 22
Démonstration.
On calcule :
21— 22 (—jzo—j%23) — 22 , 9
= (car :z1+ 3§ 20+ j 23 =0)
Z3 — 22 Z3 — 22
. .2
(1 4j)ze—j% 2
3 — %2
B G220 — j2 23 (d’apres la question
23 — 29 précédente)
_ ) Z3 — 22
Z3 — 22
_ 2
= —=J
2im '\ 2
= — (e 3 )
4im
= T xels

21 — %2 ;T
est e's,
23 — 29 O

Une forme exponentielle de

¢) En déduire que le triangle Z1 7573 est équilatéral.

Démonstration.
o Tout d’abord :
e _
(2223, 22771) = arg (Zl Zz) [27]
zZ3 — 29
_ i (d’aprés la question
- are (e 3) [27] précédente)
v
= 3 (2]
— ——. T
(ZoZ3, ZaZ) = 3 [27]
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« On procéde de méme pour déterminer (2123, Z123).
x Tout d’abord :

_ Ty 2
moa s J 22 ‘7,223) (car : 21+ jz2 +j% 23 =0)
zZ9 — 21 22—(_]22_] Z3>

jza+ (14 j2) 23

(1+7) 22+ 5223

Jz2—J23 X
= L= J7° d’aprés 5a
—j% 2+ %23 ( /
=)
—2(z S
B 1
j .
= eiﬂ'xe_?%r = ez%

x On en déduit :

o Le triangle 77 Z5Z5 vérifie donc :

x d'une part : (ZoZ3, Z271) = g [27],
—_—
x d’autre part : (Z£122, Z123) = g [27].

Or, la somme des angles d’un triangle vaut 180° donc :

(Z2Z3, ZQZl) —+ (21Z2, le;g) + (Zng, ZgZQ) = T

On en déduit :

(Z2Z3,227) = (Z1Z2,Z123) = (Z3Z1,Z3Z3) = g

Le triangle Z1 7273 est donc équilatéral.

d) Démontrer que uv, vw et wu sont différents de 1 et : vow = j.

Démonstration.

o Tout d’abord :
w = 20 2B — 2i(atB)
Ainsi :
uww =1 & a+ =0 [27]
Or:0<a<fet0<pB<g. Ainsi:

2
0 < a+p8 < ?ﬁ < 27
Dot : a+ 8 # 0 [27].

Ainsi : uv # 1. On démontre avec des raisonnements similaires :
vw # 1 et wu # 1.
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« Ensuite :
uvw = e2ia eZiﬁ e2i'y _ e2i(o¢+6+’y)
Or, d’a_p)rés I’énoncé, 3o est une mesure dei;)mgle (zﬁ,zﬁ), 33 est une mesure de I'angle
(B?, BA) et 3y est une mesure de l'angle (C'A, C@)
De plus, la somme des angles d’un triangle vaut 180°. Autrement dit :

3a+38+3y =7

Ainsi:a—l—ﬂ—F’VZg

2im

On en déduit : uvw =e3 =j.

u(l —v) ¢ 1—u

e) (*) Mettre sous forme exponentielle les deux nombres complexes e .
1 —wv 1—wv

Démonstration.
o Tout d’abord :
w(l—v) B p2ia (1 . e2i6)
1—wv 1 — e2iae2ip
— e2io¢ eiﬁ (eiiﬁ - eiﬂ)
1 — g2i(a+p)
‘ 9
= ¢i(2a+P) ¢ sin(p) (par formule d’Euler)

gi(a+pB) (e—i(OH-B) — ei(a-‘rﬂ))

o 2 sin(8)
=27 sin(a + f3)

= e (par formule d’Euler)

Enfin, comme (o, 8) € 10, Z[, alors : v+ 3 € ]0, ZF[. Ainsi :

sin(8) >0 et sin(a+ ) > 0

On en déduit : M > 0.
sin(a + f3)
Une forme exponentielle de M est donc : L(m el
1—wv sin(a + )

e De méme :

1— 1— 2ia
LI ? - (d’aprés ce qui précéde)
1—wuv eilath) x (—24) sin(a + B)

el (e—ia _ eia)
ei(a+8) x (—2i) sin(a + fB)

=21 sin(«)
=27 sin(a + ()

= e_iﬁ

(par formule d’Euler)
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Enfin :
sin(a) > 0 et sin(a + 3) > 0
sin(«)
On en déduit : m > 0.
Une forme exponentielle de —u est donc : M e,
1—wv sin(a + f3)
OJ
6. On considére trois nombres complexes p, g et r vérifiant les relations suivantes :
(i) 1—v)b+v(l—w)c=p(l—vw)
(i) (1—w)c+w(l—u)a=q(l—wu)
(iii)) (1—uw)a+u(l—v)b=r(1—uv)
On note : E = (1 —wv)(1 —vw)(1 — wu)(p + jq + j°r).
a) Démontrer qu’il existe (), p,v) € C? que I'on explicitera tels que : E = \a + ub + ve.
Vérifier en particulier :
A= j(1—u)(l—ovw)w(l—uv)+j(l—wu)
Démonstration.
e On remarque :
E = (1 = w)(1 = vw)(1 — wu)(p + jg + j°r)
= (1 —uv)(1 —wu)(1 —vw)p
+ (1 —uv)(1 —ovw)(l —wu)g
+ 721 —ovw)(1 —wu)(1 — uv)r
= (1 —w)(1 —wu)((1—v)b+v(l—w)c)
+ j1=w)(1—ovw)((1-w)ct+w(l—u)a)
+ (1 —vw)(1 —wu)((1 —u)a+u(l—0v)b) (d’apres (i), (i) et (ii3))
= (jw(l —u)(1 — uv)(1 —vw) + j*(1 — uw)(1 — vw)(1 — wu)) a
+ ((1=v)(1 —w)(l —wu) + j2u(l — v)(1 — vw)(1 — wu)) b
+ (vl —w)(1 —uw)(l —wu) + j(1 —w)(l —uv)(l —vw))c
o On note alors :
A= j1=u)(1—ovw)(w(l—uw)+j(l—wu))
po= (1=v)(1—wu) ((1-w)+ 52l —ow))
v = (1-w)(1—w)(v(l —wu)+j(1—vw))
On obtient bien : E = Aa + ub + ve.
O
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b) A l'aide de la question 5d, démontrer :

\ = %f(l—u)(fu—l)(l—ju)

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

A= j1=uw)(1—vw)(w(l—uw)+j(1—wu))

= j(1 —w)(1—ovw) (w(l —w)+uvw (1 — wu)) (car, d’aprés 5d : uvw = j)
= w(l —u) xj(1—ovw)((1—ww)+uv(l—wu))
= w(l —u) xj(1—ovw)(l — w0+ w —ww X u)
= w(l—u)xj (1 - %) (1 —ju) (car, d’aprés 5d : uvw = j)
= w(l—u)(l—ju)xj <1 - ‘7> (car, d’aprés 5d : uvw = j)
u
w . . .
= o A-w)d—ju)xj(u—-7j)
= YR w1 ) x & ()
T J J j J
Or: . ) , . ‘
- = Sim = e_mTﬂ- = e_QZTﬂ'J’_Ziﬂ- = eMTTr = ]2
J e s
Ainsi :
A R (B RN U
u J
= (=) = ju) x j* (u—j)
= — =) —ju)(jPu—j°)
w .2 . .2 .3
= o A-u)l-ju)(Fu—1) (car : j° =1)
Finalement : A = — 32 (1 —w)(5%u — 1)(1 — ju). 0
u
¢) Démontrer finalement : A = % 42 (u® —1). On admet qu’on obtient de méme : y = % (v3—1)

v .
et v=— j(w?—1) et donc :
w

w 7 u : ) :
E=—7WW-1Da+-0*=1Db+—jw*—-1)c¢
U R - at (P (- 1)
Démonstration.

D’aprés la question précédente :

A= R0 )0 )

10
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Ainsi :
A= 3T x (- gt = 1 ju)
= %jz(l—u)(jzu—u2—1+ju) (car : j3=1)
= %jQ x (j2u—u? =1+ ju — j2u® + v + u — ju?)
w S S
= — 2@ =4+ + (14 + e 1)
W o5, 4 (car, d’aprés 5a :
= — -1 S
Finalement : A = — 32 (u? —1)
' u ) O
7. a) Expliciter la fonction R, o Rp.
Démonstration.
Soit z € C.
RooRy(z) = Ra(Ry(2))
= u(Ry(z) —a)+a
= u(v(z—b)+b—a)+a
= w(z—b)+ulb—a)+a
RyoRy:z+— uv(z—b)+ulb—a)+a 0
b) Montrer que la fonction R, o R, admet un unique point fixe, noté r, vérifiant :

I-uwa+u(l—v)b=r(1l—u)

On note alors R le point d’affixe r.

On rappelle que, pour toute fonction f : E — E, un point fire de f est un élément x de E

vérifiant : f(x) = x.

Démonstration.
e Soit z € C.

RooRy(z) =2 < wv(z—b)+ulb—a)+a=z

< (uww—1)z = buvu(a —b) —a

_buv+ula—b)—a
°T uv — 1

(d’aprés la question
précédente)

(car, d’aprés 5d - uv #1)

La fonction R, o Ry admet donc un unique point fixe : r =

buv +u(a —b) —a

uv — 1

11
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e On remarque :
buv +u(a — b) —a
uv — 1

(1 —w)r = (1—uw)

= —(buv +u(a—b)—a)
= —buwvw—ua+bu+a
= (I1—wa+b(l—-v)u

(I —wv)r=(1-u)a+b(l —v)u

O

¢) En soustrayant (1 — uv)a de chaque coté de la relation précédente, déterminer une mesure de

l'angle orienté (AB, AR). R
On admet qu’on obtient avec un raisonnement similaire que I’angle (BA, B-}>E) vaut —f.

Démonstration.

o Une mesure de 'angle orienté (ﬁ , ﬁ) est : arg (Z_a> On cherche donc a faire apparaitre
—a

r—

. a N . . .
le quotient 2 grace & la relation de la question précédente :

(1—wv)r = (1 —w)a+b(1l—v)u

« On commence par soustraire (1—wuwv)a de chaque coté de la relation précédente (comme suggéré
par l’énonceé) :

I—w)r—(1—uwv)a = (1—u)a+b(l—v)u—(1—uv)a
= (¥—u)— (¥ —uv))a+b(l—v)u

= —u(l—v)a+b(l—v)u

= u(l—v)(b—a)
Donc : (1 —uv)(r —a) = u(l —v)(b— a). Ainsi, comme b # a et uv # 1, alors :
r—a  u(l—v)
b—a  1-—ww

e On en déduit :

(AB, AR)

arg (Z — Z) [27]
arg (““—)) 271)

1—wv

arg <m em> 2r]  (dapres se)

= ar 7sin(ﬁ) arg (e’ m
- g(sin(a-f—ﬁ))—i_ 8(e) [2r]
= 0+« [27] (car :sinszz(f—)ﬁ)>0)

Une mesure de I'angle orienté (E, ﬁ) est donc a.

12
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d) Démontrer que R est bien le point placé sur la figure ci-dessous.
On définit de méme le point P d’affixe p et le point @ d’affixe ¢ vérifiant : Ry o Re(p) = p et
R. o Ry(q) = q. On les place également sur la figure ci-dessous.

Démonstration.

« Tout d’abord, d’aprés la question précédente, une mesure de ’angle orienté (ﬁ , zﬁ) est a.
C’est donc le tiers de 'angle (E, A—C>')
Le point R est donc situé sur la premiére trisectrice de I’angle (ﬁ, ﬁ)

o Ensuite, toujours d’aprés la question précédente, une mesure de l'angle (B—z>4, 37{) est —f.
C’est donc le tiers de I'angle (ﬁ, B?”)
Le point R est donc situé sur la premiére trisectrice de ’angle (m, B?)

o Finalement, le point R est l'intersection entre la premiére trisectrice de ’angle (E, f@) et
la premiére trisectrice de ’angle (?4, B?)

Le point R est donc bien placé sur la figure.

C

8. a) On note : R2 = R.o R.o R..
Démontrer que le point d’affixe R3(a) est le symétrique de A par rapport a la droite (BC).

Démonstration.

o D’apreés I’énoncé, la fonction R, est la rotation de centre C' et d’angle 2+.
La fonction R est donc la rotation de centre C' et de rayon 6+.

Le point A’ d’affice R2(a) est 'image de A par la rotation de centre C et d’angle 6.

—
 De plus, toujours d’aprés I'énoncé : 6y = 2 - (Cﬁl, C@) Ainsi : (CTZLCA’) = 2. (Cﬁl, C@)

D’ou : . _ .,
(CA,CB) + (CB,CA") = 2. (CA,CB)

On obtient : N .
(CB,CAl = (CA,CB)

13
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« Pour démontrer que A’ est le symétrique de A par rapport a la droite (BC), il reste donc a
démontrer : CA = CA’.
Mais comme A’ est 'image de A par une rotation de centre C, on a bien : CA = CA’.

Finalement, le point d’affixe R3(a) est le symétrique de A par rapport & la droite (BC).

b) Démontrer qu’il existe (A, u) € R x C que 'on explicitera tel que :

Démonstration.

RoRIORY: 2z Nz 4pu

« Trouvons d’abord une expression de R3.
Soit z € C.

On en déduit :

Ri(z) =

Ri(2) = Ra(Ra(2))
= u(Rq(2) —a)+a
= u(u(z—a)+a—a)+a
= u¥(z—a)+a
Ra(R3(2))
u(R2(z) —a) +a (d’apres énoncé)

u(u?(z—a)+a—a)+a

ud(z—a)+a

Ainsi RS : 2z — w3 (2 —a) +a.

o De méme, on trouve :

R} ¢z = ¥ (z—0b)+0

R 2z = w(z—c)+c

e Soit z € C. On en déduit :

Ainsi :

(RyoR))(2) = R}(Ri(2))

= Puwdz+v3(1-w)e+(1-0v3)b

(RGoRyoR))(2) = Ri((RjoRY)(2)

= W((R}oR¥)(2)—a)+a

al

= W ((PwPz+0*(1-w) e+ (1-0*)b)—a)+a

= wWvdwdz + 31 —w)e+uP(1 —v3)b+ (1 —ud)a

14
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e De plus :
WBodwd = (62ia)3 (ezw)i% (eQW)?’
—  obia o6iB o6y
— bilatB+y)
—  e2ix(3a+33+37)
_ e2i><7r

En effet, comme la somme des angles d’un triangle vaut 180° :

3a+38+3y = (AB,AC) + (BC,BA) + (CA,CB) = =

3,3 Q2T _ 1.

Ainsi : wdvdw? =

w
e On note enfin :

A =1 et po= w1l —w)e+u?(1— v+ (1 —-ua

Alors :
(R30R}oRY)(2) = Nz+u

I existe bien (A, ) € R x C tel que : R3o RS o R3: 2+ Az + p.

¢) Démontrer que a est un point fixe de Rg ) Rg o Rg. Que peut-on en déduire 7

Démonstration.

« Tout d’abord, d’aprés la question 8a, le point A’ d’affixe ' = R3(a) est le symétrique de A
par rapport a la droite (BC).
« Ensuite, on procéde comme en question 8a, pour trouver quel est I'image A” du point d’affixe
Rj(a’) = (Ry o R})(a).
x D’aprés I’énoncé, la fonction Ry est la rotation de centre B et de rayon 20.
La fonction RZ’ est donc la rotation de centre B et de rayon 64.
Le point A” d’affice R} (a’) est I'image de A’ par la rotation de centre B et d’angle 6.

x De plus, toujours d’aprés I’énoncé : 68 = 2- B? BA). Ainsi : (BA’ B? BA).

Dot : N .
(BA', BC) + (BC, BA"Y = 2. (BC, BA)

Or, d’aprés 8a le point A’ est le symétrique de A par rapport a la droite (BC). Ainsi :
B?,BA BA' B7>' Donc :

(BC. BA) + (BC, BA") = 2. (BC, BA)

On obtient :

(BC,BA") = (BC,BA)

« De plus comme A” est 'image de A’ par une rotation de centre B, alors : BA” = BA'.
Or, comme A’ est le symétrique de A par rapport a la droite (BC) : BA' = BA. D’ou :

BA" = BA" = BA
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Finalement :

- d’une part : (B?, BA;’) = (Eﬁ, Bﬁl)
- d’autre part : BA” = BA.

Le point A” d’affixe R} (a') = (R} o R2)(a) est donc le symétrique de A’ par rapport & la droite
(BC). On en déduit que A” est le point A.

Le point d’affixe (Rj o R3)(a) est le point A.

o Enfin, comme R? est une rotation de centre A, alors I'image de A par cette rotation est A.
Ainsi, le point d’affixe R3 ((R} o R%)(a)) = (R3 o R} o R3)(a) est A. Autrement dit :

(R0 R} o B)(a) = a

On en déduit que a est un point fixe de R3 o Rg o R3.

« On sait donc : (R3 o R} o R?)(a) = a.
Ainsi, d’aprés la question précédente :

Aa+p = a
- (car, d’apres la question
donc  a+p = précédente : A =1)
d70f1 7 = 0

On obtient :
Vz2eC, (REoR}oR¥)(2) = 2

Autrement dit : R3 o R} o R? = idc.

O
d) Soit z € C. En développant I’expression R,> o Ry® o R.3(z), démontrer :
1-—ua+u* 1= )b+u?v® (1 —wd)e = 0
Démonstration.
D’aprés la question 8b :
p o= w1l —wd)e+ w1 — v+ (1 —uda
De plus, d’aprés la question précédente :
nw =20
Ainsi: (1 —u¥)a+ud (1 —03)b+udvd (1 —w?)e=0. -
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e) On rappelle : j = wvw. Démontrer alors que le complexe E définit en question 6, et dont on
peut trouver une expression en 6¢, vérifie : E = 0.

Démonstration.

o D’apreés la question 6ec :

w u v
E = — 2w -1 — (W -1b+—jw -1
o (u )a+v(v ) +w](w )
= E(uvw)Q(u?’—l)a%—E(1}3—1)1)4—2uvw(ws—l)c (car j = wow)
u v w

= uv2w3(u3—1)a+E(v3—1)b+uv2(w3—1)c
v

o Or, d’aprés la question précédente :

(1-v*)a+u*(1—-v*)b+u*v* (1 —w?)ec = 0

Ainsi : )
—- ((17u3)a+u3(17v3)b+u3v3(1fwg)c) =0
U2V
C’est-a-dire : )
U
— (11— —(1—=v%b 21 -wde =0
u%( u)a—l—v( v)b+uv® (1 —w’)e
1
o Il reste donc & démontrer : —— = wv?w?. Or :
uv
1 2.3 3,3 3
—- = ww & 1 =uvw
w2V

Cette derniére égalité est vraie car :

Wdwd = (ww)® = 3 = (e3)} = ¥ =1
e On en déduit :
E = uv2w3(u3f1)a+%(v371)b+u02(w371)c
= %(1—u3)a—|—g(1—v3)b—|—u2}2(1—w3)c
u?v v
= 0

E=0

f) Conclure que PQR est un triangle équilatéral.

Démonstration.

o On rappelle, par définition donnée en question 6 :
E = (1—w)(l—vw)(l—wu)(p+jq+5°r)
Or, d’aprés la question précédente : £ = 0. Ainsi :

(1= uv)(1 — vw)(1 — wu)(p+ jg + §°r) = 0
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e De plus, d’aprés la question 5d :
uv # 1, vw # 1 et wu # 1

On en déduit :
p+ig+ir =0

o On applique alors les questions 5b et 5c aux points Z1 = P, Zy = Q et Z3 = R.

On en conclut que le triangle PQR est équilatéral.
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Probléme 2

On note : f = tan -z,z[- Autrement dit :
0
o |—= R
N
x —  tan(z)

T
9. (*) Démontrer que la fonction f réalise une bijection de }—5, 5[ sur un intervalle J que 'on

déterminera.
On note arctan = f~1.

Démonstration.
La fonction f est :
x continue sur | — 3, [,
x strictement croissante sur | — 5, 5[,
Elle réalise donc une bijection de | — 5, 5[ sur f ( -3 g[) ol
T :
f(]_*7* hm f hm f(.%’) :]_007"1'00[
I
La fonction f réalise une bijection de }—5 '3 [ sur J = R. =
10. Quelle est la monotonie de arctan sur J 7 Justifier.
Démonstration.
Par théoréme de la bijection, la fonction arctan est de méme monotonie sur R que la fonction f sur
I'intervalle ]—5, 5 [
La fonction arctan est donc strictement croissante sur R. 0
11. Démontrer que la fonction arctan est impaire.
Démonstration.
Soit z € R. Alors —z € R. Donc y = arctan(—=) est bien défini.
« La fonction tan est impaire. Ainsi :
tan(—y) = —tan(y)
On en déduit :
tan ( — arctan(—z)) = —tan (arctan(—z))
o Or, comme arctan est la bijection réciproque de f :
tan (arctan(—z)) = —x
On en déduit : tan ( — arctan(—z)) = —(—z) = z.
o On compose cette derniére égalité par arctan. On obtient :
arctan (tan (- arctan(—a:))) = arctan(z)
I
— arctan(—x) (car —arctan(—z) € | — 5, 5[)
D’ou : arctan(—x) = — arctan(z).
La fonction arctan est donc impaire. B
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12. Démontrer que la fonction arctan est dérivable sur J et :

1
Vz € J, arctan’(x) = T 22
Démonstration.
« La fonction f :
= est bijective de I'intervalle | — 7, 5[ dans l'intervalle R, d’aprés 9,

x est dérivable sur | — z, g[7
_>
« vérifie : Vo € | = 3, 5[ " (@) = 1+ tan’(2) # 0.

La fonction f~! est donc dérivable sur R.

La fonction arctan est dérivable sur R.

o De plus, pour tout z € R :

arctan’(z) = b
f'(arctan(z))
1
- 2
1+ (tan (arcsin(a:)))
_ 1
o 1+a?
Vz € R, arctan’(z) = !
’ 1+ a? O
) 1 m
13. Démontrer : Vo € RY, arctan(x) + arctan | — | = 5
x

Démonstration.
On note g la fonction définie sur R* par :

1
g : x — arctan(x) + arctan < )
x

1
o La fonction A : x — arctan <> est dérivable sur R* car elle est la composée h = hg o hy de :
T

1
x hi:x— —qui:
x
- est dérivable sur R,
- vérifie : h1(R%) C R,

x hg = arctan qui est dérivable sur R, d’aprés la question précédente.

La fonction g est donc dérivable sur R car elle est la somme de
fonctions dérivables sur R.
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o Soit z € R.
g (z) = arctan’(z) + h/(x)
B 1 n 1 1 (d’aprés la question
C 1+4a? 22 )14 (l)z précédente)
T
o 1
1422 22(1+ )
1 1

1+22 2241

=0

On en déduit que la fonction g est constante sur R.

o Il existe donc A € R tel que :
Ve e R, g(x) = A

Enfin, d’aprés la question 9 :

T
x d’une part, comme : lim f(x) = 400, alors: lim arctan(z) = —.
-7 z—+00 2

x d’autre part, comme : tan(0) = 0, alors : arctan(0) = 0.

En particulier, comme la fonction arctan est continue en 0 : lir% arctan(z) = arctan(0) = 0.
T—

On en déduit : .
lim g(x) = 40 =

r—+00 5

I

Or: lim g(z) = A. Ainsi, la fonction g est constante égale T
r—r—+00 2

1
Autrement dit : Vo € RY, arctan(z) + arctan <> = g
x
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