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DS1

On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 10. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1

On considére 'application ¢ : |0, 4o00[ = R,z +— e — zer. On admet 2 < e < 3.

Partie I : Etude de la fonction ¢

1.

2.

(¥) Démontrer que ¢ est dérivable sur ]0, +-o0].

On admet que ¢ est de classe C® sur ]0, +oo[. Calculer, pour tout x de ]0, +oc[, ¢'(z) et ¢”(z) et
3z+1 1

montrer : Vo € |0, +o00[, ¢ (x) = ¥ + 5 e

(¥) Etudier le sens de variation de ¢ et calculer ¢”(1).
En déduire le sens de variation de ¢’, et montrer : Va € ]0, 00|, ¢'(z) > e.

() Déterminer la limite de ¢(z) lorsque = tend vers 0 par valeurs strictement positives.

p(x)

Déterminer la limite de lorsque z tend vers oo, et la limite de () lorsque z tend vers +oc.

On admet : 15 < ¢(3) < 16. Montrer : Va € [3,+00[, p(z) > ex.
On note C la courbe représentative de .

Montrer que C admet un unique point d’inflexion, déterminer les coordonnées de celui-ci et I’équation
de la tangente en ce point.

Dresser le tableau de variations de ¢, avec les limites en 0 et en +o00, et la valeur en 1.
Tracer 'allure de C et faire apparaitre la tangente au point d’inflexion.

Partie II : Etude d’une suite

On consideére la suite réelle (uy,)nen définie par ugp = 3 et : Vn € N, up11 = o(uy).

9.

10.

11.

(¥) Montrer que, pour tout n de N, u,, existe et u,, > 3e".
(on pourra utiliser les résultats de la Partie I)

Montrer que la suite (uy,) est strictement croissante et que u, tend vers +oo lorsque n tend vers
Pinfini.

(¥) Ecrire un programme Python qui affiche et calcule le plus petit entier n tel que u, > 103.
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Exercice 2

Ecrire de maniére mathématique les propositions suivantes ainsi que leur négation. On évaluera ensuite
la véracité de ces propositions.

12. (*) Tout nombre réel positif est inférieur ou égal a son carré.
13. Tout réel positif de racine carrée supérieure ou égale a 2, est lui-méme supérieur ou égal a 4.
14. Le trinéme 22 — 3z 4+ 2 admet une racine réelle.

15. La suite (2n — \/g)neN est une suite arithmétique.

Exercice 3

Dans les paires suivantes, les propositions (a parameétre) sont-elles équivalentes pour toute valeur des
parameétres 7 Si ce n’est pas le cas, donner les implications valables. Toute réponse devra étre justifiée.

16. Paramétre : x € R. X
Propositions : (2% < 3) et (|z| < 33).

17. Parametre : v € RY..
Propositions : (z < 1) et (2? < x).

18. Parameétres : n € N* et (z1,...,2,) € R™
Propositions : (22 +--- 4+ 22 =0) et (Vi € [1,n], z; = 0)

19. Paramétre : (z,y) € R2.
Propositions : (z% 4+ y* > 1) et (|z| >1 0U |y| > 1).

Exercice 4

Pour chacune des propositions P(-) ci-dessous, déterminer si la proposition Q(-) est nécessaire, suffi-
sante, les deux & la fois ou rien du tout (réponse a justifier).

20. (%) Parameétre : (z,y) € Z2.
Propositions : P(z,y) : (22 —y? = 0) et Q(x,7) : (z = y).

21. Paramétre : z € R.
Propositions : P(z) : (x > 0) et Q(x) : (x > 1).

22. Paramétre : (a,b,c) € R3.
Propositions : P(a,b,c): (ja+b+¢| =0) et Q(a,b,c): (a=b=c=0).

23. Paramétres : (un)nen € RY et a € R.
Propositions : P((un)neN,a) : (la suite (up)nen est arithmétique de raison a) et Q((un)neN,a) :
(Vn €N, Upy2 — Upy1 = Unt1 — Un)-
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Exercice 5

Résoudre les équations et inéquations suivantes, d’inconnue x € R.

24. (%) 53Tt — 2223 — 26. V—12+z+3<2x+1
25. [t + 1|+ 2z +1] =0 27. (%) [3—2x| > vV-222+2+1

Exercice 6

Soit n € N. On considére les sommes :

28. (%) Rappeler I'expression de S,, en fonction de n et la démontrer.

29. En déduire une expression de T;, en fonction de n.

Exercice 7

30. Montrer que la suite (n!),cy est strictement croissante.

31. Montrer que, pour tout n € [2,4+o00[, n! est un nombre pair.

On admettra par la suite que pour tout n € [3,4o00[, n! est un multiple de 3.
32. Soit (a,b) € N? tel que : a < b.
b!
a) Exprimer le quotient — comme produit explicite d’entiers naturels.
al

b!
b) Que peut-on en déduire sur le réel i ?
a

83. Démontrer qu’il n’existe pas de couple d’entiers (b, c) € N2 tel que : b! = ¢! + 2.




