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I. Probléme 1 /52

Notations

Dans tout le probléme, K désigne R ou C.

On note K[X] le K-espace vectoriels des polynomes a coefficients dans K.

Pour tout d € N, K4[X] désigne le K-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a d.

On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1.

Objectifs du probléme
Sot h une fonction de K dans K. On dit qu’une fonction f de K dans K est solution de I'équation (Ep)
sur K si :

VeeK, flz+1)—f(z) = h(z)  (En)

Le but du probléme est I’étude de I'équation (Ep).

La partie I de ce probléme étudie 'existence de solutions dans le cas oil h est polynomiale.

La partie IT définit les polynémes de Bernoulli et explicite une solution polynomiale a I’équation (Ep,),
ainsi qu’une application analytique de ces polynémes.

La partie IIT étend la résolution de (Fj) au cas ou h est une fonction entiére.

I.1. Etude de l'opérateur de différence finie
On considére 'application A définie par :
A { K[X] — K[X]
P — P(X+1)-P(X)
1. Montrer que A est un endomorphisme de K[X].

o 1 pt : linéarité
o 1 pt : A est a valeurs dans K[X]

2. Soit P € K[X]. Déterminer le degré de A(P) en fonction de celui de P.

k d
e 1pt:A(P)=>" <ak > < > > — 3 ax X* (par formule du binéme de Newton)
k=0 k=0

-2 / d L A
<Z ay <) —ai> Xi4dayg X941
k=i ¢

=0
o 1 pt:si deg(P) <0, alors : deg (A(P)) = —0
o 1 pt : si deg(P) > 1, alors : deg (A(P)) = deg(P) — 1

N)O

« 1 pt: A(P)

3. Montrer que, pour tout d € N*; A induit un endomorphisme sur Ky[X].

o]_pt
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On note Ay 'endomorphisme de K4[X] induit par A.
4. Déterminer Ker(Ay) et Im(A,) pour tout d € N*.

elpt:PeKer(Ay) & ar=ay=--=aq=0

« 1 pt : Ker(Ay) = Vect (Py) = Ko[X]

e 1 pt : Im(Ay) = Vect (A(FRy), A(P1),...,A(Py))
O]K[X] sik=0

>

i=0 \?
e 1 pt: (Qo,...,Qq,) est une base de Im(A,)
o1 pt : Im(Ad) = del[X}

e 1pt: A(Py) =19 k=1 /k\ .
()X’ sinon

5. En déduire Ker(A) et Im(A). Appliquer les résultats obtenus a l’étude de 1’équation (Ej) dans le
cas ol h est une fonction polynomiale.

o 1 pt : Ker(A) = Ko[X]
e 2 pts : Im(A) = K[X]
x 1 pt : d’aprés la question précédente, en notant m = deg(Q), il existe P € K,,11[X]
tel que : Q = A, 11(P) = A(P)
x 1 pt : PeK[X] car K;,11[X] C K[X]

« 1 pt : si h est polynomiales, I’équation (F;) admet des solutions.

6. On suppose (pour cette question seulement) que h est la fonction 2 — z. Déterminer une solution
de (F}) dans Ko[X], puis toutes les solutions polynomiales de I’équation (Ep,).

« 1 pt: A(Pl):PO et A(P2)22P1+P0
1 5
. 1pt:A(2 (PQ_P1)>:Q

1
« 1 pt : une solution de (E;) est donc la fonction = — ~ (22 — )

« 2 pts : L’ensemble des solutions polynomiales de (E},) est donc : {z — f(z)+c¢ | ce
K} = {z—~3 (a?—2)+c|ceK}

I.2. Polynémes de Bernoulli

On note w lapplication de [0,1] dans C définie, pour tout ¢t € [0,1], par : w(t) = e*™.
Pour tout n € N et tout z € C, on définit dans cette partie :

1 ezw(t)
Bu(z) = nl /0 ETE T

I.2.a) Une intégrale

Pour tout p € Z, on pose :
p+1
PR R CAU)
0 e‘*’(t) -1
7. Vérifier que, pour tout p € Z, cette intégrale est bien définie.

elpt:ef—1=0 < JkeZ, z=2knr
e 1pt:Vte[0,1], |wt)| =|e*| =1+#2n

(w(t))PJrl

o 1 pt : la fonction ¢ — oo 1

est continue sur le SEGMENT [0, 1]
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On admet :
Iy =1
Vpe N, I, =0

I.2.b) Lien avec I’équation (E},)

8. On admet, pour tout n € N et tout z € C :

Démontrer que B, est un polynoéme unitaire de degré n.
« 1 pt
9. Montrer que, pour tout n € N*: B/ =n B,,_;.
e« 2 pts
10. Montrer que, pour tout n € N* et tout z € C :
Bn(z41) = Bu(z) = nz"!

1 zw(t) n—1
On pourra utiliser sans démonstration 1’égalité : / dt =
0 (w

(w(t)"™ (n—1)

o]_pt

11. En déduire I'expression d’une fonction polynomiale vérifiant ’équation (Ej) sur C lorsque h est une
fonction polynomiale.

d a a d .

.1pt:k§0 k+1Bk+1(z+1)—k+1Bk+1(2’) = ];Oakz = h(z)

. 1pt: i % Bz +1)— % Bi(2)) =z + 1) — §(2)
=0 \k+1 +1

o 1 pt : g est bien polynomiale car By, ..., By le sont

I.2.c) Unicité
12. Montrer que (By,)nen est Punique suite de polynomes vérifiant :
By =1
Vn e N* Bl =nB,_1

1
VneN*,/ Bo(t) dt =0
0

« 2 pts : la suite (B),) est solution du systéme ci-dessous
x 1 pt : Bo(X) =1 d’apreés 26 et Vn € N*, B =nDB,_; d’aprés 27
1
) 1pt:/ Bo(t) dt =0
0
e 4 pts : c’en est 'unique solution

x 1 pt : initialisation
x 3 pts : hérédité
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13. On note (Hy)nen la suite de polynomes définie par : Vn € N, H,(X) = (—1)" B, (1 — X). Montrer
que pour tout n e N: H, = B,,.

« 2 pts : (H,) satisfait le systéme de la question précédente
x 1 pt : H()(X) =1let H;l :an—l

1
x 1 pt: / H,(t) dt =0 avec le changement de variable | u=1—1
0

I.3. Solution entiére de I’équation (F))

I.3.a) Une inégalité de controle

On se propose dans cette partie de montrer par ’absurde la propriété P :
Je>0, VneN, Vz eC, (\z| =2n+ 1)1 = |* -1 Zc)

On suppose que P est fausse.
14. Montrer I'existence d’une suite d’entiers naturels (np)pen et d’une suite de complexes (zp)pen telles
que :
er — 1 et  VpeN, |z|=02n,+ )7

p——+00
Pour tout p € N, on note : a, = Re(zp) et b, =Im(2p).

1
« 1 pt : on applique NON(Z()) & ¢ = —, alors il existe n, € N et il existe z, € C tel que :

3

1
|zp] = (2np + 1) ET e —1] < ;

o 1 pt : par théoréme d’encadrement : e’» — 1
p——+00

15. Démontrer : a, — 0 et |zp| —|b,] — 0.
p—+00 p—+00

e 1 pt:e¥ = ‘ezl’| — |1] = 1. Par continuité delnenl:a, — 0
p—+0o0 p—r+o0
o 1 pt oz ||zp] — [byl| = ||2p] — liby|| < |2p — iby| = |ap|, puis théoréme d’encadrement
16. Pour tout p € N, on note :
+1 sib, >0
Ep = .
-1 sib, <0

En étudiant exp(z, — i€p|2p|) aboutir & une contradiction et conclure.

o 1 pt :exp (zp — igp|2p|) = € x e Crp+)m — g2 p_>—+>oo 1

o 1 pt =2, —igy |z =ay —ig (|zp‘ - ’bp’)

e 1pt:e”» — 1ete (1=o1-1o01) — e X0 =1, Donc : exp (zp —igp|z|) — 1
p——+00 p——+o00 p—+00

I.3.b) Une solution a (Ej)
Pour tout n € N, on définit maintenant :
0,1 — C
e { t = (2n+1)me?

Pour tout n € N et tout z € C, on note :

1 ez%,(t)
Qn(z) = nl /o (@0 1) Gt
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17. Montrer qu'il existe deux constantes (a,b) € (]R’jr)2 telles que, pour tout n € N* et tout z € C :

|Qn(2)] < ael!
« 4 pts
On pourrait alors démontrer que la fonction f suivante est solution de (E}) :
f: C —- C

+Zoo 1 rM™(0)

r +—
m=on+1 n!

nt1(7)

I1. Probléme II /65

n +oo
Pour toute suite de réels (dj)ken-, si la suite <Z dk> est convergente, on notera » dj sa limite.
k=1 neEN* k=1

On s’intéresse dans ce probléme & une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ax)gen+ est une
N

suite de réels strictement positifs telle que la suite (Z an> est convergente, alors la suite
n=1 NeN*

n=1 \k=1

1
N n n
<Z (H ak> ) est convergente. De plus :
NeN*

—+oo n % —+oco
ool ITa) < el a
n=1 k=1 n=1

Le probléme est constitué de deux parties largement indépendantes. La premiére partie commence en

démontrant un analogue de cette inégalité : 'inégalité de Knopp. La deuxiéme partie étudie 'inégalité
de Carleman-Yang, qui est un raffinement de l'inégalité de Carleman.

I1.1. Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre l'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de
I'inégalité de Carlement (on justifie cette appellation en fin de partie).

II.1.a) Inégalité de Jensen et inégalité intégrale de Jensen

Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.

18. Inégalité de Jensen
Soit f : [a,b] — R une fonction & valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ un fonction convexe sur .J.
Démontrer :

. 1 n=1 1 n=1
i € N, Haheon- € 01 ¢ (1 5 fla) <18 o(fa)
N k=0 " k=0
o 1 pt : initialisation
o 3 pts : hérédité
1 n=1
x 1 pt : justification — > f(ax) € J
N k=0
x 1 pt : utilisation de la convexité de ¢ sur J
x 1 pt : reste du calcul
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19. Inégalité intégrale de Jensen
Soit f : [a,b] — R une fonction continue a valeurs dans un intervalle .J. Soit ¢ une fonction continue
et convexe sur J. Démontrer :

o(i [ rwa) < 71 [ won a

On pourra utiliser des sommes de Riemann.
e 1 pt : On considére la subdivision du segment [a,b] suivante :

b—a

Vk € [0,n], ar =a+k

et inégalité de Jensen
o 1 pt : application du théoréme sur les sommes de Riemann pour f et po f
o 1 pt : continuité de ¢

II.1.b) Une autre inégalité intégrale
Soit f : Ry — R, une fonction continue et strictement positive sur R,.

x
20. Justifier que la fonction F': z — / f(t) dt est de classe C! sur Ry.
0

o]_pt

On suppose que la fonction F admet une limite, notée L, en +oo.
Pour tout = > 0, on pose :

o(#) = + /0 Cifwdt et hz) = Sg@) = = [ tr) at

X

21. Déterminer la limite de g lorsque = tend vers O.

1 x
« 1 pt : IPP pour obtenir : g(z) = F(z) — — / F(t) dt
T Jo

« 1 pt : F est croissante sur R} donc : 0 = F(0) < F(t) < F(z)
« 1 pt : par croissance de l'intégrale : 0 < g(z) < F(x)

o 1 pt : continuité de F' en 0 et théoréme d’encadrement

On admet : xEIEOO g(x) =0.

x
22. Justifier que, pour tout A > 0, la fonction Hy : z — / h(t) dt est de classe C* sur [A, 4+oo.
A
« 1 pt : h est continue sur [A, +o0|
« 1 pt : Hy est de classe C! sur [A, +oo[ car c’est la primitive de h qui s’annule en A.

23. Démontrer que la fonction Hy admet une limite en 400, notée H(A) puis :

lim H(A) = lim F(z) = L

A—0 T—400
/x <_1> <t F(t) dt
1 t

On pourra utiliser une intégration par parties.
1
e 1 pt : IPP pour obtenir : Hy(z) = [ —7 X U(t) ] -
A

e 1 pt: Ha(z) =g(A) —g(z) + F(z) — F(A)
« 1 pt : existence d’une limite finie pour H4 en +oo

. 1pt:1£1Ln(]H(A):L
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II.1.c) Démonstration de I'inégalité de Knopp

Soit f une fonction continue et strictement positive sur R,..

On note toujours F' la fonction F : z — / f(t) dt.
0

On suppose que la fonction F' admet une limite, notée L, en +oo.

24.

25.

26.

27.

Soit a > 0. Démontrer, pour tout > a :

exp<xl_a /j In (¢ f(t)) dt) < xia /:tf(t)dt

« 1 pt : hypothéses de ’inégalité intégrale de Jensen (démonstration de t — In (tf(t))
est continue sur le segment [a,z] et a valeurs dans R, la fonction exp est continue et
convexe sur R)

« 1 pt : application inégalité intégrale de Jensen

X
Soit x > 0. Démontrer que la fonction a — / In (t f(t)) dt admet une limite finie lorsque a tend
a

vers 0.

e 1pt: /:v In(t) dt = xz In(z) — a In(a) — (z — a) par IPP. Donc a — / ) dt admet une
limite finie quand a tend vers 0. Plus précisément : ili% aI In(t) dt =z In(z) — .

el pt:aw— / dt admet une limite quand a tend vers 0. Plus précisément :
tiny | (s )) dt = W(z) — W(0) :/Om n (f(0)) dt.

Déduire des deux questions précédentes, pour tout x > 0 :
1 [* e *
— 1 t)) dt) < — tf(t) dt
eo (3 [(miwyar) < 5 [ e
On pourra remarquer : In (f(t)) =1In (t f(t)) —1In(t).

. 1 pt: / L) dt — ") de
. 1pt: exp<x_a/a In (¢ £(t)) dt)ﬁéi exp<i /Ox In (f(t)) dt)

e 1 pt : fin du calcul

1 x x
Onnotey:ml—>exp<x/ In (f(t)) dt) etF:aﬂ—>/
0 0

Démontrer que I' admet une limite finie en +00 que 'on note £, et :

¢ < el

« 1 pt : La fonction v est prolongeable par continuité sur R, . La fonction I', la primitive
de v qui s’annule en 0, est donc de classe C' sur R,.

o« 1 pt : I' croissante sur R

«1pt: d’apgés la question précédent : y(z) < e h(x). Et par croissance de l’intégrale :

F(s)<e/0 h(z) da

e lpt:H:s— / ) dz croissante sur R* (et de limite L d’aprés 6)

« 1 pt : par théoréme de convergence monotone : H(s) < L puis conclusion

On admet que tous les résultats des questions 18 a 27 restent valides pour une fonction f continue par
morceaux sur R.
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I1.1.d) Application a I’inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (a,)pen+ est une suite décroissante de réels strictement positifs.
On note f la fonction en escalier qui, pour tout k£ € N* est égale a ay sur U'intervalle [k — 1, k[.

28. Soit k € N*. Démontrer que la fonction v, définie sur [k — 1, k] par :
1 k=l 1
ve(z) = — > In(a;)+— (x—k+1) In(ag) sik>2
T ;=1 T

vi(z) = In(ay)
est minimale pour = = k.

o« 1 pt : v; est minimale en 1
o 1 pt : v, dérivable sur [k — 1, k]

k—1
(k—1) In(ag) — ; In(a;)

2

e 1 pt:u(x)=
T
o 1 pt : v, décroissante sur [k — 1,k] et donc minimale en k

29. Démontrer que, pour tout k € N* :

/k : exp (i /0 In (£(1)) dt) dr > exp (; il ln(ai))

On pourra utiliser la question précédente.

k
2.

1=

z k—1
e 1pt: /0 In (f(t)) dt = }zjl In(a;) + (x — k + 1) In(ay)
o 1 pt: (k)= lai

=

« 1 pt : d’aprés la question précédente : vi(z) < vi(k), puis fin des calculs
30. En déduire 'inégalité de Carleman dans le cas o (ay)nen+ est une suite décroissante.

« 1 pt : Supposons que la suite (a,) est une suite décroissante de réels strictement
n
positifs telle que la suite (Z ak> est convergente. De plus :
k=1 neN*

exp (; é ln(ai)> _ <]i[1a>k

« 1 pt : on somme les inégalités de la question précédente et on obtient : I'(n) >

n k k
> (H ai) . Et d’aprés 9: I'(n) <elL.

k=1 \i=1
x z]+1
«1pt: f&)dt= > ag
0 k=1
n k k +o00
o 1 pt : La suite | > <H ai) est croissante et majorée par e ) ai, puis conclu-
k=1 \i=1 k=1

. neN*
S101
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I1.2. Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette derniére partie est d’établir I'inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de
I’inégalité de Carleman.

II.2.a) Un développement en série entiére

On note ¢ la fonction définie par :

vee]-LIMOY  et) = (1-8)'
On définit aussi la suite (b, )nen par :
by = —1

Vn € N*,

B\H

n
Z nk

31. Justifier que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.

« 1 pt : La fonction ¢ admet une limite finie en 0. Elle est donc prolongeable par continuité
en 0 par e

On notera toujours ¢ ce prolongement.

32. Démontrer que, pour tout n € N : |b,| < 1
n
On admet alors que, pour tout ¢ € | — 1,1], la suite <Z b, tk) est convergente.
k=0

neN
o 1 pt : initialisation
o 2 pts : hérédité
83. Démontrer que, pour tout ¢ € | — 1, 1[\{0}, ¢'(t) = ¢(¢) ¥ (t), ot ¢ est une fonction continue sur
] —1,1] & préciser.

o 1 pt : ¢ est dérivable sur | — 1,1[\{0}

In(1—1¢ t
« 1 pt: Onnoteﬂ):tv—>n(t2)+. Alors : ¢’ =Y x
e 1 pt : ¢ continue sur | — 1,1[\{0}
1
« 1 pt : en définissant ¢ (0) = —3 la fonction 1 est continue en 0
24. Démontrer que la fonction ¢ est de classe C! sur | — 1, 1].

o 1 pt : ¢ admet une limite finie en 0
o 1 pt : reste des hypothéses du théoréme de la limite de la dérivée

35. On admet qu’une autre écriture de la fonction ¥ est :

vte]_]-u]-L (t):_z
Pour tout n € N, pour tout t € | — 1, 1[, on note :

_ k _ T k
Un(t) = Z /{+2t et wvn(t) ekZ::Obkt

Calculer uy,(t) x v, ().

« 3 pts
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36. On note ¢ la fonction définie sur | — 1, 1] par :
+oo
f:tr—>e(1— > bktk>
k=1
On admet que la fonction £ est dérivable sur | —1,1] et :
+oo i
it —e > (b+1)bgart
k=0
Conclure : p = €.
« 3 pts

II.2.b) Démonstration de ’inégalité de Carleman-Yang

Soient (ap)nen+ et (cn)nen+ deux suite de réels strictement positifs. On admet que, pour toute suite

de réels strictement positifs (d
r rictement positifs ( k’n)(k,n)E(N*)2

£ (E) = 5 (E)

n=1

37. Démontrer :

400 n % +oo +© 1 n 7%
> (H@k> < 2 | Z(ch*)
n=1 \k=1 k=1 n=k T \i=1
« 3 pts
L. (n+1)" e
38. En considérant ¢, = ~————, en déduire I'inégalité¢ de Carleman-Yang :
n
S (flu) <o ¥ (-8 2
ag < e <1 — > a
n=1 \k=1 n=1 iz (1R
¢« 3 ptS

39. Démontrer que, pour tout n € N* : b, > 0.
En quoi I'inégalité précédente est-elle un raffinement de I'inégalité de Carleman ?

*« 2 pts

10
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