
PCSI 28 avril 2025

Mathématiques

DS8

I. Problème 1

Notations

- Dans tout le problème, K désigne R ou C.
- On note K[X] le K-espace vectoriels des polynômes à coe�cients dans K.
- Pour tout d ∈ N, Kd[X] désigne le K-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à d.

- On note U l'ensemble des nombres complexes de module 1.

Objectifs du problème

Sot h une fonction de K dans K. On dit qu'une fonction f de K dans K est solution de l'équation (Eh)
sur K si :

∀x ∈ K, f(x+ 1)− f(x) = h(x) (Eh)

Le but du problème est l'étude de l'équation (Eh).
La partie I de ce problème étudie l'existence de solutions dans le cas où h est polynomiale.

La partie II dé�nit les polynômes de Bernoulli et explicite une solution polynomiale à l'équation (Eh),
ainsi qu'une application analytique de ces polynômes.

La partie III étend la résolution de (Eh) au cas où h est une fonction entière.

I.1. Étude de l'opérateur de di�érence �nie

On considère l'application ∆ dé�nie par :

∆ :

{
K[X] → K[X]

P 7→ P (X + 1)− P (X)

1. Montrer que ∆ est un endomorphisme de K[X].

2. Soit P ∈ K[X]. Déterminer le degré de ∆(P ) en fonction de celui de P .

3. Montrer que, pour tout d ∈ N∗, ∆ induit un endomorphisme sur Kd[X].

On note ∆d l'endomorphisme de Kd[X] induit par ∆.

4. Déterminer Ker(∆d) et Im(∆d) pour tout d ∈ N∗.

5. En déduire Ker(∆) et Im(∆). Appliquer les résultats obtenus à l'étude de l'équation (Eh) dans le
cas où h est une fonction polynomiale.

6. On suppose (pour cette question seulement) que h est la fonction x 7→ x. Déterminer une solution

de (Eh) dans K2[X], puis toutes les solutions polynomiales de l'équation (Eh).
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I.2. Polynômes de Bernoulli

On note ω l'application de [0, 1] dans C dé�nie, pour tout t ∈ [0, 1], par : ω(t) = e2iπt.

Pour tout n ∈ N et tout z ∈ C, on dé�nit dans cette partie :

Bn(z) = n!

∫ 1

0

ez ω(t)(
eω(t) − 1

) (
ω(t)

)n−1 dt

I.2.a) Une intégrale

Pour tout p ∈ Z, on pose :

Ip =

∫ 1

0

(
ω(t)

)p+1

eω(t) − 1
dt

7. Véri�er que, pour tout p ∈ Z, cette intégrale est bien dé�nie.

On admet : {
I0 = 1

∀p ∈ N∗, Ip = 0

I.2.b) Lien avec l'équation (Eh)

8. On admet, pour tout n ∈ N et tout z ∈ C :

Bn(z) = n!
n∑

k=0

zk

k!
Ik−n

Démontrer que Bn est un polynôme unitaire de degré n.

9. Montrer que, pour tout n ∈ N∗ : B′
n = nBn−1.

10. Montrer que, pour tout n ∈ N∗ et tout z ∈ C :

Bn(z + 1)−Bn(z) = n zn−1

On pourra utiliser sans démonstration l'égalité :

∫ 1

0

ez ω(t)(
ω(t)

)n−1 dt =
zn−1

(n− 1)!
.

11. En déduire l'expression d'une fonction polynomiale véri�ant l'équation (Eh) sur C lorsque h est une

fonction polynomiale.

I.2.c) Unicité

12. Montrer que (Bn)n∈N est l'unique suite de polynômes véri�ant :
B0 = 1

∀n ∈ N∗, B′
n = nBn−1

∀n ∈ N∗,

∫ 1

0
Bn(t) dt = 0

13. On note (Hn)n∈N la suite de polynômes dé�nie par : ∀n ∈ N, Hn(X) = (−1)nBn(1−X). Montrer

que pour tout n ∈ N : Hn = Bn.
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I.3. Solution entière de l'équation (Eh)

I.3.a) Une inégalité de contrôle

On se propose dans cette partie de montrer par l'absurde la propriété P :

∃c > 0, ∀n ∈ N, ∀z ∈ C,
(
|z| = (2n+ 1)π ⇒ |ez − 1| ⩾ c

)
On suppose que P est fausse.

14. Montrer l'existence d'une suite d'entiers naturels (np)p∈N et d'une suite de complexes (zp)p∈N telles

que :

ezp −→
p→+∞

1 et ∀p ∈ N, |zp| = (2np + 1)π

Pour tout p ∈ N, on note : ap = Re (zp) et bp = Im (zp).

15. Démontrer : ap −→
p→+∞

0 et |zp| − |bp| −→
p→+∞

0.

16. Pour tout p ∈ N, on note :

εp =

{
+1 si bp ⩾ 0

−1 si bp < 0

En étudiant exp(zp − i εp |zp|
)
aboutir à une contradiction et conclure.

I.3.b) Une solution à (Eh)

Pour tout n ∈ N, on dé�nit maintenant :

γn :

{
[0, 1] → C

t 7→ (2n+ 1)π e2iπt

Pour tout n ∈ N et tout z ∈ C, on note :

Qn(z) = n!

∫ 1

0

ez γn(t)(
eγn(t) − 1

) (
γn(t)

)n−1 dt

17. Montrer qu'il existe deux constantes (a, b) ∈
(
R∗
+

)2
telles que, pour tout n ∈ N∗ et tout z ∈ C :∣∣Qn(z)

∣∣ ⩽ a eb n |z|

On pourrait alors démontrer que la fonction f suivante est solution de (Eh) :

f : C → C

x 7→
+∞∑
n=0

1

n+ 1

h(n)(0)

n!
Qn+1(x)
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II. Problème II

Pour toute suite de réels (dk)k∈N∗ , si la suite

(
n∑

k=1

dk

)
n∈N∗

est convergente, on notera
+∞∑
k=1

dk sa limite.

On s'intéresse dans ce problème à une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ak)k∈N∗ est une

suite de réels strictement positifs telle que la suite

(
N∑

n=1
an

)
N∈N∗

est convergente, alors la suite(
N∑

n=1

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

)
N∈N∗

est convergente. De plus :

+∞∑
n=1

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

⩽ e
+∞∑
n=1

ak

Le problème est constitué de deux parties largement indépendantes. La première partie commence en

démontrant un analogue de cette inégalité : l'inégalité de Knopp. La deuxième partie étudie l'inégalité

de Carleman-Yang, qui est un ra�nement de l'inégalité de Carleman.

II.1. Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre l'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de

l'inégalité de Carlement (on justi�e cette appellation en �n de partie).

II.1.a) Inégalité de Jensen et inégalité intégrale de Jensen

Soit (a, b) ∈ R2 véri�ant : a < b.

18. Inégalité de Jensen

Soit f : [a, b] → R une fonction à valeurs dans un intervalle J . Soit φ un fonction convexe sur J .
Démontrer :

∀n ∈ N∗, ∀(ak)k∈J0,n−1K ∈ [a, b]n, φ

(
1

n

n−1∑
k=0

f(ak)

)
⩽

1

n

n−1∑
k=0

φ
(
f(ak)

)
19. Inégalité intégrale de Jensen

Soit f : [a, b] → R une fonction continue à valeurs dans un intervalle J . Soit φ une fonction continue

et convexe sur J . Démontrer :

φ

(
1

b− a

∫ b

a
f(t) dt

)
⩽

1

b− a

∫ b

a
(φ ◦ f)(t) dt

On pourra utiliser des sommes de Riemann.

II.1.b) Une autre inégalité intégrale

Soit f : R+ → R, une fonction continue et strictement positive sur R+.

20. Justi�er que la fonction F : x 7→
∫ x

0
f(t) dt est de classe C1 sur R+.

On suppose que la fonction F admet une limite, notée L, en +∞.

Pour tout x > 0, on pose :

g(x) =
1

x

∫ x

0
t f(t) dt et h(x) =

1

x
g(x) =

1

x2

∫ x

0
t f(t) dt
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21. Déterminer la limite de g lorsque x tend vers 0.

On admet : lim
x→+∞

g(x) = 0.

22. Justi�er que, pour tout A > 0, la fonction HA : x 7→
∫ x

A
h(t) dt est de classe C1 sur [A,+∞[.

23. Démontrer que la fonction HA admet une limite en +∞, notée H̃(A) puis :

lim
A→0

H̃(A) = lim
x→+∞

F (x) = L

On pourra utiliser une intégration par parties.

II.1.c) Démonstration de l'inégalité de Knopp

Soit f une fonction continue et strictement positive sur R+.

On note toujours F la fonction F : x 7→
∫ x

0
f(t) dt.

On suppose que la fonction F admet une limite, notée L, en +∞.

24. Soit a > 0. Démontrer, pour tout x ⩾ a :

exp

(
1

x− a

∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt

)
⩽

1

x− a

∫ x

a
t f(t) dt

25. Soit x > 0. Démontrer que la fonction a 7→
∫ x

a
ln
(
t f(t)

)
dt admet une limite �nie lorsque a tend

vers 0.

26. Déduire des deux questions précédentes, pour tout x > 0 :

exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
⩽

e

x2

∫ x

0
t f(t) dt

On pourra remarquer : ln
(
f(t)

)
= ln

(
t f(t)

)
− ln(t).

27. On note γ : x 7→ exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
et Γ : x 7→

∫ x

0
γ(t) dt.

Démontrer que Γ admet une limite �nie en +∞ que l'on note ℓ, et :

ℓ ⩽ eL

On admet que tous les résultats des questions 18 à 27 restent valides pour une fonction f continue par

morceaux sur R+.

II.1.d) Application à l'inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (an)n∈N∗ est une suite décroissante de réels strictement positifs.

On note f la fonction en escalier qui, pour tout k ∈ N∗ est égale à ak sur l'intervalle [k − 1, k[.

28. Soit k ∈ N∗. Démontrer que la fonction vk dé�nie sur [k − 1, k] par :
vk(x) =

1

x

k−1∑
i=1

ln(ai) +
1

x
(x− k + 1) ln(ak) si k ⩾ 2

v1(x) = ln(a1)

est minimale pour x = k.
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29. Démontrer que, pour tout k ∈ N∗ :∫ k

k−1
exp

(
1

x

∫ x

0
ln
(
f(t)

)
dt

)
dx ⩾ exp

(
1

k

k∑
i=1

ln(ai)

)
On pourra utiliser la question précédente.

30. En déduire l'inégalité de Carleman dans le cas où (an)n∈N∗ est une suite décroissante.

II.2. Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette dernière partie est d'établir l'inégalité de Carleman-Yang, qui est un ra�nement de

l'inégalité de Carleman.

II.2.a) Un développement en série entière

On note φ la fonction dé�nie par :

∀t ∈ ]− 1, 1[\{0}, φ(t) = (1− t)1−
1
t

On dé�nit aussi la suite (bn)n∈N par :
b0 = −1

∀n ∈ N∗, bn = − 1

n

n∑
k=1

1

k + 1
bn−k

31. Justi�er que φ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.

On notera toujours φ ce prolongement.

32. Démontrer que, pour tout n ∈ N : |bn| ⩽ 1.

On admet alors que, pour tout t ∈ ]− 1, 1[, la suite

(
n∑

k=0

bk t
k

)
n∈N

est convergente.

33. Démontrer que, pour tout t ∈ ] − 1, 1[\{0}, φ′(t) = φ(t)ψ(t), où ψ est une fonction continue sur

]− 1, 1[ à préciser.

34. Démontrer que la fonction φ est de classe C1 sur ]− 1, 1[.

35. On admet qu'une autre écriture de la fonction ψ est :

∀t ∈ ]− 1, 1[, ψ(t) = −
+∞∑
n=0

1

n+ 2
tn

Pour tout n ∈ N, pour tout t ∈ ]− 1, 1[, on note :

un(t) = −
n∑

k=0

1

k + 2
tk et vn(t) = −e

n∑
k=0

bk t
k

Calculer un(t)× vn(t).

36. On note ξ la fonction dé�nie sur ]− 1, 1[ par :

ξ : t 7→ e

(
1−

+∞∑
k=1

bk t
k

)
On admet que la fonction ξ est dérivable sur ]− 1, 1[ et :

ξ′ : t 7→ −e
+∞∑
k=0

(k + 1) bk+1 t
k

Conclure : φ = ξ.
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II.2.b) Démonstration de l'inégalité de Carleman-Yang

Soient (an)n∈N∗ et (cn)n∈N∗ deux suite de réels strictement positifs. On admet que, pour toute suite

de réels strictement positifs (dk,n)
(k,n)∈

(
N∗
)2 :

+∞∑
n=1

(
n∑

k=1

dk,n

)
=

+∞∑
k=1

(
+∞∑
n=k

dk,n

)
37. Démontrer :

+∞∑
n=1

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

⩽
+∞∑
k=1

(
ck ak

+∞∑
n=k

1

n

(
n∏

i=1
ci

)− 1
n

)

38. En considérant cn =
(n+ 1)n

nn−1
, en déduire l'inégalité de Carleman-Yang :

+∞∑
n=1

(
n∏

k=1

ak

) 1
n

⩽ e
+∞∑
n=1

(
1−

+∞∑
k=1

bk
(n+ 1)k

)
an

39. Démontrer que, pour tout n ∈ N∗ : bn ⩾ 0.
En quoi l'inégalité précédente est-elle un ra�nement de l'inégalité de Carleman ?
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