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I. Probléme 1

Notations

Dans tout le probléme, K désigne R ou C.

On note K[X] le K-espace vectoriels des polynomes a coefficients dans K.

Pour tout d € N, K4[X] désigne le K-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a d.

On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1.

Objectifs du probléme
Sot h une fonction de K dans K. On dit qu’une fonction f de K dans K est solution de l'équation (Ep)
sur K si :

Ve ek, flo+1)-f(z) = h(z) (En)

Le but du probléme est I’étude de I'équation (Ep).

La partie I de ce probléme étudie 'existence de solutions dans le cas ol h est polynomiale.

La partie IT définit les polynomes de Bernoulli et explicite une solution polynomiale a I’équation (Ep,),
ainsi qu’une application analytique de ces polynoémes.

La partie IIT étend la résolution de (Fj) au cas ou h est une fonction entiére.

I.1. Etude de l'opérateur de différence finie
On considére 'application A définie par :
N { K[X] — K[X]
P — P(X+1)-P(X)
1. Montrer que A est un endomorphisme de K[X].

2. Soit P € K[X]. Déterminer le degré de A(P) en fonction de celui de P.

3. Montrer que, pour tout d € N*, A induit un endomorphisme sur Ky[X].
On note Ay 'endomorphisme de Kg[X] induit par A.
4. Déterminer Ker(Ag) et Im(Ag4) pour tout d € N*.

5. En déduire Ker(A) et Im(A). Appliquer les résultats obtenus a l’étude de 1’équation (E}) daus le
cas ol h est une fonction polynomiale.

6. On suppose (pour cette question seulement) que h est la fonction z +— z. Déterminer une solution
de (E},) dans Ky[X], puis toutes les solutions polynomiales de I’équation (Ep).




PCSI 28 avril 2025
Mathématiques

I.2. Polynémes de Bernoulli

On note w l'application de [0, 1] dans C définie, pour tout ¢ € [0, 1], par : w(t)

— e27,7rt.

Pour tout n € N et tout z € C, on définit dans cette partie :

e* w(t)

1
n = | e G

I.2.a) Une intégrale

Pour tout p € Z, on pose :

N (w)™
I - / dt

ew(®) — 1

7. Vérifier que, pour tout p € Z, cette intégrale est bien définie.
On admet :

Iy = 1
VpeN*, I, =0

I.2.b) Lien avec I’équation (E},)

8.

10.

11.

On admet, pour tout n € N et tout z € C :

Démontrer que B, est un polynome unitaire de degré n.
Montrer que, pour tout n € N* : B/, =n B, _1.

Montrer que, pour tout n € N* et tout z € C :

Bn(z41) = Bu(z) = nz"!

1
On pourra utiliser sans démonstration [’égalité : / — dt = .
0 (w(®)" (n—1)!

En déduire I’expression d’une fonction polynomiale vérifiant I’équation (E}j) sur C lorsque h est une
fonction polynomiale.

I.2.c) Unicité

12.

13.

Montrer que (Bp)nen est I'unique suite de polynomes vérifiant :

By =1
VRGN*, B;L:TLanl

1
\meN*,/ By(t) dt =0
0

On note (H,)nen la suite de polynomes définie par : Vn € N, H,(X) = (—=1)" B,(1 — X). Montrer
que pour tout n € N: H, = B,,.
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I.3. Solution entiére de I’équation (F))
I.3.a) Une inégalité de controle

On se propose dans cette partie de montrer par ’absurde la propriété P :
Jc>0,VneN, Vz€C, (Jz]=2n+ 1)1 = [ —1] >¢)

On suppose que P est fausse.

14. Montrer 'existence d’une suite d’entiers naturels (n,),cn et d'une suite de complexes (zp)pen telles
que :
S QN | t VpeN =(2 1
e e PEN, [5)=2np+ 1)
Pour tout p € N, on note : a, = Re(zp) et b, =Im(2p).

15. Démontrer : a, — 0 et |zp| —|b,] —> 0.
p——+0o0 p—+0o0

16. Pour tout p € N, on note :
+1 sib, >0
Ep =
-1 sib, <O

En étudiant exp(z, — i€p|2p|) aboutir & une contradiction et conclure.

I.3.b) Une solution a (E})
Pour tout n € N, on définit maintenant :
0,1] — C
o { t = (2n+1)7e?i
Pour tout n € N et tout z € C, on note :

eZ Tn (t)

1
W) = ) iy

17. Montrer qu'il existe deux constantes (a,b) € (]R*Jr)2 telles que, pour tout n € N* et tout z € C :

|Qn(z){ < aebn|z\
On pourrait alors démontrer que la fonction f suivante est solution de (E},) :

f: C — C

+00 h(n)
= ﬁ Qn+1 (SU)

n—on+1 nl

T
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I1I. Probléme 11

n +oo
Pour toute suite de réels (dj)ken-, si la suite <Z dk) est convergente, on notera »_ dj sa limite.
k=1 neN* k=1

On s’intéresse dans ce probléme & une inégalité établie par Torsten Carleman : si (ag)ren+ est une
N

suite de réels strictement positifs telle que la suite <Z an) est convergente, alors la suite

NeN*

n=1
1
N n n
<Z <H ak> ) est convergente. De plus :
n=1 \k=1 NeN+

& (1)

n=1 \k=1

3=

—+00
< e ag
n=1

Le probléme est constitué de deux parties largement indépendantes. La premiére partie commence en
démontrant un analogue de cette inégalité : I'inégalité de Knopp. La deuxiéme partie étudie I'inégalité
de Carleman-Yang, qui est un raffinement de I'inégalité de Carleman.

I1.1. Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre 'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de
linégalité de Carlement (on justifie cette appellation en fin de partie).

II.1.a) Inégalité de Jensen et inégalité intégrale de Jensen

Soit (a,b) € R? vérifiant : a < b.

18. Inégalité de Jensen
Soit f : [a,b] — R une fonction a valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ un fonction convexe sur J.
Démontrer :

nil o(f(ar))
k=0

S|

1 n=1
¥ € N, Vawketon-11 € [0 o (3 T flan)) <

19. Inégalité intégrale de Jensen
Soit f : [a,b] — R une fonction continue a valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ une fonction continue
et convexe sur J. Démontrer :

o(i [ rwa) < 71 [ wona

On pourra utiliser des sommes de Riemann.

II.1.b) Une autre inégalité intégrale
Soit f: Ry — R, une fonction continue et strictement positive sur R,..
x
20. Justifier que la fonction F': x — / f(t) dt est de classe C! sur R.
0

On suppose que la fonction F admet une limite, notée L, en +oo.
Pour tout x > 0, on pose :
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21. Déterminer la limite de g lorsque x tend vers 0.

On admet : lim g(x)=0.

T—-+00

xX
22. Justifier que, pour tout A > 0, la fonction Hy : x — / h(t) dt est de classe C! sur [A, +o0].
A

23. Démontrer que la fonction Hy admet une limite en 400, notée H(A) puis :

lim H(A) = lim F(z) = L

A—0 T——+00

On pourra utiliser une intégration par parties.

II.1.c) Démonstration de I'inégalité de Knopp
Soit f une fonction continue et strictement positive sur R,..
X
On note toujours F' la fonction F : z — / ft) dt.
0

On suppose que la fonction F admet une limite, notée L, en +oo.

24. Soit a > 0. Démontrer, pour tout x > a :

exp(xia /j In (¢ f(t)) dt) < xia /:tf(t)dt

x
25. Soit x > 0. Démontrer que la fonction a — / In (t f(t)) dt admet une limite finie lorsque a tend
a

vers 0.

26. Déduire des deux questions précédentes, pour tout x > 0 :

exp (; /Ox In (f(t)) d,t> < % /Ox tf(t) dt

On pourra remarquer : In (f(t)) = 1In (¢ f(t)) — In(¢).
1 X x
27. On note v : z — exp <x / In (f(t)) dt> et 'z — / ~(t) dt.
0 0
Démontrer que I' admet une limite finie en +00 que 'on note £, et :

¢ < el

On admet que tous les résultats des questions 18 & 27 restent valides pour une fonction f continue par
morceaux sur Ry.

I1.1.d) Application a l’inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (ap)nen+ est une suite décroissante de réels strictement positifs.
On note f la fonction en escalier qui, pour tout k£ € N* est égale & a, sur lintervalle [k — 1, k[.

28. Soit k € N*. Démontrer que la fonction vy, définie sur [k — 1, k] par :
1 k1 1
ve(z) = — > In(a;)+— (x—k+1) In(ag) sik>2
T ;=1 e

vi(z) = In(ay)

est minimale pour z = k.
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29. Démontrer que, pour tout k € N* :

//:1 exp (; /O In (f()) dt) dz > exp (}f é ln(ai)>

On pourra utiliser la question précédente.

30. En déduire 'inégalité de Carleman dans le cas ou (ap)n,en+ est une suite décroissante.

I1.2. Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette derniére partie est d’établir I'inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de
I'inégalité de Carleman.

I1.2.a) Un développement en série entiére

On note ¢ la fonction définie par :

vte]-LINOY  e(t) = (1-1)'7E
On définit aussi la suite (b, )nen par :

by = —1
1o 1

VneN*, by=—= S — b _
n n ?lkzlkﬁ+1 n—k

31. Justifier que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.
On notera toujours ¢ ce prolongement.

32. Démontrer que, pour tout n € N : |b,| < 1.
n

On admet alors que, pour tout ¢t € | — 1, 1], la suite (Z by tk> est convergente.
k=0 neN
83. Démontrer que, pour tout ¢ € | — 1, 1[\{0}, ¢'(t) = ¢(t) ¥ (t), ot ¥ est une fonction continue sur
] —1,1] & préciser.
34. Démontrer que la fonction ¢ est de classe C! sur | — 1, 1].

35. On admet qu'une autre écriture de la fonction ¥ est :

Vie]—1,1, ¥(() = P S t"
Pour tout n € N, pour tout t € | — 1, 1[, on note :
n 1 n
un(t) = —kg_jom th et w(t) = —e kg_jo by, t*

Calculer u, (t) x v, ().
86. On note ¢ la fonction définie sur | — 1, 1] par :
400
§:tn—>e<1— = bktk>
k=1
On admet que la fonction £ est dérivable sur | — 1,1] et :
+oo &
it —e > (k+1)bpyrt
k=0

Conclure : p = €.
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I1.2.b) Démonstration de ’inégalité de Carleman-Yang

Soient (ap)nen+ €t (¢n)nen+ deux suite de réels strictement positifs. On admet que, pour toute suite

de réels strictement positifs (dk’”)(k,n)e(N*)2
+oo n +oo +oo
(£ - 5 (50
n=1 \k=1 k=1 \n=k
37. Démontrer : ) .
+o0o n n +oo +o 1 n n
> (H%) < Ck Ok Z(HQ)
n=1 \k=1 k=1 n=k ™ \i=1
L (n+1)" e
38. En considérant ¢, = ~———, en déduire I'inégalité de Carleman-Yang :
n
S (fa) <o B (-8 )
ag < e — —]a
n=1 \k=1 n=1 i1 (n+ 1)k )

39. Démontrer que, pour tout n € N* : b, > 0.
En quoi I'inégalité précédente est-elle un raffinement de I'inégalité de Carleman ?
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