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DS7

A On traitera OBLIGATOIREMENT l’exercice de cours. Dans le cas contraire, la note finale se
verra divisée par 2.

Exercice : Cours

Soit n € N*. On dispose d’une urne contenant n jetons numérotés de 1 & n et d’une piéce équilibrée.
On commence par piocher un jeton au hasard dans l'urne. Si le jeton obtenu est le jeton numéro k,
alors on lance k fois la piéce.

Pour tout (i,k) € [1,n]?, on note :

Jy. : « obtenir le jeton numéro k »
A; : « obtenir exactement i Pile au cours de I'expérience »
1. Soit (i, k) € [1,n]2.

E\ 1
a) Supposons : i < k. Démontrer : P(A; | Ji) = ()
i

27]{:.
b) Que vaut P(A4; | Ji) dans le cas ou ¢ > k7 Justifier.

2. Démontrer alors : P(4;) — ~ 3> (7) 2
. emontrer alors : i) = — —.
! n p—; 7 2k

Probléme 1

Dans tout ce sujet, I est un intervalle de R d’intérieur non vide et w est une fonction continue et
strictement positive de I dans R; on dit que w est un poids sur 1.
Etant donnée une fonction continue f : I — R telle que 'intégrale de fw sur I est bien définie, on

cherche & approcher l'intégrale | f(x)w(z) dx par une expression de la forme :
I

n
In(f) = 22 Ajf(xy)
§=0
oitn €N, (Ng,...,\p) € R et 29 < 27 < --+ <z, sont n + 1 points distincts dans 1.

Une telle expression I,(f) est appelée formule de quadrature et on note :
o) = [ J@w@ de- X )
J:

Verreur de quadrature associée. On remarque que e est une forme linéaire sur ’espace vectoriel des
fonctions f de I dans R telles que l'intégrale de fw sur I est bien définie.

On rappelle qu’un polynéme est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.

Etant donné un entier m € N, on note R,,[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal & m. On dit qu’une formule de quadrature I,,(f) est ezacte sur R,,[X] si :

VP € R,[X], e(P)=0
ce qui signifie que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a m :

/ Pla)w(z) dv = 33 X P(x;)
I =0

J

Enfin, on appelle ordre d’une formule de quadrature L,(f) le plus grand entier m € N pour lequel la
formule de quadrature I,(f) est exacte sur R,,[X].




PCSI 21 mai 2024
Mathématiques

A - Exemples élémentaires
Dans cette sous-partie, on se place dans le cas I = [0,1] et : Vo € I, w(z) = 1. On cherche donc a

1
approcher / f(z) dx lorsque f est une fonction continue de [0, 1] dans R.
0

3. Déterminer l'ordre de la formule de quadrature Iy(f) = f(0) et représenter graphiquement ’erreur
associée a e(f).

1
4. Faire de méme avec la formule de quadrature Iy(f) = f (2>

1
5. Déterminer les coefficients g, A1, A2 pour que la formule I5(f) = Ao f(0) + A1 f <2> + A2 f(1) soit
exacte sur Ro[X]. Cette formule de quadrature est-elle d’ordre 27

B - Construction de formules d’ordre quelconque

On revient au cas général.
Soit n € N. On considére n + 1 points distincts dans I, notés xg < 1 < --- < Ty, et une fonction
continue f de I dans R.

R L est un isomor-

6. Montrer que l'application linéaire ¢ : R,[X] —
P — (P(ZE0)7P(£L'1),,P(ZE”))

phisme.

7. Montrer que, pour tout i € [0,n], il existe un unique polynome L; € R, [X] tel que :

_ 0 sij#i
Vi€ [0,n], Li(x;) = S
1 sij=1
8. Montrer que (Lo, ..., Ly) est une base de R, [X].
Cette base est appelée base de Lagrange associée aux points (xg,...,Ty).

9. On suppose que, pour tout k € N, 'intégrale / z* w(z) dx est bien définie. Montrer que la formule
I

n
de quadrature I,,(f) = > A;j f(x;) est exacte sur R, [X] si et seulement si :
j=0

Vielo,n], A = /I Lj(z)w(x) dzx

10. On se place dans le cas I = [0, 1] et : Vo € I, w(z) = 1. Déterminer la base de Lagrange associée aux

1
points (0, 3 1) et retrouver ainsi les coefficients de la formule de quadrature I(f) de la question 5.
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C - Noyau de Peano et évaluation de ’erreur

Dans cette sous-partie, on suppose que 'intervalle I est un segment : I = [a,b], avec : a < b.
Pour tout entier naturel m, on considére la fonction o, : R? — R définie par :

) (x—t)™ siz>t
V(x,t) € R%,  op(z,t) = .
0 stz <t

On observe que x +— @, (x,t) et t — @ (2, 1) sont continues si m > 1 et discontinues si m = 0.

On considére une formule de quadrature I,,(f) = > A; f(x;).
§=0

On note m € N l'ordre de cette formule et on cherc_he 4 évaluer 'erreur associée :
b n
o) = [ s ) do- 3 A fa)
a 7=0

On suppose que f est de classe C"™*! sur 1.

11. A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, démontrer e(f) = e(R,) oit R, est définie par :

b
Voelatl Rule) = o [ onlet) 100 de
m! J,
12. En déduire, sim > 1 :
1 b
_ = (m+1)
) = g [ Kl S0 a

ou la fonction K, : [a,b] — R est deéfinie par :
b n
VE € [a,b], Kn(t) = ez om(z,t)) = / om(z, t)w(x) de— Y Njom(z;,t)
a 7=0

On pourra utiliser le résultat admis suivant : pour toute fonction continue ¢ : [a,b]> — R, on a :

/ab (/ab g(z,t) dt> de = /ab (/ab gz, t) dx) dt

La fonction K, est appelée noyau de Peano associé a la formule de quadrature.
On admet que cette expression de e(f) reste valable pour m = 0.

D - Exemple : méthode des trapézes

Dans cette sous-partie, on suppose que I est un segment et : Vo € I, w(x) = 1.
On se place d’abord dans le cas I = [0, 1] et on considére la formule de quadrature :

0)+g(1
hig) = H0+a)
qui est d’ordre m =1 (on ne demande pas de le montrer).

13. Calculer le noyau de Peano associé ¢ — K1 (t) et montrer que, pour toute fonction g de classe C? de
[0,1] dans R, on a la majoration suivante de 'erreur de quadrature associée :

1 1"
(@) < 5 e 9" ()]
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On se place maintenant dans le cas d'un segment quelconque I = [a,b] (avec a < b), qu’on subdivise
en n + 1 points ag, ..., a, équidistants :

Vie[0,n], a = a+ih

ol h = est le pas de la subdivision.

On considére alors la formule de quadrature :

T.(f) = b—a ”Z_:l flai) + f(ait1)

n i=0 2

appelée méthode des trapézes. L’erreur de quadrature associée est notée :

b
enlf) = [ $@) do =T,
14. Représenter graphiquement T, (f).

15. On suppose que f est une fonction de classe C? de [a, b] dans R. Démontrer :

b—a n=l

n =0

ou e est 'erreur associée a la formule de quadrature I; étudiée a la question 13 et les g; : [0,1] = R
sont des fonctions & préciser.

16. En déduire la majoration d’erreur :

(b — CL)3 "
~——— sup |f"(z)
12n? z€[a,b] ‘ ‘

len(f)‘ <

Probléme 11

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul et £ un C-espace vectoriel de dimension n.
Si M € .#,(C), on note M la transposée de la matrice M.

Si M € .#,(C), on définit la suite des puissances de M par M? = I,, et, pour tout entier naturel k :
Mk+1 — MMk

De méme, si u est un endomorphisme de E, on définit la suite des puissances de u par v® = idg et,

pour tout entier naturel k : u*t! = o uF.

Une matrice M est dite nilpotente s’il existe un entier naturel k > 1 tel que : M* = 0. Dans ce cas, le
plus petit entier naturel k& > 1 tel que : M* = 0, est appelé indice de nilpotence de M.

Soit Z une base de E. Un endomorphisme de E est nilpotent d’indice p si U'entier p > 1 est le plus
petit entier naturel k tel que : uf = 0ok

0 v o o 0
1 . :

On pose : J; = (0) et, pour tout a € [2,+00[ : Jo =] "-. "-. | € A, (C).
o -~ 0 1 0

Si Ae #,(C) et B e #,(C), on note diag(A, B), la matrice diagonale par blocs :

diag(A, B) = (6‘ g) € Myim(C)
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Plus généralement, si A1 € #,,(C), Ay € M,,,(C), ..., Ay € #,, (C), on note :
A 0 - 0
0 A

diag(Ala A2a s 7Ak> = € '//n1+n2+---+nk (C)

A - Nilpotence d’indice 1

17. Que peut-on dire d’'un endomorphisme nilpotent d’indice 17

B - Réduction d’une matrice de .#>(C) nilpotente d’indice 2

On suppose : n = 2. Soit v un endomorphisme de F nilpotent d’indice p > 2.

18. Montrer qu’il existe un vecteur = de E tel que : uP~!(z) # 0.

19. Vérifier que la famille (u” (m))o <hep_1 €St libre. En déduire : p = 2.
20. Démontrer : Ker(u) = Im(u).

21. Construire une base (e1,e2) de E telle que : u(e1) = ez et u(e2) = 0.

C - Réduction d’une matrice de .#,(C) nilpotente d’indice 2

On suppose : n > 3. Soit u un endomorphisme de F nilpotente d’indice 2 et de rang r.

22. Démontrer : Im(u) C Ker(u) et 2r < n.

28. On suppose : Im(u) = Ker(u). Montrer qu’il existe des vecteurs ey, es, ..., e, de E tels que

(e1,uler), ez, u(ea), ..., er, u(ey)) est une base de E.

24. Déterminer les images par u des vecteurs de la base définie en question 23.

25. On suppose : Im(u) # Ker(u). Montrer qu’il existe des vecteurs ey, eg, ..., e, de E et des vecteurs

V1, V2, ..., Un—g, appartenant a Ker(u) tels que (el,u(el),eg,u(eg), coepuler), v, ..

une base de E.

26. Déterminer les images par u des vecteurs de la base définie en question 25.

. ,vn,gr) est




