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DS6

Exercice 1 : Cours

1. (*) Résoudre I’équation différentielle suivante :
(E)  y"+y = cos(z)

Démonstration.

« On commence par résoudre I’équation homogéne (H) associée a (E) :
y'+y =0

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne & coefficients constants. On détermine
donc les solutions de son équation caractéristique 2 4+ 1 = 0.

Cette équation admet exactement 2 racines complexes : 11 =¢ =0+ 1 X ¢ et 77.

L’ensemble des solutions de (H) est donc :

{2 — A1e"% cos(1 x x) + A2e2%% sin(1 x x) | (A1, A2) € R?}

= {x+— A cos(x) + Ay sin(z) | (A1, X2) € R?}

L’ensemble des solutions de (H) est : {x > A1 cos(x) + A2 sin(z) | (A1, A2) € R?}.

« On cherche maintenant une solution particuliére complexe de I'équation (E’) :
y// +y = eix

Comme i est une racine simple de Q(X) = X2 + 1, on cherche une solution particuliére de (E’) sous
la forme = — axe™®.
Soit a € C.
On pose h: z — aze®.
x La fonction h est deux fois dérivable sur R en tant que produit de fonctions deux fois dérivables

sur R.

Soit x € R. ‘ ' '

RK(z) = a(lxe®+zxie™) = a(l+iz)e”
Ensuite : ‘ , ,
W'(z) = a(ixe®+(1+iz) xie”) = a(2i—z)e”
x On obtient :
h solution de (E') & Vo eR, W'(z)+ h(z) = e*
& VzeR, a(2i—x)e® +axe® =e®

(car, comme |€%| =1,

& Ve eR, a(2i—x)+ax=1 alors : 6 £ 0)

& VeeR 2ia=1
1 1.

“T 9T 2

1 ,
La fonction ¢ : z — —5 i x € est donc une solution particuliére de (E’).
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e On en déduit que la fonction Re (g) est une solution particuliére de (E).

Soit x € R.
Re(g) (z) = Re(g(x))
1 . (%

= Re (—2 txe >

= f% z Re (ie'”) (par linéarité de Re (-))
Or: ‘

ie’™ = i(cos(z) +isin(z)) = i cos(z)— sin(z)
Ainsi : Re (i) = —sin(z). D’ou :
Re(g) (x) = —é z x (- sin(z))

Une solution particuliére de (E) est donc x +— 3% sin(x).

On en conclut que 'ensemble des solutions de (E) est :

1
{x — A\ cos(z) + A2 sin(z) + 3% sin(z) | (A1, A2) € R?}
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Exercice 2
-2 0 0
On désigne par I la matrice identité de .#3(R) et on note : A= | -2 -1 -1].
-2 1 =3

1. a) Calculer (A +21)2.

Démonstration.
o Tout d’abord :

o Ainsi :
0 0 0 0 0 0 000
(A+2D0)? = -2 1 —1||[-2 1 -1] = [0 0 0
-2 1 -1/ \-2 1 -1 000

(A+2[)2 :0///3(R)

b) En déduire que A est inversible et déterminer A~1.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente : (A +21)% = 0.z ®)- Or :

(car les matrices A

2 _ 42
(A+20)° = AT+dA+4l et I commutent)

e On en déduit :
donc A%2+4+4A=-47
et AA+41)=—-41

ainsi A(—i-(A—i—élf)):I

1
On en déduit que la matrice A est inversible, d’'inverse ~1 (A+41).

4

Commentaire \

A
o L’écriture 7 n’a pas de sens puisqu’il n’existe pas d’opérateur de division entre les ma-

. , e 1 . . . :
trices et les réels. Par contre, I’écriture 1 - A est bien autorisée : on multiplie une matrice
par un scalaire a I’aide de 'opérateur de multiplication externe - : R x ., (R) — ., (R).

o On ne peut pas non plus diviser par une matrice. Rappelons que 'inverse d’une matrice

1
A, si elle existe, est notée A~1 et pas T L’écriture B est elle aussi impropre car il n’y a

as d’opérateur de division entre deux matrices.
O

\. J
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2. Onnote : E_9(A) ={X € #31(R) | AX = -2X}.
Déterminer E_o(A).

Démonstration.
x
Soit X € .#51(R). Alors il existe (z,y,2) € R? tel que : X = (y)
z

AX = —2X — (A+20) X =04, (r)

SHSIIONH

<~

0 =0
—= -2z +y — z =0
-2z +y — 2z =0
— 2z +y — z =0
-2z + y - = 0
L3%<:3;L2 -2z + y — 2z =0
0 =0

= { z = 2z + y

On obtient alors :

z —2zx+vy

1 0 0

= {z- (0)+y- (1) | (z,y) € R?} = Vect ( ) (1)
-2 1 -2 1
1 0
E_5(A)=Vect | [2], |1
0 1

Commentaire .

o Lors de la résolution du systéme, on choisit d’exprimer la variable z en fonction des
variables z et y. Ces deux derniéres variables sont alors appelées variables auxiliaires.

Eo(4) = {(gyg) €M (R) | z= 20 +y} = {( y )!(w,y)GRZ}
1
0],

« Il était possible de faire d’autres choix. Par exemple :

AX=-X & y=2x+z2

1 0
On obtient alors I'expression de F' suivante : F' = Vect ( 0 ) , (1)
-2 1

1 0 1 0
Notons au passage : Vect 01|,]1 = Vect 21,11
-2 1 0 1

1

1 0
(il suffit de remplacer le vecteur ( 0 ) par la combinaison linéaire ( 0 ) -2 (1))
—9 1
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1 1 1
3. Onnote P=|0 1 -1
-2 -1 =2

a) Démontrer que P est inversible et déterminer son inverse.

Démonstration.
o On applique l'algorithme du pivot de Gauss.
1 1 1 1 00
0 1 -1 01 0
-2 -1 =2 0 0 1
On effectue l'opération { Lg < L3 + 2 L;. On obtient :
11 1 1 00
01 -1 01 0
01 O 2 01
On effectue 'opération { L3 <— L3 — Lo. On obtient :
1 1 1
01 -1 0
00 1 2

La réduite obtenue est triangulaire supérieure. De plus, ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls. Ainsi cette réduite est inversible et il en est de méme de la matrice initiale P.

. Li+ L —L .
« On effectue les opérations { L; - L; n Lz . On obtient :
1 10 -1 1 -1
010 2 0 1
0 0 1 2 -1 1

On effectue 'opération { Ly <+ Li{— Ly . On obtient :

1 00 -3 1 2

01 0 2 0 1

0 0 1 2 -1 1
-3 1 =2
Finalement : P~'=( 2 0 1
2 -1 1

Commentaire

On remarque que les deux premiéres colonnes de la matrice P ne sont autres que les vecteurs
de la famille E_9(A). C’est ce choix qui permet d’exprimer par la suite la matrice A sous
une forme plus simple. On en parlera en 2°™¢ année dans le chapitre « Réduction ».
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-2 0 1
b) Montrer que P~'AP = T ou T est la matrice triangulaire supérieure 7 = | 0 -2 -1
0 0 -2
Démonstration.
« Notons tout d’abord :
-2 0 0 1 1 1 -2 =2 =2
AP = -2 -1 -1 0 1 -1 = 0o -2 1
-2 1 -3 -2 -1 =2 4 2 3
o Enfin :
-3 1 =2 -2 =2 =2 -2 0 1
P'AP = [ 2 o0 1 0 -2 1| =10 -2 1] =T
2 -1 1 4 2 3 0 0 -2

Ainsi : P1AP=T.

Démontrer : Vn € N, P~tA"P = T".

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, 2(n) ou  P(n): PLA"P =1Tm.
» Initialisation
e D'une part : P~1A'P = P71 JP =P 1P =1.
o D’autre part : 70 = I.
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons Z(n + 1) (i.e. P~LA"FL P = T+l

Tntl T x T

(d’apres la question précédente et

-1 —1 gn
PTAP X P AP par hypothése de récurrence)

PlA(PP~Y)A"P
PLAIA"P = P~lAntip

Doa Z(n+1).

Ainsi, par principe de récurrence : Vn € N, P71A"P =T".

4. a) Exhiber une matrice N € #3(R) telle que T s’écrit T'= —21 + N.

Démonstration.

D’aprés I’énoncé, N

) |
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b) Calculer N? et en déduire N* pour tout k € N.

Démonstration.

00 1 00 1
e Tout d’abord : N2 = |0 0 —-1|[0 0 -1
00 0/\0o o0 0

« On en déduit, par une récurrence immeédiate, que pour tout k > 2, N¥ = 0 z5(R)-

\.

Commentaire

o Au lieu de procéder par récurrence, il est aussi possible d’écrire, pour tout k > 2 :

000
= |0 0 0.
000

En conclusion : N =1, N = N et pour tout k > 2, N¥ = 03 (R)-

Nk

« Insistons sur le fait que cette démonstration n’est valable que si k > 2 (si ce n’est

pas le cas, alors k — 2 < 0).

= Nk_2 x N? = Nk_2 XO///g(]R) = 0///3(]1@)

¢) Soit n € N. Déterminer 7" a l'aide de la formule du bindéme de Newton.
Le résultat devra faire apparaitre 7" comme combinaison linéaire de I et de N.

Démonstration.

« Les matrices (—2 1) et N commutent car la matrice identité commute avec toutes les matrices
carrées du méme ordre. On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton.

e Soit n > 1.

" = (=21 +N)
(e
Qe )
- (e

(=2)" T +n(=2)"'N
(=2)" (=21 +nN)

o Enfin: (=2)°"1(—274+0-N)=1 et TO=1.
La formule précédente reste valable pour n = 0.

(car :¥VjeN, ' =1)
(ce découpage est
valable carn > 1)

(car on a montré :
VEk =2, NF =0 4,x))

Ainsi, pour tout n € N, T" = (=2)""} (=21 +nN).
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Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n p

dooup = Zuk+iuk

k=m k=m k=p+1

(la seconde somme est nulle sip =n)
oul (uy,) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

o Dans cette question, on est dans le casoum =0et p = 1.
L’argument n > 1 est donc nécessaire pour découper la somme.
Le cas n = 0 doit alors étre traité a part.

o Ici, la matrice N vérifie : Vk > 2, N¥ = 0 5 (R)- Elle est dite nilpotente d’indice
2 (ce terme n’est pas au programme et il est préférable de ne pas l'utiliser dans
une copie). Si elle avait été nilpotente d’ordre 3, il aurait fallu traiter a part les cas
n = 0 mais aussi le cas n = 1.

o Cette question sur le binéme de Newton matriciel est extrémement classique aux

concours et il faut donc savoir parfaitement la traiter. .

d) Soit n € N. Exprimer enfin 7" comme combinaison linéaire de I et de T.

Démonstration.

Comme N =T+ 21, on obtient :
(=2)" 1 (=214+nN) = (=2)" ' (=2I1+n(T+21))

= (2" ((-2+2n)I+nT)

= (=21 (2(n—1)I+nT)

Pour tout n € N, T" = (—2)"*1 (2(n—1)I+nT).

O
5. a) Expliquer pourquoi 'on a: Yn € N, A" = (=2)""1(2(n—1)I +nA).
Démonstration.
Soit n € N. D’aprés la question précédente, T" = (—2)""! (2(n — 1) I +nT).
Or: A" = P T™ P~'. En combinant ces deux informations, on obtient :
A" = PT"Pl = P ((—2)n—1 2(n - 1)I+nT)) P!
= (=2)" 1 (2(n—-1) PPl +nPTP™Y)
Ainsi, pour tout n € N, A" = (=2)"" 1 (2(n—1) I +n A). -
b) Vérifier que la formule trouvée a la question 5.a) reste valable pour n = —1.
Démonstration.
Sin = —1, on obtient :
(=2)" 1 2(n—-1)I+nA) = (=2)7"71(2(-1-1)1+(-1)A)
1 1
= —(4I1-A) = ——A-1T
4 (= ) 4
Ainsi, la formule trouvée a la question 5.a) reste valable pour n = —1. 0
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Exercice 3

On note I l'intervalle [0, 1]. Soient f et g deux fonctions continues sur I, a valeurs dans I.
On supposera dans tout le probléme que f et g commutent, c’est-a-dire :

Veel, (fog)(x) = (gof)(x)
Le but de ce probléme est de répondre a la question suivante :
(Q) : « f et g possédent-elles un point fixe en commun dans I 7 »

Dans tout le probléme, on notera h : z — f(z) — x.

Partie I - Ensemble des points fixes
1. Montrer que la fonction f posséde au moins un point fixe dans 1.

Démonstration.

« Tout d’abord, on remarque, pour tout x € I :

On cherche donc & démontrer que la fonction h s’annule (au moins) une fois sur 1.
o On remarque :
x d’une part :
h(0) = f(0) =0 = f(0)
Or, f est a valeurs dans I = [0, 1]. Donc : f(0) € [0,1]. En particulier : f(0) > 0. D’ou :

x d’autre part :
W) = f(1)—1
Or, f est a valeurs dans I. Donc : f(1) € [0, 1]. En particulier : f(1) < 1. D’ou :

h(1) = f1)—1 < 0

« Ainsi, la fonction f est :
x continue sur I = [0, 1] en tant que somme de fonctions continues sur I,
x telle que : h(0) = 0 et h(1) < 0.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il existe xg € I tel que : h(zg) = 0.

La fonction f posséde donc au moins un point fixe dans 1.

O

Pour les mémes raisons, la fonction g posséde également au moins un point fixe dans 1.
On note F' (resp. G) 'ensemble des points fixes de f (resp. de g) dans I.
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2. Montrer que G est stable par f, c’est-a-dire : Vo € G, alors f(z) € G.
On montrerait de méme, et on l'admettra ici, que F est stable par g.

Démonstration.

Soit z € G.

Démontrons : f(x) € G. Autrement dit, montrons que y = f(x) est un point fixe de g.
Il s’agit donc de vérifier : g(y) = y.

gly) = g(f(a; (par définition de y)

)
(
(x) (car f et g commutent)
)

= f(x) (car x € G donc : g(x) =x)

On en déduit que G est stable par f.

3. Montrer que F' posséde une borne inférieure m et une borne supérieure M.

Démonstration.
L’ensemble F' est 'ensemble des points fixes de f. Autrement dit :

F={rellf@)=q)

En particulier : F' C I = [0, 1].
o L’ensemble F' est donc :
x non vide, d’apres 1.,

x minoré par 0, car : F C [0, 1].

L’ensemble F' admet donc une borne inférieure.

o L’ensemble F' est de plus :
x non vide, d’aprés 1.,

x majoré par 1, car : F C [0,1].

L’ensemble F' admet donc une borne supérieure.

4. Rappeler la caractérisation de la borne inférieure :
m = inf(F) <& {

Démonstration.

Vre F, m<«x

m = inf(F) <& {

Ve >0, deg € F, xpo <m+¢ O

10
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5. En déduire qu’il existe une suite (£,),en+ d’éléments de F telle que : Vn € N*| ¢, — m <

S |-

Démonstration.
Soit n € N*.
On sait : m = inf(F'). Ainsi, d’aprés la question précédente, on a en particulier :

Ve >0, deg € F, xp <m+¢

1
En appliquant cette proposition & € = — > 0, on obtient qu’il existe ¢,, € F tel que :
n

1 1
by <m+— dou £,—m< —
n n

3=

On en déduit : ¢,, — m <

Comme ceci est valable pour tout n € N*, il existe une suite (¢,) d’éléments de F' telle que :

1
Vn eN* 0, —m< —. [
n

6. En déduire : ¥, — m. Puis: m € F.
n——+oo

On montrerait de méme, et on l'admettra ici, que M € F'.

Démonstration.
o Soit n € N*,
x D’une part, d’aprés la question précédente :

S|

by —m <
x d’autre part, comme ¢, € F' et m = inf(F'), alors :
m < ¥, donc 0 < ¢,—m

e On en déduit, pour tout n € N* :

1
0< /b, —m < —
n
De plus :
x d’'une part : lim 0 =0,
n——+0o0
x d’autre part : lim — =0.
n—-+oo N
Par théoréme d’encadrement, on en déduit : lim £, —m = 0.

n—-+o00

Ainsi : lim /¢, = m.
n—-+00

« Remarquons : Vn € N*, 0 < ¢, <1 (car F' C [0, 1]). Par passage a la limite : 0 < m < 1.
Soit n € N*. Comme ¢, € F', alors ¢, est un point fixe de f. Ainsi :

flln) = o
1 1
AR |
o = (ot
On en déduit que m est un point fixe de f. Autrement dit : m € F. O

11
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Partie II - Une condition suffisante : la stricte décroissance de f sur [
On suppose, uniquement dans cette partie, que la fonction f, en plus d’étre continue sur I, est
strictement décroissante sur 1.

7. Montrer qu’il existe un unique élément ¢ € F'.

Démonstration.

o On remarque tout d’abord que la fonction h est également strictement décroissante sur I. Dé-
montrons le.
Soit (z,y) € I?. Supposons : & < y. On obtient :

x tout d’abord, par stricte décroissance de f : f(x) > f(y).
x ensuite : —x > —y.

On en déduit :
f@)—z > fly)—vy

« Ainsi, la fonction h est :
x continue sur  (démontré en question 1.),
x strictement décroissante sur 1.

Elle réalise donc une bijection de I sur h(I) ou :
WD) = h((0,1]) = [h(1),h(0)]
Or:0e [h(l)7 h(O)]. En effet, on a déja démontré en question 1. :
h(1) <0 et h(0) >0

On en déduit que I’équation h(z) = 0 admet une unique solution sur [0,1]. Autrement dit, la
fonction f admet un unique point fixe sur 1.

On en déduit qu’il existe un unique élément ¢ € F'.

Commentaire \

On prendra garde & ne pas inventer d’hypothéses. Par exemple, dans cette question, la
fonction f n’est pas supposée dérivable sur I. Il n’y a donc aucune raison de penser que
la fonction h Dest.

Pour démontrer la stricte décroissance de cette derniére sur I, il est donc nécessaire
d’utiliser la définition de stricte décroissance (et non le signe de sa dérivée).

L )
8. Démontrer : g(¢) € F'.
Démonstration.
D’aprés la question 2., ’ensemble F' est stable par g. Autrement dit :
Ve e F,g(x) € F
Or, d’aprés la question précédente : £ € F.
Ainsi : g(¢) € F. -

12
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9. Déduire des deux questions précédentes : £ € G.

Démonstration.

« D’apres la question 8. : g(¢) € F.

o Or, d’aprés la question 7. : F' = {¢}. On en déduit : g(¢) € {¢}, c’est-a-dire :
g(b) =1t

Le réel ¢ est donc un point fixe de g.

Ainsi : ¢ € G.

10. Conclure quant a la question (Q) dans ce cas.

Démonstration.
o D’apreés la question 7. : £ € F. Le réel £ est donc un point fixe de f.

o D’apreés la question précédente : £ € G. Le réel ¢ est donc un point fixe de g.

Les fonctions f et g possédent donc au moins un point fixe commun dans 1.

Partie III - Une condition suffisante (bis) : la stricte croissance de f sur /

On suppose, uniquement dans cette partie, que la fonction f, en plus d’étre continue sur I, est
strictement croissante sur I. On définit une suite (x,)nen de la maniére suivante :

T € G
Vn €N, z,41 = f(z,)
11. Montrer que la suite (z,,)nen est bien définie et : Vn € N, z,, € G.

Démonstration.
T, existe

Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou Z(n) :
T, € G
» Initialisation :
« Tout d’abord, z( existe car, d’aprés 1., la fonction g admet au moins un point fixe dans G.
Ainsi : G # 2.
o Ensuite : zg € G.
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
ZTp+1 bien défini
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e.
Tnt1 €G

« Par hypotheése de récurrence, z,, existe et : z, € G. Or : G C [0, 1].
De plus, la fonction f est définie sur [0, 1]. Ainsi, z,41 = f(z,,) existe.
e On sait :
x d’une part : =, € G (par hypothése de récurrence),
x d’autre part : G est stable par f (d’aprés 2.).
On en déduit : f(z,) € G. Donc : z,41 € G.
D’ou Z(n+1).

Par principe de récurrence, la suite (x,) est bien définie et : ¥n € N, z,, € G.

13
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12. On suppose : 1 = x9. Démontrer : Vn € N, 2,11 > x,,. Que se passe-t-il si 1 < xg?
Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n)  ou  P(n) : Tni1 = Tp.

» Initialisation :
Par hypothése dans cette question : 1 > xg.
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. Tpyo = Tpi1).

Par hypothése de récurrence :
Tn+1 < Tn

(par croissance

donc  f(zpt+1) < f(zn) de f surI)

d’ou Tny2 < Tpgd

D’om Z(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N, x,11 = xj,.

Si 1 < xg, on démontrerait de méme par récurrence : Vn € N, x, 11 < .

13. En déduire que la suite (x,)nen converge vers un réel let:l€ePF.

Démonstration.
o D’aprés la question précédente :

x si x1 > xp, alors la suite (z,,) est croissante,

Finalement, dans tous les cas, la suite (x,) est monotone.

« La suite (z,,) est donc :

x monotone,

x minorée par 0 et majorée par 1. En effet, d’aprés la question 11. : Vn € N, z,, € G.
Or: G C[0,1]. Ainsi : Vn € N, z,, € [0,1].

On en déduit que la suite (x,,) converge vers un réel ¢ vérifiant : 0 < / < 1.

o De plus, pour tout n € N :

Tpt1 = f(zn)
1 1
+ +
8‘L 8i J
P P ar continwité de f sur |0, 1
i = 10 (p ! [ sur [0,1]

et donc en l € [0,1])

Ainsi, 7 est un point fixe de f.

On en conclut : £ € F.
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14. Démontrer : { € G.

Démonstration.
Soit n € N. D’aprés 11. : x, € G. Autrement dit, x,, est un point fixe de g. Ainsi :

g(zn) =
I 1
+ £
8 l 3 l .
. 5 ar continuité de g sur |0, 1
gy = i@ (p g [0,1]

et donc en { € [0,1])

Ainsi, ? est un point fixe de g.

On en conclut : 7 € G.

O
15. Conclure quant a la question (Q) dans ce cas.
Démonstration.
« D’aprés la question 13. : ¢ € F. Le réel { est donc un point fixe de f.
« D’aprés la question précédente : ¢ € G. Le réel  est donc un point fixe de g.
Les fonctions f et g possédent donc au moins un point fixe commun dans 1. .
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Exercice 4

Soit n € N*.
« On note U,, = {e%vlfﬂ | k€ [0,n— 1]]} I'ensemble des racines n®™¢ de I'unité, c’est-a-dire 'ensemble

des complexes w vérifiant : w"™ = 1.

« On dit qu'un complexe w est une racine primitive n®™¢ de I'unité si :
1) W =1,
2) Vg € [1,n—1], w? # 1.

En d’autres termes, une racine primitive n°™¢ de I'unité est une racine n®™¢ de 1'unité pour laquelle
n est la plus petite puissance ¢ (non nulle) telle que : w? = 1.

e On note P, I'ensemble des racines primitives n°™€ de 'unité.

« On admet enfin le résultat suivant.

a | be
V(a,b,c) € 73, = (a]c)
aNb=1
Partie I - Caractérisation des racines primitives n®™¢ de I'unité
Soit n € N*.

1. Expliciter sans démonstration les ensembles Py, Py, P3 et Pj.

Démonstration.

« Tout d’abord, I’ensemble des racines 1°* de 'unité est :
U = {1}

De plus, 1 est une racine primitive 1°*® de 1'unité. En effet :
x d’une part : 1 =1,
x d’autre part : Vg € [1,0] = @, 19 # 1.

Ainsi : P} = {1}.

« Ensuite, I'ensemble des racines 2°™¢ de 'unité est :
U, = {1,-1}

De plus :

« le complexe 1 n’est pas une racine primitive 26™¢ de I'unité.
En effet, en choisissant ¢ =1 € [1,2—1] : 19 = 1.

x le complexe —1 est une racine primitive 2°™¢ de I'unité. En effet :
- d’une part : (—1)2 =1,
- d’autre part : Vg € [1,2 — 1] = {1}, (-1)9 # L.

Ainsi : Py = {—1}.
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« Ensuite, I’ensemble des racines 3¢ de 1'unité est :

Us = {1,4,5%}

De plus :

« le complexe 1 n’est pas une racine primitive 3°™¢ de I'unité.
En effet, en choisissant ¢ =1 € [1,3—1] : 19 = 1.

x le complexe j est une racine primitive 3°™¢ de 1'unité. En effet :
- d’'une part : j3 = (e%)3 — 3% = 2T = 1,
- d’autre part : j! = e £1etj? = o5 # 1.

x le complexe j2 est une racine primitive 3°™¢ de 'unité. En effet :
- d’une part : (52)3 = (641%)3 — 3% = otim = 1,

4im 8im

- d’autre part : (j2)! =e3 #1let (j2)2=e3 #1.

Ainsi : P3 = {j, j2}.

o Enfin, I'ensemble des racines 4°™¢ de 'unité est :
Uy = {1,4,-1,—i}

De plus :

«x le complexe 1 n’est pas une racine primitive 4™¢ de I'unité.
En effet, en choisissant ¢ =1 € [1,4—1] : 19 = 1.

« le complexe i est une racine primitive 4°™¢ de I'unité. En effet :
- d’une part : i* = (ei%)4 —eti3 =T =1,
- d'autre part : it £ 1,2 = —1#1et > = —i # 1.

x le complexe —1 n’est pas une racine primitive 4°™¢ de 1'unité.
En effet, en choisissant ¢ =2 € [1,4 — 1] : (—-1)? = 1.

« le complexe —i est une racine primitive 4°™¢ de I'unité. En effet :
- d’'une part : (—i)* =i =1,
- d’autre part : (—i)! £ 1, (—=i)2 = —1#1et (—i)3 =i # 1.

Ainsi : Py = {i, —i}.

On a ici détaillé la réponse a cette question pour aider le lecteur. Néanmoins, comme le
précise I’énoncé, aucun détail de démonstration n’est attendu sur la copie.

2ikm

2. a) Soit k € [0,n — 1] tel que : k An # 1. Démontrer : e n

¢ P,

Démonstration.

e Onnoted=kAn. Commed#1letd|Fk (et k<n—1),alors:

2 <d<n-1
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o« Comme d = k A n, alors :
x d’une part : d | n. Il existe donc g € [2,n — 1] tel que : n = dg.
(notons que ¢ # 1 sinon d =n, et ¢ #n sinond=1)
x d’autre part : d | k. Il existe donc p € [2,n — 1] tel que : k = dp.
(notons que p # 1 sinond =k, etp#n carp< k <n)
o On obtient :

2ikw \ 4 24 (dp) m \ 4 2i (gqd) p 2i % pm .
(e n ) = (e n ) = € n = € = eleﬂ— — ]. (CGTPEZ)

2ikm \ 4 2ikm
On a ainsi trouvé g € [1,n — 1] tel que : (e n ) = 1. Le complexe e » n’est pas une racine

primitive n°™¢ de 'unité.

21

On en déduit : e“n" ¢ P,.

O

b) Réciproquement, soit k& € [0,n — 1] tel que : kK An = 1. En raisonnant par l’absurde, justifier :
ik N
e“%™ est une racine primitive n®"¢ de 'unité.

Démonstration.

On procéde par I'absurde.
2ikm . . . N A
Supposons que e » n’est pas une racine primitive n°¢ de I'unité. Alors :
2ikm

.soit:(e n )n;«él.

2ikw \ T 24k .
Absurde! (car : <e n ) — M T = e2tkT — 1)

o . 2ikm \ 4 . 2ikqm 0
« soit il existe ¢ € [[1,n — 1] tel que : (e n ) =1.Onobtient : e*n =¢*
2kqm
Or deux nombres complexes ont méme argument modulo 27. Ainsi : T [27].
n

Il existe donc p € Z tel que :

2k
AT opr
n
k

donc LA P
n

d’ou kg = mnp

Ainsi :
x d’une part : n | kq,
x d’autre part : n Ak =1

D’apreés le résultat admis dans I’énoncé : n | .
Absurde! (car g < n—1<n)

Finalement, si K An =1, alors e » est une racine primitive n®"¢ de I'unité.

On a donc prouvé :

2ikm
P, = {e n | kel0,n—1], k/\nzl}
En particulier, e’% est une racine primitive n°™¢ de 1'unité.

Soient z; et zg deux racines primitives n°™¢. On admet qu’il existe u € Z tel que :

uAn =1
21" = 2o
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Partie II - Définition et premiéres propriétés des polynémes cyclotomiques

Dans la suite de ce probléme, pour tout n € N*, on définit le n°™¢ polynome cyclotomique par :

n—l 2ikm

o = [[(X-w) = I (X—-ew)

n

weP, k=0
kAn=1
3. Soit n € N*. Factoriser sur C le polynéme X™ — 1.
Démonstration.
n-1 2ikm
X"—1=]](X—en)
k=0 Ul

4. Ecrire sous forme développée ®o, @3, ®4.
Vérifier en particulier que ces polynémes sont & coefficients entiers.

Démonstration.
o Daprés 1. : Py = {—1}.

On en déduit : ®(X) = [] (X —w) =X +1 (qui est bien a coefficients entiers).
weEPy

e Daprés 1. : Py = {4,7%}. On en déduit :

vs(X) = I (X~

= (X -j) (X -7

= <X—e%> (X—e_%)

= X7 (F e W) X 41
2
= X22cos(§>X+1

1
= X?2-2 (—2> X+1

P3(X) = X2+ X + 1 (qui est bien & coefficients entiers)

o D’aprés 1. : Py = {i,—i}. On en déduit :

2i(X) = I (X~
= (X —4) (X +4)
= X241

®4(X) = X? 4+ 1 (qui est bien a coefficients entiers)
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5. a) Justifier : &5(X) =

Démonstration.

o D’une part, d’apres 3. :

4 2ikm 4 2ikm
ooy =) xem -y
= =0 = k=1 = J[(X - e%)
X -1 X -1 X—T L

« D’autre part, par définition de ®5 :

4 2ikn

O5(X) = [ (X—-e5)
k=0
kA5 =1

Or les entiers k € [0,4] vérifiant £k A5 =1 sont : 1, 2, 3, 4. Ainsi :

Finalement : ®5(X)

b) En déduire une forme développée de ®s.

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

X -1 X=T
4
Finalement : ®5(X) = > X*.
k=0 O

¢) Plus généralement, si p € [2,+oo[ est un nombre premier, calculer ®, (on exprimera ®, sous
forme de somme).

Démonstration.
Soit p € [2,4o0f.
o Par définition de @), :

i)
™
|

(I)p(X) =
k=0
kAp=1

Or les entiers k € [0,p — 1] vérifiant Kk Ap=1sont: 1,2, ..., p—1 car p est premier. Ainsi :

2ikm

p—1
B(x) = T(X -
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e On en déduit :

®,(X)

IT(x %)
k=1
p—1 2ikm
[[(X—evr)
k=0
2i0m
X —er
XP -1
~ 1 (d’apres 3.)
p—1
(=TS Xk
k=0
X=T1
p—1

Finalement, si p est premier : ®,(X) = > X*.

6. Soit n € N*.

a) Si d est un diviseur (positif) de n, on note :

E; = {keo,n—1] | kAn=d}

n
Justifier : [0,n —1] = U Eqa.
d=1
d|n

Démonstration.
On procéde par double inclusion.
(C) Soit k € [0,n — 1].
On note : dy = k A n. Alors :
x d'une part : k € Fy,,

x d’autre part : do | n et do € [1,n].

n
Ainsi: ke U Eq.

d=1

d|n

ﬂO,n—l]]C U Ey
d=1
d|n

(D) Soit ke | Eq.
d=1
d|n

Alors il existe dy € [1,n] tel que

:d0|netk’€EdO.

Or: E4, C [0,n—1]. Donc : k € [0,n — 1].

n
U EsD[0,n—1]
d=1
d|n

n
Finalement : [0,n—1]= | Ejq.
d=1

d|n
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b) Soit d un diviseur de n. On note :
Fy = {kel0,2-1] | kA% =1}
Démontrer que E,4 et Fy sont en bijection.

Démonstration.
On pose f la fonction définie par :
f : Ed — Fd
k

k: _
~q

o Démontrons que f est bien définie, c’est-a-dire que f est bien a valeurs dans Fy .
Soit k € Eq. Alors : k € [0,n —1] et k An =d.

« Démontrons tout d’abord f(k) € [0, 2 — 1], c’est-a-dire : £ € [0,2 — 1].
k
Comme d | k, alors : g €Z.

n—1
d

0.2 nz = o5 -3lnz = 0.5 -]

1 k
En effet, comme d | n, alors D eZetde plus — € ]0, 1]. Finalement : f(k) = 7 € HO,% — 1ﬂ.

k
Deplusd}letke[[O,n—l]].Donc:de[0, ]ﬁZ.Or:

d d
= Montrons maintenant : f(k) A 5§ =1, c’est-a-dire g Ng =1
Comme k € E,4, alors : kK An = d. D’ou, par définition du PGCD : % Ng =1
Finalement : f(k) € Fy.

Ainsi, la fonction f est bien définie.

o Démontrons maintenant que la fonction f est injective.

Soit (ki, k2) € (Ed)2. Supposons : f(k1) = f(kz2). Alors :

k k
gl = 32 donc k1 = ko

La fonction f est donc injective.

o Démontrons enfin que la fonction f est surjective.
Soit p € F;. Démontrons qu'il existe k € Ey4 tel que : p = f(k).
On note k = dp. Alors :
, . _k _dp
x d’une part : f(k)—a—j—p.
x d’autre part, démontrons : k € Fj.
- Tout d’abord, comme p € Fy, alors : p € [0,% —1]. On en déduit : k& = dp € [0,n — dJ.
Or : [0,n —d] C [0,n — 1] (car d > 1). Ainsi : k € [0,n — 1].

- Ensuite, toujours comme p € Fy, alors : pA 5 = 1. Ainsi :

EAn = (dp)/\(d%) = |d| (p/\%) =d (car d >0)

Il existe donc k € Ey tel que : p = f(k).

La fonction f est donc surjective.

On en déduit que f est bijective. Ainsi Ey et F,; sont en bijection.
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¢) Démontrer :
2ikm

[T (X —e™F) = &u(X)
keE
Démonstration.
o Comme la fonction f définie en question précédent réalise une bijection de E,; sur Fy, alors on
k
peut effectuer le changement d’indice | p = p
2ikm 2idpm
[T (x—e™) = I (X ™)
keE, pEFy
5-1 .
2idpm L.
= [ (X—e =) (par définition de Fy)
p=20
pAG =1
%*1 2157r
S e
p=20
pPAG =1
= ®x2(X) (par définition de ®x )
O
d) En déduire :
n
X"—1 = ] ®4X)
d=1
d|n
Démonstration.
« D’apres la question 3. :
n—l 2ikm
X"—1 = J[(X—en)
k=0
2ikm
S G
ke[0,n—1]
(d’apres 6.a), en notant :
2ikm n
= JI X—-en) A= U Ey)
keAn 1

d
d|n

= ]I < [[ (X—en )) (par produit par paquets)

(d’apres la question
précédente)
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o Or, en notant D(n) I'ensemble des diviseurs de n, on remarque que la fonction g suivante est
bijective :

_)
d —
En effet :

x elle est bien définie. Démontrons le.
Soit d € D(n). Comme d est un diviseur de n, alors il existe k € N tel que : n = dk.

En particulier : k | n. Or: k = g Ainsi, g(d) est un diviseur de n. Autrement dit : f(d) € D(n).

x elle est bijective car, pour tout (d,p) € (D(n))2 :

n
2 —d
p

L’équation g(d) = p d’inconnue d € D(n) admet donc une unique solution. Ceci implique que

n
g est bijective (de bijection réciproque p — —).
p

o On peut donc effectuer le changement d’indice | p = . On obtient :

n
d

X"—1 = J] ®x(X)

(avec le changement
= 1 &) d’indice| p = % )

n
Finalement : X" —1 =[] ®4(X)= [] ®4X).
1

deD(n) ((i“:n 0
7. Le but de cette question est de montrer par récurrence, pour tout n € N*, & (n)
ou #(n) : &, € Z[X].
a) Démontrer I'initialisation.
Démonstration.
Par définition de & :
(X)) = [[( X—-w) = [] X-w) (d’apres 1.)
weP; we{l}
Ainsi : @1(X) =X — 1. On a bien : ®; € Z[X]. =
Soit n € [2,4o00[. Supposons : Vk € [1,n — 1], Z(k). On cherche a démontrer &£ (n).
b) Enoncer (sans démonstration) le théoréme de division euclidienne sur K[X].
Démonstration.
Pour tout (A, B) € (K[X])2, il existe un unique couple (@, R) € (]K[X})2 tel que :
A = BQ+R
deg(R) < deg(B) g
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¢) On admet que le théoréme de division euclidienne est encore valable sur Z[X] si le polynome
diviseur est unitaire. Comparer la division euclidienne de X™ — 1 par :

n—1
B = J] %4
d=1
d|n
avec la question 6.d), et conclure.
(On justifiera bien qu’on peut appliquer le théoréme de division euclidienne dans Z[X], et on
précisera bien ou on utilise ’hypothése de récurrence)

Démonstration.

« Justifions que I'on peut appliquer le théoréme de division euclidienne de Z[X] & A(X) = X" — 1

n—1

et B= ][] @4
d=1
d|n

x Tout d’abord : A € Z[X].
x Ensuite :

- pour tout d € N, par définition de @ :

Dq(X) = lel (X —w)

Le polynéme ®, est donc un produit de polyndémes unitaires. Il est donc lui-méme unitaire.
n—1

Le polynéme B =[] @, est alors un produit de polynomes unitaires. Il est donc lui-méme
d=1
d|n

unitaire.

- par hypothése de récurrence (forte), pour tout d € [1,n — 1] : ¢4 € Z[X].
Le polynéme B est donc un produit de polynémes a coeflicients entiers. Il est donc également
a coefficients entiers, c’est-a-dire : B € Z[X].

On a démontré : (A, B) € (Z[X])2 et B unitaire.

« Ainsi, par théoréme de division euclidienne dans Z[X], il existe un unique couple (Q, R) € (Z[X ])2
tel que :
{ X" —1=B(X)Q(X) + R(X)

deg(R) < deg(B)
o Or, d’apreés la question 6.d)

X"—1 = [] ®uX) = ( it @d(X)) X ®p(X) = B(X) x $p(X)
i Win

e On sait ainsi que :
x le polynéme ®,, est le quotient de la division euclidienne de A par B dans C[X],

x le polyndme @ est le quotient de la division euclidienne de A par B dans Z[X]. C’est donc
également le quotient de la division euclidienne de A par B dans C[X].

Or le quotient de la division euclidienne dans C[X] est unique. Ainsi : ®,, = Q. Or : Q € Z[X].
Donc : @, € Z[X]. Ceci démontre £ (n).

Par principe de récurrence : ¥n € N*, ®,, € Z[X].
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