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DS5

A On traitera OBLIGATOIREMENT les questions portant un astérisque. Elles sont au nombre
de 2. Dans le cas contraire, la note finale se verra divisée par 2.

Exercice 1 : Cours

z + y + =z — 2t =0
1. Résoudre le systéme suivant : Ty o= 22 =0
z — 2y + z 4+ t =0
22 — y — oz = 0
Démonstration.
Soit (z,v,2,t) € R%.
T+ oy + z — 2t =0 pPopy r + y + 2z — 2t =0
r + Yy — 2z + = 0 hclizh - 3z + 3t =0
<~
z — 2y + =z + t =0 - 3y + 3t = 0
2¢ — y — =z = 0 - 3y — 3z + 4t 0
zr + y + =z - 2t =0
Ly < Ly — 3y + 3t = 0
— 3z + 3t =0
- 3y — 3z + 4t = 0
z + y + =z — 2t =0
Li+ Ly— Ly — 3y + 3t = 0
— 3z + 3t = 0
- 3z + t =0
z + y + =z — 2t =0
Ly« Ly— L3 — 3y + 3t — O
— 3z + 3t = 0
- 2t =0
— {x:y:z:t:O

(par remontées successives)

L’ensemble des solutions du systéme initial est donc {Oga}.
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1 n
2. Soit (u,) € CN. On note (c,) la suite définie par : Vn € N*, ¢, = — Y .
N g=1
Supposons qu’il existe £ € C tel que : w,, — £. Démontrer : ¢, — /.
n—-+o0o n—-+o0o
Démonstration.
Soit € > 0.

« Tout d’abord, pour tout n € N* :

|cn — ¢ L s z’
Cp — = — U —
! n k=1
L (5 e)‘
n \g=1
1| n
= — > u— > !
T k=1 k=1
L3 o)
= — uk _
k=1
< = zn: g — ] (par inégalité
h k=1 F triangulaire)

o De plus, comme la suite (u,) converge vers ¢, alors il existe ny € N* tel que :
€

Vk > nq, |uk—€|<2

Soit n = nq.
En sommant ces inégalité pour k variant de nq & n, on obtient :

n

Yoo lup =L <
k=ny

k=n1

= (n—n1+1)

DN ™
DN ™

1
D’otli, comme — > 0 :
n

1 i+ 1
5% -t < n-m+l €
n k=n, 2
On en déduit :
1 n
len =] < — 3 Jue—{
N k=1
1 ni—1 n
< LS m—a+ 3 -
o\ k=1 k=n1
LS =+ 2 3 =t
< - up — £+ — U —
N g=1 N g=ny
1 mzt n—ni+1 ¢
< - -+ —x =
n k; [ |+ n 2
1 ni-1 c (car, comme n > ny,
< = _ < _
N k;l [k €|+2 alors : ™M T2 m+1<1)
n
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ny1—1

o Enfin, comme > |ux — ¢| ne dépend pas de n, alors :

k=1

n——+00

S|

ni—1
Yooug—4¢ — 0
k=1

On en déduit qu’il existe ny € N* tel que :

3

nyp—1
Vn = ng, Soolu =4 < =
k=1 2

3|

On pose alors : ng = max(ny,n2). On obtient, pour tout n > ng :

3. Démontrer : V(a,b,d) € Z3,

Démonstration.
Soit (a,b,d) € Z3.

d|a

Supposons : { alb -

o Tout d’abord :

x comme d | a, alors il existe ¢; € Z tel que : a = q1 d.

|Cn‘_£| < +

ni—1 c
> lu =L+ 5 <
k=1 2

SRS
| ™
DO ™

Ce qui démontre : ¢, —> /.
n—-+00

d|a

d|b} = d|(a+b).

x comme d | b, alors il existe g2 € Z tel que : a = g2 d.

e« On en déduit :

a+b = qd+q@d = (g1 +q¢)d

Ainsi, en notant ¢ = ¢; + g2, on obtient :

x q €7,
x a+b=qd.

On en conclut : ¢ | (a + b).

4. Déterminer le PGCD de 924 et 140 :
a) par algorithme d’Euclide,

b) par décomposition en facteurs premiers.

Démonstration.

a) On remarque :

X

X

X

924 =140 x 6 +

84

140 =84 x 14 56

84 =56 x 1+

28

56 =28 x 2+ 0.

£

Par algorithme d’Euclide : 924 A 140 = 28.
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b)

On a les décompositions en facteurs premiers suivantes :
x 924 =22 x3xT7x11
x 140 =22 x5 x 7

On en déduit : 924 A 140 = 22 x 39 x 59 x 7! = 28.

5. Probléme du sac a dos
On dispose d’une collection d’objets sous forme de deux listes valeurs et poids représentant res-
pectivement leurs valeurs et leurs poids, supposés entiers. On cherche & remplir un sac a dos de
maniére optimale sans dépasser le poids maximal qu’il peut contenir. Ce poids maximal sera donné
par un entier poids_max.
Pour cela, a chaque étape, on met dans le sac a dos l'objet ayant le meilleur ratio valeur/poids
parmi les objets ayant un poids inférieur a ce qu’il est encore possible de mettre dans le sac & dos.
On représente cette sélection par une liste de 0 et de 1 selon que les objets sont choisis ou non.

a)

b)

Supposons qu’on a défini les variables suivantes.
x valeurs = [126, 32, 20, 5, 18, 80]

x poids = [14, 2, 5, 1, 6, 9]

x poids_max = 15

Vérifier alors que la sélection [0, 1, 0, 1, 0, 1] est valide. Est-elle optimale ?

Démonstration.

o La sélection définie par la liste [0, 1, 0, 1, 0, 1] correspond & la sélection des objets de
poids 2, 1 et 9 (et de valeurs 32, 5 et 80).

« La somme de ces poids vaut 2+ 1+9 =12. Or: 12 < 15 = poids_max.

La sélection [0, 1, 0, 1, 0, 1] est donc valide.

o La valeur totale de la sélection [0, 1, 0, 1, 0, 1] est 32+ 5+ 80 = 117.
Or la sélection [1, 0, 0, 0, 0, 0] est valide (de poids total 14 < poids max) et de valeur
126 > 117.

La sélection [b, 1,0, 1, 0, 1] n’est donc pas optimale.

O

(*) Ecrire une fonction objets_disponibles qui prend en paramétres la liste poids des poids de
tous les objets, un entier capacite correspondant a la charge maximale et une liste selection
telle que définie précédemment, et qui renvoie la liste des objets qui n’ont pas déja été sélectionnés
et dont le poids est inférieur ou égal a la capacité.

Démonstration.
On propose le script suivant.

objets.append (i)
return objets

1 def objets_disponibles(poids, capacite, selection)

2 n = (poids)

3 objets = []

4 for i in (n)

5 if selection[i] == 0 and poids[i] <= capacite :
6

7
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c) (%) Ecrire une fonction choix_objet qui prend en parameétres les listes valeurs, poids et objets,
et qui renvoie un élément de la liste d’entiers objets donnant un ratio valeur/poids maximal.

Démonstration.
On propose le script suivant.

omax

1 def choix_objet(valeurs, poids, objets)

2 n = (valeurs)

3 ratio = [valeurs[i] / poids[i] for i in (n)]
4 i_max = objets[0]

5 for i in objets :

6 if ratio[i] > ratiol[i_max]

7 i_max = i

8 return i

O

d) Ecrire une fonction sac_a_dos qui prend en paramétres les listes valeurs et poids, et Ientier
naturel poids_max, et qui renvoie, sous forme de liste, la sélection d’objets obtenue par stratégie

gloutonne.

Démonstration.
On propose le script suivant.

|=

0 oo N o Jov e W N

e =
= lo

def sac_a_dos(valeurs, poids, poids_max)

n = (valeurs)
selection = [0]*n
capacite = poids_max
obj_dispo = objets_disponibles(poids, capacite, selection)
while obj_dispo != []
i_objet = choix_objet(valeurs, poids, obj_dispo)
selection[i_objet] = 1
capacite = capacite - poids[i_objet]
obj_dispo = objets_disponibles(poids, capacite, selection)
return selection
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Exercice 2

On considére la suite réelle (up)nen définie par ug € Ry puis, pour tout n € N*, w1 = vn+ 1+ wy,.

1. Exprimer uy et ug en fonction de ug.

Démonstration.
« Tout d’abord, uy est bien définie car 0 4+ 1 + ug > 0 (car ug € R;.. De plus :

up = V0+1+uy = V14w
« Ensuite, ug est bien définie car 1 +1+wu; > 0 (car ug = /1 +wug = 0) :

Uy = V1+1+u = \/2+\/1+U0
Les quantités u; et ug sont bien définies et :

u] =1+ ug us =2+ V1+ug 0

2. Justifier que la suite (uy)nen est bien définie et positive.

Démonstration.
bien défini
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou £ (n) : { tn DICTL CEAIC
Uy =0
» Initialisation
D’apres I'énoncé, ug existe et : ug = 0.
D’ou £(0).
» Hérédité : soit n € N.
. bien défini
Supposons Z(n) et démontrons & (n + 1) (i.e. Unt1 Dien COHmes ).
Upt1 = 0
o Par hypothése de récurrence, la quantité u, existe et : u, > 0.
On en déduit : n 4+ 1+ u, = 0. Ainsi /n + 1 + u,, est bien définie, et donc u,+1 aussi.
e De plus :

n+1l+u, = 0

(par croissance
>
donc vn+1+u, > 0 de /- sur R, )

d’ou Up41 > 0
D’ou Z(n+1).

Par principe de récurrence, la suite (u,) est bien définie et positive.

(1+a).

N

3. Montrer que pour tout réel a > 0 : y/a <

Démonstration.

La fonction h : x +— /2 est concave sur R.

Sa courbe représentative se situe donc au-dessus de ses tangentes, notamment celle au point d’abs-
cisse 1. Or cette tangente est la droite d’équation :

y = h(1)+hQ1)(z-1)

1 1
= 1+§(x—1) = §(x+1)
1
On en déduit:Va€R+,\/6<§ (x +1).
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Commentaire

o Le membre de droite de 'inégalité souhaitée est une fonction polynomiale de degré 1. Sa
représentation graphique est donc une droite. C’est ce constat qui doit faire penser & une

inégalité de convexité.

« Sion ne pense pas a utiliser une propriété de convexité, on peut aussi résoudre cette question

1
en étudiant le signe de la fonction a — y/a — 5 (1+a).

\ E
4. Prouver que pour tout n € N :
U
\/ﬁ < up, < n+ 27
En déduire la limite de la suite (uy)pen-
Démonstration. u
Démontrons par récurrence : Vn € N, Z(n) ou  Z(n) : y/n<u, <n-+ 2—2.
» Initialisation
x D’une part, d’aprés ’énoncé : ug > 0.
x D’autre part : 0 + % = ug.
.. Ug
Ainsi : V0 < g éO—G—@.
D’ou £(0).
» Hérédite : soit n € N. u
Supposons Z(n) et démontrons Z(n+ 1) (i.e. vn+1< up1 <n+1+ 2n31 ).
« Tout d’abord, d’aprés 2. : u, > 0 Ainsi :
n+l < n+l4u,
d T < Jatita, (par croissance
one nt ntltun de v/ sur R,)
dou +v/n+1 < Up+1
o D’apreés la question précédente appliquée & a =n + 1 4+ u,, € R4, on obtient :
1
Unpr = Vntltu, < 5 (L4 (n+1+un))
Ainsi : 1
Upt1 < B (n+2+up)
< 1 (n Lot (n n @)) (]?ar hypothese de
2 2n récurrence)
1 ()
= 5 (n+2+3))
U
D'ou Z(n+1).
Par principe de récurrence : Vn € N, v/n < u, < n+ g—g. .
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5. Justifier : up—1 = o (n).

n—-+oo

Démonstration.
Soit n € 2, 4o0f.

o Tout d’abord, par définition de u,_1 :

Up—1 = \/(n—2)+1+un—2 = /n—14+up—2

e Or, d’apreés la question précédente :

V=2 < Un < n-24%

donc n—1+vn—-2 < n—-14+u,—9 < 2n—3+%

(par croissance de +/-

ug
)yt -1 -2 < yn—T+uy,—2 < 2n — —
d’ou \/n +vn n + Up_o n—3+ o2 sur R, )

ainsi \/n71+\/n72 < Up—1 < 1/2n73+2:—22

Vn—1+vn—2 o Up—1 < 2n — 3 + 5

n n n

alors

/
/

e Or:

x d’une part :

\/n—1+\/n—2_\/n—1+\/n—2_\/1 1 n—2
- - -

-S4
n n n? n2

1 1 vn—2

Deplus:nll)r_i{loo E_ﬁ_{—T:O'
1 1 vn —2
Ainsi, par continuité de v/- en 0 : lim \/ - =+ n =0. D’ou :
n—+oo \ m  n2 n?2
) \/n —14+vn—2
lim =0
n—-+oo n
x d’autre part :
2n — 3+ 5z 2n — 3 + 5% 1 3 UugQ
- n? - 25_ﬁ+n22”—2
. 1 3 0
Par continuité de v/ en 0 : i o L3 L W pou:
ar continuité de /- en 0 : lim — 3t agams = 0. Dol
2n — 3+ ;8
lim 22 _
n—-4o00 n
Par théoréme d’encadrement : lim "% = (. Autrement dit : Up—1= o0 (n).
n—+o00 n n—-+oo D
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2
U

6. a) Démontrer : lim (ttn)
n—+oo n

On pourra utiliser la question précédente ainsi que la relation qui définit uy, en fonction de tn,—1.

= 1.

Démonstration.

e Soit n € N*. Par définition de u,, :

Un = N+ up—1

donc  (up)? = n4u,
d’oit (u'fl)z — n+ Up—1
n n
2
u Up—
ainsi (ttn) = 1422
n n
Up—
o Or, d’aprés la question précédente : u,—1 = o (n). Autrement dit : lim — L—o.
n—-+oo n——+oo n
2
u
On en deduit : Tim (%2 — 14+0=1.
n—-+0oo n O
b) En déduire : u,, ~ /n.
n—-+oo
Démonstration. )
(un)

D’aprés la question précédente : lim =1.

n—-+oo n

2
Ainsi, par continuité de v/- en 1 : lim M = /1 =1. On obtient :
n

n—-+o0o

Autrement dit : u, ~ /n.
n—-+4oo D

7. On introduit la suite (vy)nen en posant, pour tout n € N : v, = u,, — y/n. Démontrer, pour tout

n e N*:
Up—1

Up + /1

Un —

Démonstration.
Soit n € N*,

Up—1 (un)2 —-n

Vi unt (car tn = /¥ in—1)

(tn — /1) (Un~+~/1)
U A1

= up—+/n = v,

Unp—1

Vn e N*, v, = —n=l
" u, +/n 0O
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8. Démontrer : up, ++/n ~ 2./n.

n—-+oo

Démonstration.

Soit n € N*,
up +/n 1 uy 1

2 J/n 2 n "

u
Or, d’aprés 6.b) : u,, ~ +/n. Autrement dit : lim —= = 1. D’ot :
n—-+oo

n—+oo ti

.U t+/n 1 I
N A e

On en déduit : u, +v/n ~ 2y/n.

n—-+4oo D

9. Etablir que la suite (v,)n,ey converge et déterminer sa limite.
Démonstration.
o D’aprés la question précédente :
Up—1 Unp—1

un—l—\/ﬁ "—:;00 2\/ﬁ

o De plus, d’aprés la question 6.b) : up,—1 ~ +/n — 1. On obtient :

n—-+oo

Up —

e Or, pour tout n € N* :

\/n— n—1 1 /1 1
2 n

1
On sait de plus : lim 1 — — = 0. Ainsi, par continuité de /- en 1 :
n—-+00 n

1 11 1
m —4/l—— = =1 = =
o n 2\[ 2

n—+oo 2

« Enfin, deux suites équivalentes ont méme limite. On en déduit que (v,,) converge et :

I _ vn—1 1
n—ggm Un = niglo 2\/5 2

La suite (v,) converge et : ngrfoo =g .

10
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10. Montrer que la suite (uy)nen est croissante & partir d’un certain rang.

Démonstration.

1 1
« D’aprés la question précédente : lim v, — = = 0. Autrement dit : v, — == o (1). Ainsi:
n—-+oo 2 n—+oo

1
= \/ﬁ+§+ o (1)
e« On en déduit :

Upgl — Up = \/W+Z+ 0 <\F+Z+ 0 1)

7L4)+OO n—-+oo

= Vnt+l—yn+ o (1)

n—-+oo

T—l)-ﬁ-

_ ﬁ(ﬁ— 1) v o )

o (1)

n—+oo

o

« On obtient :

On remarque : Vn € N* 5 \f > 0. Or deux suites équivalentes ont méme signe & partir d’'un

certain rang. La suite (up+1 — uy,) est donc positive & partir d’un certain rang.

On en déduit que la suite (u,) est croissante a partir d’un certain rang.

11
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Exercice 3

Dans tout le probléme, p désignera une application continue sur R, et ¢ : R — R 'unique solution du
probléme de Cauchy :
y'+y = pl@) (E)
(5) § »(0) =0
y'(0) =0

Partie I

Dans cette partie uniquement, on se place dans le cas particulier ou u est la fonction sin.
1. Résoudre alors I’équation (E).

Démonstration.
o On commence par résoudre ’équation homogéne (H) associée a (E) :
y'+y =0
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne a coeflicients constants. On détermine
donc les solutions de son équation caractéristique r2 4+ 1 = 0.

Cette équation admet exactement 2 racines complexes : 1y =1 =0+ 1 X i et 7.
L’ensemble des solutions de (H) est donc :

{2 A1 cos(1 x o) + A2 2% sin(1 x x) | (A1, A\2) € R?}

= {x = A1 cos(x) + Az sin(z) | (A1, \2) € R?}

L’ensemble des solutions de (H) est : {z + A cos(z) + A2 sin(x) | (A1, A2) € R%}.

o On cherche maintenant une solution particuliére complexe de I’équation (E’) :
y// + y = ei:p

Comme i est une racine simple de Q(X) = X? + 1, on cherche une solution particuliére de (E")
sous la forme x — a ze®®.
Soit a € C.
On pose h: z — aze®.
x La fonction h est deux fois dérivable sur R en tant que produit de fonctions deux fois dérivables

sur R.

Soit x € R.

K(z) = a(lxe®+azxie™) = a(l+iz)e”
Ensuite : A ‘ A
R'(z) = a(ixe®+ (1+iz) xie®) = a(2i—z)e”
x On obtient :
h solution de (E") & Vo eR, h'(z)+ h(z) = e

& Vo €R, a(2i—x)e® +azel® =e®

. (car, comme |&%| =1,
_ -1 ,
& Ve eR, a(2i—x)+ax alors + €% £ 0)

& VreR,2ia=1
1 1

i

=4 = —_— =
“T9 T2

1 ,
La fonction g : z — —3 i © € est donc une solution particuliére de (E’).

12
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o On en déduit que la fonction Im (g) est une solution particuliére de (E).

Soit x € R.
Im (g) (z) = Im(g(z))
1 : X

= Im <—2 1xe >

= —3 zIm (ie'™) (par linéarité de Im (-))
Or : A

ie' = i(cos(z)+isin(x)) = i cos(x)— sin(z)
Ainsi : Im (i e”) = cos(x). D’ou :
Im (g9) (z) = —% x X cos(z)

1
Une solution particuliére de (F) est donc z — 3¢ cos(z).

On en conclut que 'ensemble des solutions de (E) est :

1
{z — A1 cos(x) + A\g sin(x) — 37 cos(x) | (A1, A2) € R?} .

2. Expliciter la fonction .

Démonstration.

o La fonction ¢ est solution du probléme de Cauchy fourni par 1’énoncé. En particulier, ¢ est
solution de (F).
D’aprés la question précédente, il existe donc (Mg, A2) € R? tel que :

1
@ x> A cos(x) + Ag sin(x) — 3 cos(x)
o Soit x € R.

O(x) = —Aisin(x) + A2 cos(z) — % (1 x cos(z) +z x (— sin(:c)))

_ @ z— )\1> sin(z) + <)\2 —~ ;) cos(z)

o Comme ¢ est solution du probléme de Cauchy de I’énoncé, elle est solution du systéme :

{ 0(0) =0
¢'(0)=0

Or:
) 1
£(0) = 0 A1 cos(0) + Ag sin(0) = 5 x cos(0) =0
/ _ = 1 1
#'(0) = — X 0 =7 sin(0) + <)\2 - 2> cos(0) =0
A1 = 0
& 1
)\2 == 5
Abnsi o - I 1
insi 1z 5 sin(z) — 3¢ cos(x). =

13
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3. Soit n € N. On note : I,, = / e T op(t) dt.
0

a) Justifier : ™™ = (—1)".

Démonstration.
Par formule de Moivre : ™™ = (e™)" = (—1)".
Finalement : ™ = (—1)". =
nmw 1—(=1)Pe N7
b) Démontrer : / e ' sin(t) dt = (2)6.
0
On pourra penser & utiliser une partie imaginaire.
Démonstration.
o La fonction ¢ + e™* sin(t) est continue sur le SEGMENT [0, nr].
nm
L’intégrale / e ! sin(t) dt est donc bien définie.
0
« Tout d’abord :
nm nm .
/ e tsin(t) dt = / e " Im (e") dt
0 0
nm i
= / Im (e~"e") dt (par linéarité de Im (-))
0
nm
= Im </ (1t dt>
0
. OI' :
nm ) 1 . nm
/ 1 g = [ , e(_“”)t]
0 —1 + 1
0
1 )
— (=1+i)nm _ 1
s )
1 —NT L InT
= 1
e U )
1 _ (d’apres la question
_ nw(_1\n _
T 144 (e (=1)"=1) précédente)
—1—3
— —1)renT _ 1
= (e )
o Ainsi :
o A 1
Im </ e~ dt) = Im < s ((=1remm - 1)>
0
= Im [~ L(crmemm —1) —i L - 1)
2 2
1 n ,—nm
= —5((=D)"e 1)
nm 1
Finalement : / e 'sin(t) dt == (1—(=1)"e™"")
0 2 O

14
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nm —1)re—nm
¢) Démontrer : te" cos(t) dt = _mr(Q)e

On pourra penser & utiliser une partie réelle puis intégrer par parties.

Démonstration.

o La fonction t + te™" cos(t) est continue sur le SEGMENT [0, nr].
nm

L’intégrale / te™" cos(t) dt est donc bien définie.
0

e Tout d’abord :
/ te ' cos(t) dt = / te”' Re (eit) dt
0 0

= / Re (te™e™) dt (par linéarité de Re (-))
0

= Re (/ tel-1t+it dt>
0

« On effectue une intégration par parties (IPP).

’U/(t) — (=149t U(t) — 1+.e(—1+i)t
— (3

On obtient :

nm .
/ (=10t gy
0

1 : nr 1 .
= [t x —— el=1+0)t ] —/ 1 x _o(Z1HDt gy
—141 0 —141

0

— 1 i (nﬂ' e(—l-i—i) nmw o__ 0) _ 1 / e(fl+i)t dt
0

-1+ -1+
1 nm ,
— ne T ginT _ / e(—l—i—z)t dt
—1+1 0
1 nm )
= - (mr e "M (=1)" — / (-1 Ht dt> (d’aprés 3.a))
142 0
_ 1 Cnm n 1 "o (d’apres le calcul effectué en
=1+ <n7re (=1) —141 (( L)re 1) question précédente)
1 (=)re ™™ —1
— 1) g~ N7
g v De (—1+10)2
—1—i (—1)re™™ —1
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On en déduit :

nmw ) —1—3 —1)re T _ 1
/ teT1HIt gt = ' (=1)"e " +4 e -1
0 2 2
1 —1)re—nT 1) e~ "7 1

Ainsi :

nm
On en conclut : / te cos(t) dt = —
0

2 O
) 1 1
d) En déduire : [, = 1 + 1€ " (pw—1) (—=1)™
Démonstration.
On calcule :

I, = / e to(t) dt
0

= / e ! (2 sin(t) — 3 t cos(t)) dt (d’apres 2.)
0

1 nm 1 nm -2 P
= = / e !sin(t) dt — = / te™! cos(t) dt (?ar ’lmeamte de
2 Jo 2 Jo Uintégrale)

M 1 % (_W) (d’apres 3.b) et 3.c))

On en déduit : I, = -+ — e (nm — 1) (—1)™ .

1
4

=

4. a) Démontrer, pour tout n € N* : [e™™ (nx — 1) (—1)"| < nwe™"".

Démonstration.
Soit n € N*.
|e_"7r (nm—1) (—1)”’ = ‘e_””’ |nm — 1| | — 1’”
—nm >
= e (nm—1) x 1 (car e "™ >0 et

nr—1>0)
Or : nm—1 < nw. Comme e~ ™™ > 0, on obtient :

e " (nr—1) < e "nr

On en conclut : Vn € N*,

e (nm — 1) (=1)"| < nwe "
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b) En déduire : lim e ™ (nw—1)(—1)" =0.

n—-+o00

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

0 < ‘e_mr (nm—1) (71)”} < nme T

Or:

x d’une part : lim 0=0
n—-+0o

x d’autre part, avec le changement de variable m :

lim nre™™ = lim ze ® = 0 (par croissances comparées)

n—-+4o0o Tr—>-+00

Par théoréme d’encadrement : lim e ™" (nm —1)(—1)" = 0.
n—-+o0o n

¢) Conclure quant a la limite de la suite (I,)pen.

Démonstration.
D’aprés la question 8.d), pour tout n € N* :
I, =

+-e " (nmr—1)(-1)"

=
N

Or, d’aprés la question précédente :

lim e (nm—1)(-1)" =0

n—-+00

1 . 1 1 1
On en déduit que (I,,) est convergente et : ngrfoo I, = 1 + e 0= T -

Partie 11

Dans cette partie, on revient au cas général d’une fonction u, continue sur R, quelconque. On définit
alors :

G:xw— /017 wu(t) cos(t) dt et H:xzr— /Oac wu(t) sin(t) dt

5. On note F' la fonction définie par :

F: R —- R
x v sin(z) G(z) — cos(x) H(x)

a) Démontrer que F est de classe C! sur R.

Démonstration.

« La fonction g : t — pu(t) cos(t) est continue sur R en tant que produit de fonctions continues
sur R.
La fonction G étant 'unique primitive de ¢ qui s’annule en 0, elle est de classe C! sur R.
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Commentaire \

On aurait également pu voir G comme une intégrale fonction de ses bornes. On aurait
alors adopté la rédaction suivante.
« La fonction w : t — u(t) cos(t) est continue sur R en tant que produit de fonctions
continues sur R. Elle admet donc une primitive U de classe C' sur R.

e Soit x € R.

La fonction G est alors de classe C! sur R en tant que transformée affine de U qui
est de classe C! sur R.

\. J

« La fonction h : ¢t — p(t) sin(t) est continue sur R en tant que produit de fonctions continues
sur R.

La fonction H étant 'unique primitive de h qui s’annule en 0, elle est de classe C' sur R.
o La fonction F est alors de classe C! sur R car elle est la somme F = sin xG — cos x H ot :

« sin est de classe C! sur R,

x G est de classe C! sur R,

x cos est de classe C! sur R,

« H est de classe C! sur R.

La fonction F est de classe C! sur R.

b) Déterminer F”.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, la fonction F' est de classe C! sur R. Elle est donc dérivable
sur R.

« Soit z € R.
F'(x)
= sin'(z) x G(z) +sin(z) x G'(z) — (cos'(z) x H(z) + cos(z) x H'(z))

(car G est une primitive de g
et H une primitive de h)

— cos(z) G() + sin(a) phar)yeos(@) + sin(x) H(x) — cos(a) par) Iz

= cos(z) G(z) + sin(x) H(x)

= cos(z) G(z) + sin(z) g(x) — (— sin(z) H(z) + cos(xz) h(z))

Finalement F’ : x — cos(z) G(x) + sin(z) H(x).
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¢) A l'aide de la question précédente, démontrer que la fonction F est deux fois dérivable sur R.

Démonstration.
La fonction F’ est dérivable sur R car elle est la somme F' = cos xG + sin xH ol :

x cos est dérivable sur R,
x @G est dérivable sur R,
x sin est dérivable sur R,
x H est dérivable sur R.

La fonction F’ est donc dérivable sur R.

On en déduit que la fonction F est deux fois dérivable sur R.

d) Démontrer : Vo € R, F"(x) + F(z) = u(x).

Démonstration.
Soit x € R.
En dérivant ’expression obtenue en 5.b), on obtient :

F”("B)
= cos'(z) x G(z) + cos(z) x G'(z) + (sin'(z) x H(z) + sin(z) x H'(z))

(car G est une primitive de g

= —sin(z) G(z) + cos(z) g(z) + (cos(x) H(z) + sin(z) h(z)) et H une primitive de h)

= —sin(z) G(x) + u(x) cos?(z) + cos(x) H(x) + p(x) sin?(z)

= —sin(z) G(z) + cos(z) H(z) + p(z) (cos’(z) + sin?(z))
= —F(2)+ ple)

On en déduit : Vo € R, F"(z) + F(z) = p(z).

e) En déduire : F' = ¢.

Démonstration.
Comme ¢ est 'unique solution au probléme de Cauchy de I’énoncé, il s’agit de démontrer que
F est également solution de ce probléme de Cauchy.

o Tout d’abord, d’aprés la question précédente :
F// + F — ILL

« Vérifions si : F'(0) = 0.

« Vérifions si : F'(0) = 0.

0
F'(0) = cos(0) G(0) + sin(0yH(0) = /0 w(t) cos(t) dt = 0

On en déduit : F = ¢.
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Partie 111

Dans cette derniére partie, on suppose que p est définie par p: x — ‘ sin(ac)‘.
On notera, pour tout n € N :

Jp = / ¢! | sin(t)| dt et K, = / e VE(t) dt
0 0

ou la fonction F' a été définie et étudiée dans la partie précédente.
(n+1)m
6. Pour tout n € N, on pose : v, = / e~ " | sin(t)| dt.
nm
a) Calculer vy.

Démonstration.
On calcule :

vg = /7r e~ " | sin(t)| dt
0

_ / etsin(t) dt (car : Vi€ [0,7], sin(t) = 0)
0

1— _11 —1x7
= ( 2) © (d’aprés 3.b) enn=1)

1+e™™
2

1+e™™
UoZT O

b) Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 (que 'on explicitera) tel que, pour tout n € N : v, = ¢" vp.
On pourra utiliser le changement de variable xt =t — nr.

Démonstration.
Soit n € N.
On effectue le changement de variable | z =t — nxw

r=t—nm

—Sdr=dt et dt=dx
et=nm = =0
et=(n+1m = z=7

Ce changement de variable est valide car ¢ : & + = + n7 est de classe C* sur [0, 7].
On obtient alors :

Uy = /7r ¢~ (zFnm) | sin(z + nm)| da
0

(par linéarité de
lintégrale)

= e "7 /7r e " |(=1)" sin(z)| dw
0

= e "7 /7T e ‘ sin(m)‘ dx

0

= ()" v

n

On posant ¢ = e~™ > 0, on obtient alors : Vn € N, v, = ¢

(B 0
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n—1

¢) Démontrer, pour tout n € N* : J,, = > wg.
k=0
Démonstration.
Soit n € N*.

n—1 n—1 (k+1)m
o = > / e”"|sin(t)]| dt
k

k=0 k=0 T
((n71)+1)71' ( lati

B PR par relation de

N /OX7r e | sin(t)] dt Chasles)

= / et sin(t)} dt

0
n—1
VYneN, J,= > u.

k=0 O

d) En déduire, pour tout n € N*| la valeur de J,.

Démonstration.
Soit n € N*.

n=l (d’apres la question
o = kgo vk précédente)
n
= 3 ¢k (d’aprés 6.b))
k=0
n—1 . .
= v 3 ¢ (par linéarité de )
k=0
1—4q" ”
= car i q= e 1
07 s ( q #1)
l4e™ 1—g
= X d’aprés 6.
5 - (d’aprés 6.a))

(I+e ™) (1—e")

On en déduit : Vn € N*, J,, =

2(1l—e™) ' O
e) Conclure quant a la limite de la suite (J,)pen.
Démonstration.
e« Commee ™ €]—1,1[,alors : lim (e ™)" =0.
n——+0o0
« On en déduit que la suite (J,,) converge et :
1 ™ (1-0 1 o
lim Jn:(-i-e ) ( ): +e
n— oo 2(1—e"™) 2(1—e"7)
1 —T
lim J, = -1
n—-o0 2(1—e"7) 0
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7. a) A l'aide d’une intégration par parties, exprimer, pour tout n € N, K,, en fonction de J,, et des
quantités :
ap = e "M F(nm) et Bn = e "™ F'(nm)

Démonstration.
Soit n € N.

« On effectue une intégration par parties (IPP).

On obtient :

K, = / e ' F(t) dt
0

= —e " F(nm)+ F(0) + /OT“T e ' FI(t) dt

nm ) \ - I\
_ —t (d’apres 5.e), F' est solution du probléme
- e +/0 eTE(t) dt de Cauchy de l’énoncé, donc : F(0) =0)

o On effectue une intégration par parties (IPP).

On obtient :

n

0

!/mwefiﬁ”@)dt — [P x(—eﬁ]‘w—:/mﬂ F(t) x (—e~t) dt
0 0

:—{“FMﬂ+F®+/ FI(t) et di
0

nm N 3 N
_ 1 —t (d’apres 5.e), F est solution du probléme
= b +/0 Fit)e™ dt de Cauchy de l’énoncé, donc : F'(0) =0)

On en déduit : o
K, = —ap — Bn+ / F'(t)e ™ dt
0
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« Enfin, d’aprés 5.d), la fonction F' est solution de (£). Ainsi :

/m F'(t)e tdt = /m (= F(t)+p)e " dt
0 0
= —/0 F(t)e” dt—i—/o p(t)e " dt

= —/ e " F(t) dt+/ e”"|sin(t)| dt
0 0

(par linéarité de
lintégrale)

(car, en Partie III,
st |sin(t)])

— _Kn + Jn
o On obtient :
Kn = _O‘n_ﬁn_Kn+Jn
Ainsi :
2K, = —an—Bn+Jn
1
On en conclut : Vn € N, K,, = 3 (—an, — Bn + Jn). O
b) On admet : Vn € N, |F(n7)| < 2nr. Justifier : lim o, = 0.
n——+0oo
On pourrait également montrer, mais on l'admettra également aujourd’hui : lir_{l Bn = 0.
n—-+0oo
Démonstration.
e Soit n € N. On remarque :
lan| = e F(nm)| = |e ™| |F(nm)| = " |F(nn)| (car e "™ >0)
Ainsi, d’aprés 1’énoncé :
0 < |ap] < e 2n7
. Or .
x dune part : lim 0=0
n——+00
x d’autre part, avec le changement de variable :
lim 2nme™™ = lim 2ze™ = 0 (par croissances comparées)
n—-+0oo T—+00
Par théoréme d’encadrement : lim «, = 0.
n—-+oo 0

¢) En déduire la limite de la suite (Ip,)nen.

Démonstration.

o On rappelle, d’aprés 7.a), pour tout n € N :

K, = (_an _5n+Jn)

1
2

o Or, d’aprés 6.e) et 7.b), les suites (Jy,), (o) et (8) sont convergentes.

est convergente.

On en déduit que (K,)
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e De plus, toujours d’aprés 6.e) et 7.b) :

1+e™™

(‘0‘0+2<1—e-ﬂ>

1

lim K, = -

n——+o0o 2
ngr—ir-loo Kn =

1+e™™
4(1—e"T)

)
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