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Mathématiques

DM1

Exercice 1

Résoudre le système suivant.

(S)



x + 2 y + 3 t = 0

− y + 9 z = 0

− 2 y + 19 z − t = 0

5x + 11 y − 10 z + 16 t = 0

Démonstration.

Soit (x, y, z, t) ∈ R4.

(S) ⇐⇒



x + 2 y + 3 t = 0

− y + 9 z = 0

− 2 y + 19 z − t = 0

5x + 11 y − 10 z + 16 t = 0

L4 ← L4 − 5L1

⇐⇒



x + 2 y + 3 t = 0

− y + 9 z = 0

− 2 y + 19 z − t = 0

y − 10 z + t = 0

L3 ← L3 − 2L2

L4 ← L4 + L2

⇐⇒



x + 2 y + 3 t = 0

− y + 9 z = 0

z − t = 0

− z + t = 0

L4 ← L4 + L3

⇐⇒



x + 2 y + 3 t = 0

− y + 9 z = 0

z − t = 0

0 = 0
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En reprenant les équivalences :

(S) ⇐⇒


x + 2 y = −3 t

− y + 9 z = 0

z = t

L2 ← L2 − 9L3

⇐⇒


x + 2 y = −3 t

− y = −9 t

z = t

L1 ← L1 + 2L2

⇐⇒


x = −21 t

− y = −9 t

z = t

On obtient, en notant S l'ensemble des solutions de (S) :

S = { (x, y, z, t) ∈ R4 | x = −21t et y = 9t et z = t }

= { (−21t, 9t, t, t) | t ∈ R }

= { t · (−21, 9, 1, 1) | t ∈ R }

= Vect ((−21, 9, 1, 1))

L'ensemble des solutions de (S) est : Vect ((−21, 9, 1, 1)).
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Exercice 2

Soient E et F des ensembles. Soit f une application de E dans F . Démontrer :

f surjective ⇔ ∀B ∈P(F ), f
(
f−1(B)

)
= B

Démonstration.

On procède par double implication.

(⇒) Supposons que f est surjective.

Démontrons : ∀B ∈P(F ), f
(
f−1(B)

)
= B.

Soit B ∈P(F ). On procède par double inclusion.

(⊂) Soit y ∈ f
(
f−1(B)

)
.

Alors il existe x ∈ f−1(B) tel que : y = f(x).
Comme x ∈ f−1(B), alors : f(x) ∈ B.

Ainsi : y = f(x) ∈ B.

(⊃) Soit y ∈ B.

Comme l'application f est surjective, alors il existe x ∈ E tel que : y = f(x).
Comme y ∈ B, alors : f(x) = y ∈ B. Autrement dit : x ∈ f−1(B).
On a donc démontré qu'il existe x ∈ f−1(B) tel que : y = f(x).
Ainsi : y ∈ f

(
f−1(B)

)
.

(⇐) Supposons : ∀B ∈P(F ), f
(
f−1(B)

)
= B.

Démontrons que f est surjective.

Soit y ∈ F .

On remarque : {y} ∈P(F ). Ainsi : f
(
f−1({y})) = {y}.

Comme y ∈ {y}, on en déduit : y ∈ f
(
f−1({y})).

Il existe donc x ∈ f−1({y}) tel que : y = f(x).
Par dé�nition de l'image réciproque d'un ensemble : f−1({y}) ⊂ E. On a donc démontré qu'il

existe x ∈ E tel que : y = f(x).
Ainsi, l'application f est surjective.

Finalement : f surjective ⇔ ∀B ∈P(F ), f
(
f−1(B)

)
= B
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Exercice 3

Pour tout z ∈ C, on appelle module de z, et on note |z| le réel dé�ni par :

|z| =
√
z z̄

1. Démontrer que l'application f = | · | : C → R+

z 7→ |z|

est bien dé�nie.

Démonstration.

Pour démontrer que la fonction f est bien dé�nie, il faut démontrer :

a) pour tout z ∈ C, le nombre f(z) est bien dé�ni.

b) l'application f est bien à valeurs dans R+.

a) Soit z ∈ C.

z z̄ =
(
Re (z) + i Im (z)

) (
Re (z)− i Im (z)

)
=

(
Re (z)

)2
+
(
Im (z)

)2 ∈ R+

On en déduit que le nombre
√
z z̄ est bien dé�ni. Autrement dit, le nombre f(z) est bien dé�ni.

b) Soit z ∈ C.
Comme z z̄ ∈ R+ et que la fonction

√
· est à valeurs dans R+, alors : f(z) ∈ R+.

L'application f est donc bien dé�nie.

2. Identités de polarisation

Soit (z1, z2) ∈ C2.

a) Démontrer :

Re (z1 z̄2) =
1

2

(
|z1 + z2|2 − |z1|2 − |z2|2

)
Démonstration.

• D'une part :

1

2

(
|z1 + z2|2 − |z1|2 − |z2|2

)
=

1

2

(
(z1 + z2) (z1 + z2)− z1 z̄1 − z2 z̄2

)
=

1

2

(
(z1 + z2) (z̄1 + z̄2)− z1 z̄1 − z2 z̄2

) (par linéarité de la

conjugaison)

=
1

2

(
z1 z̄1 + z1 z̄2 + z̄1 z2 + z2 z̄2 − z1 z̄1 − z2 z̄2

)
=

z1 z̄2 + z̄1 z2
2

• D'autre part :

Re (z1 z̄2) =
z1 z̄2 + z1 z̄2

2
=

z1 z̄2 + z̄1 z̄2
2

=
z1 z̄2 + z̄1 z2

2

Finalement : Re (z1 z̄2) =
1

2

(
|z1 + z2|2 − |z1|2 − |z2|2

)
.
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b) Démontrer :

Re (z1 z̄2) =
1

4

(
|z1 + z2|2 − |z1 − z2|2

)
Démonstration.

On remarque :

1

4

(
|z1 + z2|2 − |z1 − z2|2

)
=

1

4

(
(z1 + z2) (z1 + z2)− (z1 − z2) (z1 − z2)

)
=

1

4

(
(z1 + z2) (z̄1 + z̄2)− (z1 − z2) (z̄1 − z̄2)

) (par linéarité de la

conjugaison)

=
1

4

(
z1 z̄1 + z1 z̄2 + z̄1 z2 + z2 z̄2 −

(
z1 z̄1 − z1 z̄2 − z̄1 z2 + z2 z̄2

))
=

2 (z1 z̄2 + z̄1 z2)

4

=
z1 z̄2 + z̄1 z2

2

= Re (z1 z̄2)
(d'après la question

précédente)

Finalement : Re (z1 z̄2) =
1

4

(
|z1 + z2|2 − |z1 − z2|2

)
.

3. On note g la fonction dé�nie par :

g : C \ {1} → C

z 7→ z + 1

z̄ − 1

Résoudre l'équation g(z) = −3.

Démonstration.

Soit z ∈ C. Alors il existe (x, y) ∈ R2 tel que : z = x+ iy.

g(z) = −3 ⇔ z + 1

z̄ − 1
= −3

⇔ z + 1 = −3 (z̄ − 1)

⇔ z + 3 z̄ = 2

⇔ (x+ iy) + 3 (x− iy) = 2

⇔ 4x− 2iy = 2

⇔

{
4x = 2

− 2y = 0

(par unicité de l'écriture

algébrique)

L'ensemble des solutions de cette équation est donc : {12}.

5


