PCSI A RENDRE LE 3 NOVEMBRE 2025
Mathématiques

DM1
Exercice 1
Résoudre le systéme suivant.
r + 2y + 3t =0
- y + 9z = 0
(5)
- 2y + 192 -— t =0
5z + 1lly — 10z + 16t = 0
Démonstration.
Soit (z,y,2,t) € R%.
(2 + 2y + 3t =0
— y + 9z = 0
(S) =
- 2y + 192 — t =0
5z 4+ 11y — 10z + 16t = 0
r + 2y + 3t = 0
Ly Li—51L -y 4+ 9z =0
<~
- 2y 4+ 192 - ¢t =0
y — 10z + t = 0
r + 2y + 3t = 0
Ly Ly — 2L,
Ly Ly + Lo -y 4+ 9z =0
<
z — t =0
-z + t =0
r + 2y + 3t = 0
Ly Li+ Ly — y + 9z =0
<~
z — t =0
0 =0
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En reprenant les équivalences :

T + 2y = -3t
(S) = -y + 9z = 0
z = t
z + 2y = =3t
Ly« Ly—9L3
— -y = -9t
z = t
T = =21t
Ly« L1 +2Ly
— -y = =9t
z = t

\

On obtient, en notant S ’ensemble des solutions de (.5) :
S = {(v,y,2,t) ER* |z = 2ltety=9tet 2=t}
= {(-21t,9t,t,t) |[te R}
= {t-(-21,9,1,1) |t R}
= Vect((—21,9,1,1))

L’ensemble des solutions de (S) est : Vect ((—21,9,1,1)). 0
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Exercice 2
Soient E et F' des ensembles. Soit f une application de E dans F'. Démontrer :
f surjective < VB e P(F), f(f_]l(B)) =B

Démonstration.
On proceéde par double implication.

(=) Supposons que f est surjective.
Démontrons : VB € 2(F), f(f~*(B)) = B.
Soit B € Z(F'). On procede par double inclusion.
(C) Soit y € f(f~1(B)).
Alors il existe x € f~1(B) tel que : y = f(x).
Comme x € f~Y(B), alors : f(z) € B.
Ainsi : y = f(z) € B.
(D) Soit y € B.
Comme Dapplication f est surjective, alors il existe x € E tel que : y = f(x).
Comme y € B, alors : f(z) =y € B. Autrement dit : x € f~1(B).
On a donc démontré qu’il existe z € f~1(B) tel que : y = f(x).
Ainsi : y € f(f_ﬂ(B)).
(<) Supposons : VB € Z(F), f(f~(B)) = B.
Démontrons que f est surjective.
Soit y € F.
On remarque : {y} € Z(F). Ainsi : f(f_]1 ({y})) = {y}.

Comme y € {y}, on en déduit : y € f(f_IL ({y}))

Il existe donc z € f~1 ({y}) tel que : y = f(x).

Par définition de l'image réciproque d'un ensemble : f~!({y}) C E. On a donc démontré qu'il
existe x € E tel que : y = f(x).

Alinsi, application f est surjective.

Finalement : f surjective < VBe 2(F), f(f~'(B)) =B
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Exercice 3

Pour tout z € C, on appelle module de z, et on note |z| le réel défini par :
lz| = Vzz

1. Démontrer que application f=|-] : C — R4 est bien définie.
z = |z

Démonstration.
Pour démontrer que la fonction f est bien définie, il faut démontrer :

a) pour tout z € C, le nombre f(z) est bien défini.

b) Papplication f est bien a valeurs dans R...

a) Soit z € C.
2z = (Re(z)+iIm(z)) (Re(z) —iIm(z)) = (Re(z))2+(1m(z))2 € Ry

On en déduit que le nombre v/z z est bien défini. Autrement dit, le nombre f(z) est bien deéfini.

b) Soit z € C.
Comme z Z € Ry et que la fonction /- est & valeurs dans Ry, alors : f(z) € R4,

L’application f est donc bien définie.

2. Identités de polarisation
Soit (21, 22) € C2.

a) Démontrer :

1
Re(z 22) = 5(’21 + 2'2’2 - ’21‘2 - ‘22‘2)

Démonstration.

o D’une part :

1 1 —_—
sz 2l—lal - [2P) = S(E+2)G+rn)-na-2n2)
1 L _ _ ar linéarité de la
= 3 ((21+22) (21+Z2)—2121—2222> (v o
conjugaison)
1 _ _ _ _ _
= 5 BA+aa+ a0+ 2E - a4 - 26
BN
B 2
o D’autre part :
_ 2129+ 21 %22 21722+ 21 22 2129+ 21 22
Re(z1 22) = = —
2 2 2
: - 1 2 2 2
Finalement : Re (21 22) = §<|zl + 29|% — |21|% — |22] ) .
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b) Démontrer :

1
Re(z1 22) = 1(\2’1 + 2 — |21 — 22‘2>

Démonstration.
On remarque :

1 1 —_— —_—
lm+ml -l -2P) = (@) Grn) - (-2 -2)
1 L _ (par linéarité de la
T4 <(Zl ta)(at+a) - (a-2n)(a- 22)) conjugaison)
1
= 1 <M+Z12_2+Z_122 +mam - (A - — A -I-M))
o 2 (21 2_2 + Z_1 22)
B 4
122tz
B 2
B B (d’apres la question
= Re(z12) précédente)
~ ~ 1 2 2
Finalement : Re(z1 22) = Z(‘Zl + 22|17 — |21 — 22| ) .
3. On note g la fonction définie par :
g : C\{1} —» C
z+1
z e
z—1
Résoudre 1'équation g(z) = —3.
Démonstration.
Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x + iy.
z+1
=3 & = -3
9(z) > 1
& z4+1=-3(z—-1)
& z24+3z=2
& (z+iy)+3(x—iy) =2
& dr— 2y =2
N 4 = 2 (par unicité de l’écriture
— 2 = 0 algébrique)

L’ensemble des solutions de cette équation est donc : {3}.




