Matrices - Chapitre 3

I. Généralités sur les matrices

Définition
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

On appelle matrice a n lignes et p colonnes & ceefficients dans R un tableau de nombres réels.

(¢]

Si A est une matrice, on note a; ; le ceefficient de la i*™° ligne et j"¢ colonne. La matrice A s’écrit

sous la forme :

ail ai2 ... Glp

az1 a2 ... G2p
A=

an,1  QGn,2 an,p

« On notera aussi A = (a;;) 1<i<n
1<j<p

o On dira aussi que A est de taille (ou dimension) n x p.

« L’ensemble des matrices réelles de taille n x p est noté ., p(R).

e Si m = p, on dira que la matrice A est une matrice carrée.
On notera .#,(R) 'ensemble des matrices carrées de taille n x n.
On parlera de matrice rectangle si n # p.

o Un élément de .#; ,(R) est appelé matrice ligne ou vecteur ligne. Par exemple, la i*™° ligne de
A est un vecteur ligne. 11 s’écrit :

( az-71 CLZ'72 (17;7p )

o Un élément de .#,1(R) est appelé matrice colonne ou vecteur colonne. Par exemple, la j°™¢
colonne de A est un vecteur colonne. Il s’écrit :

at,j
a27]
a/nh]

« La matrice (de taille n x p) dont tous les ccefficients sont nuls est appelée matrice nulle. Elle est
notée 0 4, (r) ou tout simplement 0.

A Meéme si la matrice nulle est notée 0, il ne faut pas la confondre avec le réel 0.

o Sin = p, on appelle matrice identité et on note I,, la matrice carrée dont tous les ccefficients sont
nuls & 'exception des termes diagonaux qui sont égaux & 1. Plus précisément :

10 0 ...0
01 0
In=110 0
: 0
0 0 0 1



Exemples

o La matrice (2 4 6 1) est une matrice ligne de taille 4.
2 4
6 1
2

« La matrice ( est une matrice carrée d’ordre 2.

« La matrice ( ) est une matrice colonne de taille 3.

246 1 0

« La matrice <1 3 7 5 1

) est une matrice de taille 2 x 5.

o La matrice I3 = (

o O =

0 0
1 O) est la matrice identité d’ordre 2.
0 1

Egalité de deux matrices

Soient A = (ai,j) 1<i<n € f%n,p(R) et B = (bi,j)

1<j<p

A et B sont égales si :
a) elles ont le méme nombre de lignes : n = m.
b) elles ont le méme nombre de colonnes : p = q.

c) elles ont les mémes ceefficients : Vi € [1,n],Vj € [1,p], ai; = b; ;.

Exemples

« Les 2 matrices suivantes sont égales : (2 3) et 3 (4 6).

« Par contre :

T o

II. Opérations matricielles

I1.1. Somme de matrices

Définition
Soient A et B deux matrices de ., ,(R).
On appelle somme de A et B et on note A+ B la matrice de ), ,(R) :

A+ B = (ai,j—i—bm)

L’opérateur de somme matricielle + est interne (dans ., ,(R)) :

| Mp(R) X My p(R) — il p(R)
(A, B) — A+ B

(partant de deux éléments de ., ,(R), la somme associe un élément qui est lui aussi dans ., ,(R))

< g :I>+<? —94 \;i)_<e2li]r1 —91 —115\/§>

Exemple



La somme de deux matrices correspond a la somme terme & terme des coefficients des deux matrices.
L’opérateur matriciel « + » peut-étre vu comme une extension de l'opérateur arithmétique « + ».

A Méme si la notation est la méme, attention & ne pas confondre ces deux opérateurs de
somme. On ne peut sommer deux matrices que si elles ont le méme nombre de lignes et le
méme nombre de colonnes.

Commentaire \

« Python est un logiciel de programmation. Il n’est pas spécifiquement pensé pour pouvoir
résoudre efficacement des problémes d’analyse numérique, Cependant, le type de array de
Python regroupe l'ensemble des matrices de réels (il s’agit simplemet du type list avec
la condition supplémentaire que tous les éléments sont du méme type).

o Python gére évidemment les opérations mathématiques de base sur les matrices mais pro-
pose aussi des opérations permettant de simplifier la manipulation de matrices. Il faut donc
faire attention : certaines opérations autorisées en Python sont formellement interdites
dans le cours de mathématiques !

o Par exemple, Python permet de sommer un réel r et une matrice A. Le résultat est la
matrice obtenue en ajoutant r & tous les ccefficients de A. Par exemple, le script

import numpy as np
A = np.array([1, 2, 3, 4])
A+ 2

W N =

renvoie :

array([2, 3, 4, 5])

Proposition 1. (Propriétés de ’opérateur +)
Soient A, B,C des matrices de My, ,(R). Alors :

o Commutativitée| A+B=B+ A

o Associativité| A+ (B+C)=(A+B)+C

o Elément neutre| A+0=0+A=A

o Opposé : Notons —A = (—a;j) 1<i<n -Alors: | A4+ (-A)=(-A)+A=0

””” 1<j<p
(la matrice —A est l'opposée de la matrice A pour l'opérateur +)




I1.2. Produit d’une matrice par un nombre réel
Définition

Soit A € My p(R) et A € R.
On appelle produit de A par le réel A la matrice A - A de 4, ,(R) :

L’opérateur de produit d’une matrice par un nombre réel - est externe :

R X Myp(R) — M p(R)
(X A) = AA

(les deux opérandes de l'opérateur - n’appartiennent pas au méme ensemble)

7. 2 0 =7\ _ 14 0 —49
e 3 -1 ) \\7e 21 -7
Effectuer le produit d’une matrice par un réel correspond a effectuer, pour chaque ceefficient, le produit
(classique) par A.

Exemple

Proposition 2.
Soit A et B des matrices de My ,(R) et A, € R. Alors :

o A(u-A)=(An)-A
(pseudo associativité : quels sont les opérateurs en jeu ?)

(pseudo élément neutre)

el A-(A+B)=X-A+)\-B A+p)-A=X-A+pu-B

(pseudo distributivité : quels sont les opérateurs en jeu ?)

| —1-A=-A

Commentaire \

« Par la suite, on omettra souvent 'opérateur « - ».
On notera alors AA au lieu de A - A.

« En Python, cet opérateur se note x. Par exemple, le script

import numpy as np
A = np.array([[1, 2, 3, 4],[-1,-2,-3,-4]1])
3 x A

jw N

renvoie :

array([[3, 6, 9, 12],
[_35 _6: _9: _12]])




I1.3. Produit de matrices

I1.3.a) Définition

Définition
Soient A € A, ,(R) et B € M) 4(R).
On appelle produit de A et B et on note A X B la matrice C ayant les propriétés suivantes :
1) C=Ax B e M, qR)

2) Vi e [1,n],Vj € [1,q], Cij= > Qi) brj

p

k=1

Représentation graphique du produit matriciel
Le ceefficient ¢; ; de la matrice produit est obtenu en effectuant le produit matriciel de la i®me ligne de
A et la ™€ colonne de B.

A\

-1 0 1 4
2 0 0 5 | =B
8 —4 3 7

-13 8 -5 0):0

a1 2 =2
\H B 3 Bl 2 -7 12

Il faut faire particuliérement attention aux tailles des matrices que ’on souhaite multiplier.

Plus précisément, on peut résumer cette situation dans un tableau.

Taille de A Taille de B Taille de A x B

n>< qu n x q
1 x B 2 IR 1 x 7
3 x B 2 B! 3 x 1
3>< ><3 3 x 3
2 x 3 2 x 3 NON'!
4 x A | 4 IR 4 x 4

On peut remarquer (on reviendra dessus plus tard) qu’il est toujours possible de multiplier des matrices
carrées de méme taille :

Aet B dans #,(R) = Ax B¢ #,(R)et Bx A€ #,R)




Commentaire

o Le produit de matrices s’effectue avec la fonction dot en Python. Si les tailles des matrices
ne permettent pas leur multiplication, une erreur est levée. Par exemple, le script

1 import numpy as np

2 A = np.array([[1, 2], [3, 4]1])
3 B = np.array([[-1, 01])

4 A.dot(B)

renvoie :

ValueError: shapes (2,2) and (1,2) not aligned: 2 (dim 1) != 1 (dim
0)

o En Python, si 'on dispose de deux matrices de méme taille, on peut aussi effectuer le
produit coefficient par ceefficient avec x. Par exemple, le script

1 import numpy as np

2 A = np.array([[1, 2, 3]])
3 B = np.array([[-1, 0, 2]11)
4 A x B

renvoie :
array([[-1, 0, 6]]

Attention, cette opération est interdite dans le cours de mathématiques !

I1.3.b) Propriétés

Proposition 3.
Soient A € My p(R), B € Mpqe(R) et C € My, (R).
Soient D € My ,(R), E € Mpq(R).
Soit A € R.

Alors :

1)| Ax(BxC)=(AxB)xC

(pseudo associativité : combien d’opérateurs en jeu ?)

2)| (A+D)xB=AxB+DxB

(pseudo distributivité a droite : combien d’opérateurs en jeu ?)

3)| Ax(B+E)=AxB+AXE

(pseudo distributivité a gauche : combien d’opérateurs en jeu ?)

4) | AxIy=1,xA=A

(pseudo élément neutre)

5)] Ax(A\-B)=(\A-A)xB=X-(AxDB)




Exemple

1 0 1 0 -1 -1 0 0 -1
1 -1 0 |x| 1 O 1 =| -1 -1 0
1 0 1 0 1 0 0 0 -1
0 -1 -1 1 01 -2 1 -1
1 0 1 |x11 -1 0 |= 0 2
0 1 0 1 01 1 -1 0

o En général,| AxB>=BxA

1 0 1 1
PrendreA-(1 _1)etB—<1 1)

11 2 -1
Eneﬁet,ona.AxB:<0 O>etB><A:<2 _1>

o En général, | (A+ B)?>=(A+ B) x (A+ B)>=<A?+2-Ax B+ B?

On peut prendre les deux matrices précédentes.

Eneffet,ona:(A—i-B)z:(i ;)etA2+2'AXB+B2:(g ;1)

o En général,| Ax B=0=A=00uB=0

-3
PrendreA:<2 _14 _7>etB: 2
(R
-2
e« Engénéral,| AxB=AxC=xB=C
-2 1
Prendre A = 2 _14 -1 et B = 0 JetC=| -2
e -1 -3 ~1

I1.3.c) Le cas particulier des matrices carrées
(i) L’opérateur x est interne (dans .#,(R))

Lorsque I'on considére des matrices carrées (n = p), I'ensemble des propriétés énoncées précédemment
reste évidemment valable. On peut de plus citer une particularité liée a ce cas. En effet, 'opérateur x
est alors interne (dans ., (R)) :

VA,B € #,(R), Ax B € #,(R)

(partant de deux éléments dans A, B dans .#,(R), A x B reste dans ., (R))
Grace a cette particularité, les pseudo-caractéristiques énoncées dans les propriétés précédentes de-
viennent des caractéristiques.



Proposition 4.
Soient A, B,C, D, E des matrices de #,(R).
Soit A € R.

Alors :

1) Associativité| Ax (BxC)=(Ax B)xC

2) Distributivité a droite de x sur +| (A+D)xB=AxB+ D xB

3) Distributivité a gauche de X sur +| AX(B+E)=AxB+AXE

4) Elément neutre| Ax1I,=1I,x A=A

(I, est l’élément neutre pour 'opérateur x )

5)| Ax(A\-B)=(A-A)xB=X-(AxB)

(ii) Matrices triangulaires et produit
Définition
Soit A € #,(R) une matrice carrée.

On dit que la matrice A est :

. triangulaire supérieure si| Vi,j € [1,n]% (i >j = a;; =0)

. triangulaire inférieure si| Vi,j € [1,n]% (i<j = a;; =0)

. diagonale si| Vi,j e [1,n]? (i#j = a;; =0)

Ainsi, ces matrices pourront se présenter de la maniére suivante :

0 )\2 . * )\2 . 0 )\2
T Tk . 0 RS (|
0 ... 0 M\ S T Y 0O ... 0 M\
Triangulaires Triangulaires Diagonales
supérieures inférieures

ol * est utilisé pour représenter des ceefficients quelconques - pas forcément le méme! - (éventuellement
nul) et \; € R est utilisé pour représenter un coefficient diagonal (éventuellement nul).

Commentaire \

« Les matrices diagonales sont a la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure (in-
versement, si une matrice est triangulaire supérieure et inférieure alors elle est diagonale).

o La matrice nulle 0 est diagonale.

o Les matrices I,, et A\, sont diagonales.

\. J




Exemple

1

o Les matrices ( 0 _:13 ) et ( 8 _i) ) sont triangulaires supérieures.

. -2 0 -2 0 . P
o Les matrices et sont triangulaires inférieures.

7 3 7 0

. 2 0 0 0 . . . L . o

o Les matrices 0 5 et 0 5 sont diagonales / triangulaires supérieures / triangulaires infé-
rieures.

. -9 8 0 8 - o . . - .

o Les matrices 4 7 et 40 ne sont ni diagonale, ni triangulaire supérieure, ni triangulaire

inférieure.

Théoréme 1.

o Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une matrice triangulaires
supérieures (resp. inférieures).

o Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.

Démonstration.
A1k . % B x ... % pYeit * *
0 X .o « 0 P _ 0 Afe
0 0 Ay 0 ... 0 B 0 ... 0 b
MO0 ... 0 B 0 ... 0 MBI 0 ... 0
* )\2 « * 62 _ * )\252
S o0 S 0 : . . 0
x ... % Ay * ... *x [ * *  Apfn
M OO ... 0 B 0 ... 0 MBL O ... 0
0 )\2 « 0 62 _ 0 )\2,82
Lo 0 Do 0 S -
0 ... 0 X\ 0 ... 0 B 0 .0 \uBn

(iii) Puissance m®™® d’une matrice carrée
Définition
Soit A € #,(R) une matrice carrée et soit m € N.

o La puissance m®™® de A, est la matrice : A™ = A x ... x A.
—_——

m fois
« De maniére rigoureuse, les puissances de A sont définies par la relation de récurrence :

A’ =1,
Vm e N, A"t = A4 x A™




Commentaire \

« Par convention : (04, &))" = In.

e Sim#0,0"=0et (I,)™ =1, et (AI,)™ =\"I,

o De par les propriétés précédentes sur les matrices triangulaires, on a :
Ao ox \ 7 ATV« L
0 A Y
Tl Tk - R
0 ... 0 A 0 ... 0 Am
M0 oo0\" AP0 0
D VR - * Y

0 - 0

* L.k A U D Y
MO0 .. 0\" A0 0
0 A N Y
(] - S 0
0 ... 0 A, 0 ... 0 Am

A Si A et B sont deux matrices de .#,,(R), le produit x n’étant pas commutatif, il faut faire
attention a 1’élévation & la puissance m :

(AxB)™ = (AxB)x---x(AxB)= A™ x B™

Théoréme 2.
Soient A et B deux matrices de #,(R) et soit m € N.
Supposons de plus que A et B commutent : AB = BA.
Alors :

(A—I—B)m _ Z <m>Akam—k
k=0 \k

Démonstration.
La démonstration est la méme que pour la formule du bindéme de Newton arithmétique. Il suffit de
procéder par récurrence. O

Commentaire

Par la suite, on omettra souvent I'opérateur « x ». On notera alors AB au lieu de A x B.

I1.4. Transposée d’une matrice
Définition
Soit A € Ay p(R).
« On appelle transposée de A, et on note A, la matrice de .#, ,(R) définie par :

fA = (aji) 1<i<n
1<j<p

« L’opération de transposition consiste & échanger les lignes et les colonnes d’une matrice.

10



Exemple

"r20 -7 2!
s )= o 3
-7 -1

Proposition 5.
Soient A et B deux matrices de My ,(R) et soit A € R.
Soient C € My p(R) et D € My, 4(R).

1)| “A+B)="'"A+'B 2)| 'A-A) =) A

(linéarité de Uapplication de transposition)

8)| A=A

(idempotence de application de transposition)

4)| YCxD)="'Dx 'C

Démonstration.

e

4) Notons a; ; (resp. bj ;) le ceefficient a la i®™¢ ligne et j°™° colonne de A (resp. !B). Autrement

dit : CL;J = Qj,i et b;,j = bj,i-
Notons maintenant C' = A x Bet C' = *B x 'A. On a alors :

P P p
/o / ’ _ . 1t
Cij = k§ ) bi’k ay ;= ]; ) bii ajr = ]; ) ajk bii = cj; et donc C' = 'C.

O]
Proposition 6.
L R R
L application MnpR) ///’tn( ) est bijective.
A —
Démonstration.

Caractére surjectif : toute matrice M € ), ,(R) apparait comme 'image par la fonction transposée
d’une matrice de ., ,(R).
En effet, M = '('M) et ‘M € M, ,(R).

Caractere injectif : soient M et P dans .4, ,(R) telles que ‘M = 'P. Si on note m; ; les coefficients
de "M (et pj ; ceux de 'P) alors on a :

Vie[L,pl,Vjel,n], mi; = pj;
I I
ULVR Dji
ce qui revient a dire que M = P. O
Définition
Soit A € M (R).
« On dira que la matrice A est symétrique si elle coincide avec sa transposée, i.e. si ‘A = A.

o Autrement dit :

A est symétrique < Vie [1,n],Vje[1,n], aij;=a;;

11



Commentaire

« Les seules matrices a la fois triangulaires supérieures (resp. inférieures) et symétriques sont
les matrices diagonales.

« Seules les matrices carrées peuvent étre symétriques.

A Si A € M, p(R), sa transposée 'A est dans .4, ,(R). Ainsi, I'égalité A = A n’est possible
que si n = p. Autrement dit, les seules matrices pouvant étre symétriques sont les matrices
carrées.

Exemple

o Les matrices suivantes sont symétriques.

1 -1 2 100 1 00
-1 5 4 05 0 010
2 4 3 00 3 0 01
1 -1
o La matrice [ —1 5 | n’est pas symétrique.
2 4

ITI. Les matrices inversibles
Définition
Soit A € A, (R).

« A est dite inversible si elle admet un inverse i.e. s'il existe B € ., (R) telle que :

AxB=BxA=1,

o Si elle existe, la matrice B ainsi définie est unique.
Elle est appelée inverse de A et est notée A~

o On notera GL,(R) ensemble des matrices inversibles de .4, (R).

A Seules les matrices carrées peuvent étre inversibles.

Commentaire .

Méme si le lien entre applications et matrices n’est pas 'objet de ce cours, il y a tout lieu
de remarquer I'analogie entre la définition de 'inverse d’une matrice et celle de réciproque
d’une application.

A x B = 1, B x A = 1,
r Tz T et r Tz T
f o g = idp g o [ = idg

12



Exemple
o La matrice identité est inversible d’inverse elle-méme : I,, X I, = I,,.

« Les matrices diagonales dont les ceefficients diagonaux sont tous non nuls sont inversibles. En effet :

M 0 ...00 x 0 0 1 0 ...0

. 1 . . .
0 X S O U - I U :
) : .0 R
0 ... 0 M\ 0 ... 0 % 0 ... 0 1

et le produit commuté est aussi égal a la matrice identité.

« Les matrices triangulaires (supérieures et inférieures) a ceefficients diagonaux tous non nuls sont
inversibles (voir plus loin).

Théoréme 3.
Soient A, B et P des matrices inversibles de ., (R).

1) A™" est inversible. De plus :| (A7)t = A

2) tA est inversible. De plus :| (tA)™! = {41

8) A x B est inversible. De plus :| (Ax B)™' = B71x A™!

4) Soit m € N. A™ est inversible. De plus :| (A™)"! = (A~H)™

5) P~YAP est inversible. De plus :| (P~'AP)™' =pP~tA~lp

Démonstration.
1) Par définition, A x At = A"t x A=1,.
2) {AxA )= YA Yx A= "I, =1,
et (At x A)=tAx YA )= [, =1,.
3) (AxB)x (B 'xA )= (B !'xA Y x (AxB)=1I,.
4) Ax . .. xAXA I x A=A x AT X AXx ... x A=1,. O

Proposition 7. (Propriété de simplification)
Soient A, B,C dans #n(R).
1) Si Ax C =B xC et C inversible, alors A = B.
2) SiC x A=C x B et C inversible, alors A = B.
3) SiA#0, B#£0 et Ax B=0 alors A et B ne sont pas inversibles.
4) Soient A € #,(R), X € Mp1(R),B € Mp1(R) avec A inversible.

L’équation AX = B admet alors une unique solution X = A~! x B.

Démonstration.
Il suffit de multiplier de part et d’autres de ’égalité par la matrice inverse. O

13



Théoréme 4.
Soient A, B € M (R).
Supposons que : A x B = 1,.

Alors A et B sont inversibles et inverses l'une de l’autre.

Démonstration.
Admis en premiére année. O

Commentaire \

e Soit A € #,(R). On utilise parfois le vocabulaire suivant.

x A admet une inverse a gauche si: 3B € #,(R), By A = I,.
x A admet une inverse a droite si : 3By € #,(R), A By = I,.

« Par définition, une matrice A € .#,(R) est inversible s’il existe B € .#,(R) qui est a la
fois inverse a gauche de A et inverse & droite de A.

o Le Théoréme 4 signifie que si B est 'inverse a gauche de A, alors B est I'inverse de A.

\. J

Théoréme 5.
Soit A € Mp(R) et soit m € N.
Soit P € M, (R) une matrice inversible.

1) (P'xAxP)™ = P'xA™xP

2)| (PxAxP )™ = PxA™x P!

Démonstration.
On démontre par récurrence que les propriétés 1) et 2) sont vérifiées pour tout m € N. L’idée derriére
I’étape d’hérédité est que :

(Pl xAxP)"™! = (P!xAxP)x (P 'xAxP)"
(P! x Ax P) x (P71 x A™ x P)
PlxAx(PxP Y xAmxP
= PlxAxAmxP = P lxA™tlxp ]

IV. Lien entre systéme linéaire et matrices

IV.1. Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

Définition
Soit (S) un systéme linéaire de n équations a p inconnues 1, ..., Tp :
a1 1 + aipr2 + ... + a1p%p = b1 L
a1 1 + a2 x2 + ... + apxp = by Lo
(5) : : :
An1 T1 + ap2T2 + ... + appTp = by Ly,

« On appelle matrice associée au systéme linéaire (.5), la matrice :

14



« Le systéme linéaire (S) peut alors s’écrire sous la forme :

AS xX =8B
z1
x X = : est 'inconnue.
Lp
b1
x B = : est le second membre.
bn

« Résoudre () c’est résoudre cette équation d’inconnue X.

Commentaire

« Sin =p, la matrice Ag associée au systéme (S) est une matrice carrée.

o Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme se traduisent sur la matrice associée
au systéme.

IV.2. Inverse d’une matrice par résolution de systéme
IV.2.a) Caractérisation des systémes de Cramer

Théoréme 6.
Soit (S) un systéme linéaire a n équations et n inconnues.

Notons B le second membre de (.5).

(S) est un systéme (S) admet une unique solution
de Cramer quelque soit son second membre

Démonstration.

(«=) Evident.

(=) Supposons que (S) est un systéme de Cramer. D’apreés la caractérisation des systémes de Cramer,
l'algorithme du pivot de Gauss appliqué a (S) fait apparaitre n pivots successifs non nuls. Cette
procédure étant indépendante du second membre B, on en déduit qu’elle ferait apparaitre aussi n
pivots non nuls si on Pappliquait & (S) muni d’'un autre second membre. O

Théoréme 7.
Soit (S) un systéme linéaire 4 n équations et n inconnues.

Soit (Sg) le systéme homogéne associé a (.S).

(S) est un systéme (SH) est un systéme
de Cramer de Cramer

Démonstration.

On a la chaine d’équivalences suivante :
(SH) est un systéme de Cramer
< (Sy) admet une unique solution quelque soit son second membre
< (5) admet une unique solution quelque soit son second membre
< (9) est un systéme de Cramer 0
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Commentaire

Ces théorémes signifient que le caractére unique de la solution d’un systéme carré (S) est
indépendant de son second membre. Autrement dit, c’est une caractéristique intrinséque &
son premier membre : la matrice Ag.

Théoréme 8.
Soit (S) un systéme linéaire a n équations et n inconnues.
Soit Ag la matrice associée a (S) (As € Mn(R)).

(S) est un systeme - Ag est une matrice
de Cramer inversible

Démonstration.
(<) Supposons Ag inversible. Résoudre le systéme (.5) ¢’est trouver les solutions de I'équation Agx X =
B ou B est le second membre de (S). Comme Ag est inversible, cette équation admet une unique

solution X = (Ag)~! x B.

(=) Supposons maintenant que (S) est de Cramer. Pour tout ¢ € [1,n] notons B; € .#,(R) le vecteur
colonne dont tous les coefficients sont nuls excepté le i, égal a4 1. Comme (S) est de Cramer, le
systéeme Ag x X = B; admet une unique solution notée U;. On obtient ainsi n égalités matricielles
différentes que I'on peut résumer comme suit.

ASX(Ul U2 Un):(Bl B2 Bn)

Autrement dit, on a exhibé une matrice U € .#,(R) telle que Ag x U = I,,. Ceci permet de conclure
que Ag est inversible, d’inverse U. O

Commentaire

Dans le cas ou (5) est de Cramer, 'unique solution de ce systéme est l'unique solution de
I'équation : Ag x X =Y. Cette solution est donc X = (Ag)™ ! x Y.

Théoréme 9.
Soit T' € M, (R) une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure).

Soit D € M (R) une matrice diagonale.

1) Une matrice triangulaire T Les ceefficients diagonauz de
est inversible T sont tous non nuls
Une matrice diagonale D Les ceefficients diagonauz de
2) . )
est inversible D sont tous non nuls
Démonstration.

1) La matrice T est inversible si et seulement si le systéme 7' x X =Y est de Cramer. Or le systéme
est de Cramer si et seulement si I'algorithme du pivot de Gauss fait apparaitre successivement n
pivots non nuls. Dans le cas d’un systéme déja sous forme triangulaire, les pivots sont les ceefficients
diagonaux.

2) Méme démonstration que ci-dessus. 0
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Il faut bien lire le Théoréme 9 : on parle de l'inversibilité d’une matrice triangulaire.
Une matrice M quelconque dont tous les ceefficients diagonaux sont non nuls n’est pas
forcément inversible.

Exemple

« La matrice (

0
« La matrice ( 1
1

1

-1 -1

—2 -3

-1
1 2 | est inversible.
—2
1
1 | est inversible.
0

1

« La matrice ( 1

1 ) n’est pas inversible.
1 11

IV.2.b) Application au calcul de I’inverse d’une matrice

Inverse d’une matrice par inversion d’un systéme
4 2
3 1

Considérons la matrice A = ( ) et montrons qu’elle est inversible.

49 2
D’aprés le Théoréme 8, la matrice A est inversible ssi le systéme linéaire (S) : A x X = Y est de
Cramer. Inverser A consiste a inverser le systéme :

1 + 41 + 223 = Y1
(S) r1 + 312 + X3 = Yo
42y + 9292 + 223 = y3

Pour inverser (S) (i.e. exprimer chaque z; en fonction des y;), on applique I'algorithme du pivot de
Gauss.

r1 + 4dx9 + 2x3 Y1
S) & - T —  x3 = —y + Y
- Txy — 623 = -4 Y3
r1 + 4ax0 4+ 223 = Y1
A T2 + w3 =y - Y2
z3 = 3y — Ty2 + 3
1 + 4 = Sy1 + My — 2y
& To = 2y + 6y — Y3
z3 = 3y — Ty2 +  y3
1 = 3un — 10y + 2y
< T2 2y + O6y2 —  y3
3 = 3y — Ty2 + y3
1 3 —10 Y1
= To = —2 6 — X Yo
xs3 3 =7 1 Y3
& X = U X Y

Comme (S) est de Cramer, la matrice A est inversible.
Ainsi, la solution de (S) s’écrit A=Y Or la solution de (S) est UY.

Al =U

Dot : A7'Y = UY et comme ceci est vrai pour tout Y, on a :
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Inverse d’une matrice par opérations sur les lignes de I,

Cette technique consiste a se détacher de 'écriture des x; et y; et d’opérer sur les matrices plutot que
sur les systémes.

Considérons de nouveau ’exemple précédent.

1 4 2 T 1 00 Y1
(S): 1 31 zo | =1 0 1 0 Yo
49 2 3 00 1 -

Pour inverser (S) (i.e. exprimer chaque x; en fonction des y;), on applique l'algorithme du pivot de
Gauss.

1 4 2 1 100 n
$) = [0 -1 -1 | = 110 Y
0 -7 —6 T3 -4 0 1 U3

14 2 1 1 00 n

= 0 1 1 o = 1 -1 0 Y2

0 0 1 xrs3 3 =7 1 Y3

1 40 T -5 14 -2 Y1

& 010 s | = 2 6 -1 o
00 1 T3 3 -7 1 U3

1 0 0 T 3 —10 2 Y1

& 010 | = [ 2 6 -1 U2

0 0 1 T3 3 -7 1 Y3

& I X = U Y

Lorsque 'on souhaite utiliser cette écriture matricielle, on se débarrasse de 'écriture des vecteurs
T n
zy | et [ w2 |. On effectue les opérations élémentaires sur les lignes des deux matrices (séparées
z3 Y3

par une barre verticale) :

>~ = =
© W =
[NOR N V]
S O =
O = O
= O O

Théoréme 10.
Soit A € Mn(R) une matrice inversible.

1) Par une suite d’opérations élémentaires, on peut transformer A en la matrice I,,.

2) En effectuant ces opérations élémentaires (dans le méme ordre!) sur I, on obtient la matrice A=t

Démonstration.

« Initialement, on considére le systéme (S) donné par ’équation A x X =Y. On peut l'écrire :
Ax X =1I,xY

o Par une suite d’opérations élémentaires, on a montré qu’on modifiait ce systéme en :
I, xX=UxY

« En fait, en opérant par opérations élémentaires, on a transformé la matrice A en la matrice I,,. En
opérant ces mémes opérations sur la matrice I, on la transforme en la matrice U, qui n’est autre
que l'inverse de A.

O
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IV.2.c) Inverse d’une matrice carrée de taille 2 x 2

a b

On considére la matrice A = < d

). Calculons son inverse via la méthode précédente. Notons

D = ad — bc et supposons :

x D=ad—-bc#0

x a # 0 (dans un premier temps)
Résolvons le systéme (S): Ax X =Y.

axry + bxze = 1
S
(){Cxl + dza = o

On applique alors I'algorithme du pivot de Gauss.

ary + bxy = Y1
S) & be —c
(5) <d> x2 = —y1 + Y2
a a
ax = 1-— ab — + —ab
! - ad —bc a 9 ad — be y2
=
be —c
<d—> Ty = — 1y + Y2
a
- ady aby
1 = =Yy — =Y
D D
= D —c
— 22 = — 1y + Y2
a
Y di‘/ by
1 = =Yy — =Y
© I S ]
2 = Dyl D?JQ
n) _ L ( d b m
< <x2) D —c a) 8 <y2
s X = UxY

Ainsi, la matrice A est inversible d’inverse A~ = U.

1 d —b
Dans le cas ot @ = 0, on opére de méme et on trouve A~! = D < ¢ 0 )
Théoréme 11.

. a b
SoztA—(c d>'

1) Siad —be =0, la matrice A n’est pas inversible.

2) Siad—bc#0, la matrice A inversible, d’inverse :

1 d —b
A7l = :
ad — be < —c a )

Comment retenir cette formule :
« on échange les éléments diagonaux,
« on multiplie les autres par —1,

« et on n’oublie pas de diviser par ad — be (obtenu par « produit en croix » ).
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Commentaire \

La quantité D = ad — be est appelé déterminant de A. On la note habituellement det(A)
ou |A|. Cette notion de déterminant est aussi définie pour des matrices n x n (mais nous ne
le ferons pas cette année).

De maniére générale :

A est inversible < det(A) #0

IV.3. Algorithmique : algorithme du pivot de Gauss

Dans cette section, on cherche & coder l'algorithme du pivot de Gauss pour inverser une matrice
A € M, (R). On présente ici 'algorithme du pivot de Gauss avec peu de détails. Pour plus de précisions,
on se référera au TP correxpondant.

1) On commence par écrire une fonction qui permet, par opérations élémentaires d’obtenir a partir de
A une matrice triangualaire supérieure.

a) Tout d’abord, on écrit une fonction permettant de « mettre des 0 » en dessous d’une colonne j
(attention : on rappelle que la numérotation en Python commence & 0 et non a 1).

import numpy as np
def zeroColSousDiag(j, M, N):
G = np.copy(M)
D = np.copy(N)
n = M.shape[0]
for i in range(j+1, n):
D[i,:] = G[j,j] = D[i,:1 - G[i,j] = D[j,:]
G[i,:] = G[j,j] * G[i,:]1 - G[i,j] » G[j,:]
return G,D

[© Joo N o jor & W o =

b) On peut alors construire une fonction pour rendre A triangulaire supérieure (on n’oubliera pas
d’importer la bibliothéque numpy dans chaque fichier).

while j <= (n-2):
[G, D] = zeroColSousDiag(j,G,D)
j=g+

return G,D

1 from zeroColSousDiag import zeroColSousDiag
2 def transfTriangSup(M, N):

3 G = np.copy(M)

4 D = np.copy(N)

5 n = M.shape[0]

6 j=0

7

8

9

‘»—l
(=}
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2) Aprés interprétation de la commande transfTriang(A), on obtient une matrice T triangulaire su-
périeure. On cherche alors maintenant a écrire une fonction qui permet, par opérations élémentaires
d’obtenir & partir de T une matrice diagonale.

a) Comme précédemment, on écrit une fonction permettant de « mettre des 0 » au-dessous d’'une
colonne j.

def zeroColSurDiag(j, T, P):
G = np.copy(T)
D = np.copy(P)
for i in range(0,j):
D[i,:] = G[j,j] = D[i,:]1 - G[i,j] » D[j,:]
G[i,:1 = G[j,j] * G[i,:] - G[i,3j] * G[j,:]
return G,D

N e jov e W o =

b) On peut alors construire une fonction pour rendre 7' diagonale.

for j in range(n):
[G, D] = zeroColSurDiag(j,G,D)
return G,D

1 from zeroColSurDiag import zeroColSurDiag
2 def transfDiag(T, P):

3 G = np.copy(T)

4 D = np.copy(P)

5 n = T.shape[0]

6

7

8

3) Aprés interprétation de la commande transfDiag(T), on obtient une matrice D diagonale. On
cherche alors maintenant & écrire une fonction qui permet, par opérations élémentaires toujours
d’obtenir & partir de D la matrice identité I,.

def transfId(Delta, R):

G = np.copy(Delta)

D = np.copy(R)

n = Delta.shape[0]
i in range(n):
D[i,:] = (1/G[i,i]) % DI[i,:]
G[i,:1 = (1/G[i,i]) % G[i,:]
return G,D

loo 1N o {15, IS (VR | R
Hh
o
]

4) Il reste a utiliser toutes les fonctions définies précédemment pour en créer une qui donne directement
I'inverse de la matrice A.

from transfTriangSup import transfTriangSup
from transfDiag import transfDiag
from transfId import transfId
def calcInv(M):
G = np.copy(M)
n = M.shape[0]
D = np.eye(n)
[G,D] = transfTriangSup(G, D)

[IS= T o I T B (o N (SA N N SU R | SR e

[G,D] = transfDiag(G, D)
10 [G,D] = transfId(G, D)
11 Inv =D

return Inv

‘ =
N
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5) Si on laisse cette fonction ainsi, elle ne permet pas de prévenir 'utilisateur si la matrice A en
entrée est inversible ou non. Pour cela, il faut vérifier que lors de la mise sous forme triangulaire
supérieure (étape 1)), on peut éviter les pivots nuls (en échangeant les lignes), sinon la matrice est
non inversible. Il faut donc adapter les fonctions précédentes. Pour cela on en crée 2 nouvelles :

a) une 1% permettant d’échanger des lignes.

1 def echangelLignes(M, N, il, i2):
2 G = np.copy(M)

3 D = np.copy(N)

4 auxG = np.copy (M)

5 auxD = np.copy(N)

6 G[il,:] = auxG[iZ2,:]

7 G[i2,:] = auxG[i1,:]

8 D[i1,:] = auxD[i2,:]

9 D[i2,:] = auxD[i1l,:]

return G,D

‘»—l
o

b) une 2°™¢ permettant de trouver un pivot non nul (s’il y en a).
1 def trouvePivot(j, M):
2 n = M.shape[0]
3 p=1]
4 while Ml[p, j]l == 0 and p < (n-1):
5 p=p+1
6 if Mlp, j] == 0 and p == (n-1):
7 p=n
8 return p

¢) On modifie enfin les fonctions transfTriang et calcInv.

from zeroColSousDiag import zeroColSousDiag
from echangelignes import echangelignes
from trouvePivot import trouvePivot
def transfTriangSup(M, N):
G = np.copy(M)
D = np.copy(N)
n = M.shape[0]
boollnv = True
j=0
p = trouvePivot(j, G)
while j <= (n-2) and p < n:
[G,D] = echangelignes(G,D,j,p)
[G, D] = zeroColSousDiag(j,G,D)
j=3+1
p = trouvePivot(j,G)
if p==n

0 o N & jou e e e

kKB EERIERIEIB

boollInv = False
return G,D,boolInv

‘D—\
00
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from transfTriangSup import transfTriangSup
from transfDiag import transfDiag
from transfId import transfld
def calcInv(M):
G = np.copy(M)
n = M.shape[0]
D = np.eye(n)
[G,D,boolInv] = transfTriangSup(G, D)
if boolInv == True:
[G,D] = transfDiag(G, D)
[G,D] = transfId(G, D)
Inv =D
else:

0 o N & ot s W o e

T
ek B

Inv = ‘““La matrice n’est pas inversible’

return Inv

—
9

V. Lien entre transformations du plan et matrices

Certaines transformations géométriques simples (notamment symétrie, homothétie, rotation) ainsi que
leurs combinaisons peuvent étre réalisées mathématiquement par des opérations de calcul matriciel.
Dans toute cette section, on se place dans un plan muni d’un repére (0,7, j).

V.1. Translation

Proposition 8.
Soient A = <z‘4> et B= <§B> deuz points du plan et 4 = <xﬁ> un vecteur.
A B i

U

Le point B est ['image de A par la translation de vecteur @ si et seulement si :

(o) = G+ ()

Démonstration.
o L’image de A par la translation de vecteur @ est le point : (2’4 i ;ﬁ>
A+ Yz
. Or :
(i) = 6= ()
Yya + Ya YA Yi
O
Illustration
Y
y | B
0
A 0 A
O x - — 0 T
Avant translation de vecteur u Aprés translation de vecteur
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V.2. Symétrie axiale
V.2.a) Symeétrie axiale par rapport a I’axe des abscisses

Proposition 9.

Soient A = <a:,4> et B = (xB) deux points du plan.
YA YB

Le point B est limage de A par la symétrie axiale par rapport a l'axe des abscisses si et seulement si :
Gn) = (0 5)C)
yB 0 —1/\ya
« L’image de A par la la symétrie axiale par rapport a I’axe des abscisses est le point : < A )

(e - ()

Démonstration.

Illustration

Yy
Yy
A
A
0] x E— 0 x
B
Avant symétrie par rapport a Aprés symétrie par rapport a
l'axe (0z) l'axe (0x)

Commentaire

Le caractérisation matricielle permet de retrouver simplement des propriétés des transformations.
(on passe sous silence l'arqgument mathématique « propre » permettant de justifier cette méthode)

Proposition 10.

La symétrie axiale par rapport o l'aze des abscisses est idempotente (elle est bijective de réciproque
elle-méme).

Démonstration.

« On note f la symétrie axiale par rapport a I'axe des abscisses. On doit alors démontrer :
fof=idg

ol F est le plan dans lequel on travaille.

o On note M la matrice associée a la symétrie axiale par rapport a 'axe des abscisses. Il s’agit alors
de démontrer :
MxM=1I
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On vérifie :

/10 10 1oy
MXM_(O —1>X(0 —1) (o 1>_I2

On en déduit que la matrice M est inversible d’inverse : M~! = M.
Ainsi I'application f est bijective de réciproque : f~1 = f.

V.2.b) Symétrie axiale par rapport & ’axe des ordonnées

Proposition 11.
Soient A = <x,4> et B = (”TB) deux points du plan.
Yya YB

Le point B est l'image de A par la symétrie axiale par rapport a 'axe des ordonnées si et seulement
st :
Ge) = (0 )G
YB 0 1/\ya
« L’image de A par la symétrie axiale par rapport a ’axe des ordonnées est le point : (_;CA)
A

(0 )G = 62)

Démonstration.

oOI‘:

Illustration

Y
Y
A
A B
O z - 0 T
Avant symétrie par rapport a Aprés symétrie par rapport a
I'axe (0y) I'axe (0y)

Proposition 12.
La symétrie axiale par rapport a l'aze des ordonnées est idempotente (elle est bijective de réciproque
elle-méme).

Démonstration.
Méme démonstration que pour la symétrie axiale par rapport a I’axe des abscisses. O
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V.3. Homothétie de centre O

Proposition 13.
Soient A = (xA> et B= <x3> deuzx points du plan et k € R.
Ya YB

Le point B est l'image de A par ’homothétie de centre O et de rapport k si et seulement si :

() = G R)C)

Démonstration.
o L’image de A par '’homothétie de centre O et de rapport k est le point : <Z 2A>.
A
e Or:
G 26 = ()
0 kJ\ya kya
O
Y .
\\\ y
A >
AN
O L — o~ T
Illustration N
\¥\
Avant homothétie de centre O Aprés homothétie de 3Centre 0
de rapport —5 de rapport 5

Commentaire \

« Si|k| > 1, Phomothétie de centre O et de rapport k est un agrandissement de rapport |k|.
« Si|k| < 1, 'homothétie de centre O et de rapport k est une réduction de rapport |k|.
e Si k =1, 'homothétie de centre O et de rapport 1 est 'identité.

e Si k = —1, 'homothétie de centre O et de rapport —1 est la symétrie centrale de centre O.

\.

Proposition 14.

Soit (k‘l, k‘Q) S R2.

La composée des homothéties de centre O et de rapport ky et ko est ’homothétie de centre O de rapport
k1 ko.

Démonstration.

o On note h; '’homothétie de centre O et de rapport k1. On note ho 'homothétie de centre O et de
rapport ko. On note h I’homothétie de centre O et de rapport ki ko. On doit démontrer :

hgohlzh et hlohgzh

e On note M; la matrice associée & hy, M5 la matrice associée & hy et M la matrice associée & h. Il
s’agit alors de démontrer :

MzXMle et M1><M2:M
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On vérifie :

(ke O\ [k O
st = ()6 0)

De méme :
_ ki 0O ko O _ ki ko 0 .
My My = <0 kl)(o k2> - < 0 k1k2) =M

V.4. Rotation de centre O

Proposition 15.
Soient A = <x,4> et B= (xB) deuzx points du plan et 6 € R.
Ya YB

Le point B est l’image de A par la rotation de centre O et d’angle 0 si et seulement si :

(mB) _ (cos(@) —sin(9)> (xA>
YB sin(f)  cos(f) / \ya

Illustration

Yy
_2rlY
31 B
A P [~ N
A T // N II \ [
@) x — T 0 Il "
Avant rotation de centre O Aprés rotation de centre O
) 2T 21
d’angle 3 d’angle -y

Proposition 16.
Soit (01,92) S R2.
La composée des rotations de centre O et d’angle 01 et 05 est la rotation de centre O et d’angle 01 + 0.

Démonstration.

« On note fi la rotation de centre O et d’angle 8;. On note f5 la rotation de centre O et d’angle 65.
On note f la rotation de centre O et d’angle 81 + 62. On doit démontrer :

feofi = f et fiofo = f

o On note M; la matrice associée a f1, My la matrice associée & fo et M la matrice associée a f. Il

s’agit alors de démontrer :

MQXMlZM et M1><M2:M
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On vérifie :
cos(fa) —sin(f2)\ [cos(61) —sin(br)
MQ X M1 =
sin(f2)  cos(62) sin(f1)  cos(61)
(cos(91 cos(fz) — sin(6;) sin(61) —(cos(62) sin(f;) + sin(6s) 005(91)))

sin(f2) cos(01) + cos(fz) sin(f1)  —sin(f;) sin(fy) + cos(61) cos(62)

(cos (61 +62) —sin(by + 92))

Sln 01 + 92 COb 01 + 02)

De méme : M7 x My = M.
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