Nombres complexes - Chapitre 5

I. Le plan complexe

I.1. Image d’un complexe - Affixe d’un point

Proposition 1.
Soit P un plan affine (avec des points) euclidien (muni de mesure de distances et d’angles) orienté

—

muni d’un repére orthonormé direct (0,1, v)
On peut identifier P et C.

Démonstration.
On note :
e : C — P Yo P — C
z = O+Re(z)d+Im(z) 0 M= (z,y) — z+iy
Les applications ¢ et 1 sont bijectives et : ¢ =1~ 1. O

Commentaire .

La bijection ¢ est aussi souvent définie de la fagon suivante :

v : C — R?
z = M= (Re(z),Im(z))

axe imaginaire
M = (xr,y)
Y-
IN
U
O U axe réeel

Définition (Image d’un complexe - Affixe d’un point)
o Soit z € C.

Le point M de coordonnées (Re (z),Im (z)) est appelé image de z. On note : M (z).
e Soit M = (z,y) € R2.

Le nombre complexe z = x + iy est appelé affixe de M.

« L’axe des abscisses est appelé aze des réels, et 'axe des ordonnées axe des imaginaires purs.



Exemple

Sl

o Le point D a pour affixe —2 + 1.

w

-2 Ol 1 « Le point image du nombre complexe 3 — ¢ est F.

—

1.2. Affixe d’un vecteur

Définition (Vecteur image - Affixe d’un vecteur)
« Soit z € C. Alors il existe (z,7) € R? tel que : z =z + i y.

Le vecteur W = (Z) est appelé vecteur image du nombre complexe z.

« Soit un vecteur w = (Z) € M1 (R).

Le nombre complexe z = x + iy est appelé affize du vecteur .

Exemple

\ « Le vecteur @ a pour affixe 3 + i.
—
t i - « Le vecteur image du nombre complexe 1 — 47 est
\ _— le vecteur ¢ .
\ ]
U
Ol '

Proposition 2. (Liens entre affixe d’un point et affixe d’un vecteur)

o Soit z € C.
le point M a pour affize z < le vecteur OM a pour affize z

o Soient A un point d’affize z4 et B un point d’affize zp.
Alors le vecteur 1@ a pour affize zp — z4.

Exemple

B On note A le point d’affixe z4 = 1+ et B le point
d’affixe zg = —2 + 3.
Zﬁ Alors le vecteur E a pour affixe :
N zp—24 = (—2+43i)—(1+1i) = —3+24
U
Ol i’



I.3. Propriétés

Proposition 3.
Soit Wi et wh deuz vecteurs du plan compleze d’affixes respectives z1 et zo.

1) Le vecteur 171) + 17% a pour affize z1 + zo
2) Soit A € R. Le vecteur A - wl a pour affixe X z1.

Démonstration.

1) Soient 17{ et @ deux vecteurs du plan complexe d’affixes respectives z; et zo.
Alors il existe (21,1, 22,y2) € R* tel que : 21 = o1 + iy et 22 = T2 + i yo. De plus, par définition

de ljafﬁxe djun vecteur :
w1 = ( 1> et wo = <$2>
Y1 Y2

2n1+20 = (r1+iy1) + (w2 +iy2) = (x1+22) +i(y1 +y2)

stes = (32)+(2) - (73)
n Y2 Y1+ Y2

Ainsi, le nombre complexe z1 + 2o est bien 'affixe du vecteur 171) + 7,75

On obtient :
x d’une part :

x d’autre part :

2) Soient A € R et wi un vecteur du plan complexe d’affixe 2.
Alors il existe (x1,91) € R? tel que : z; = 21 +iy;. De plus, par définition de I'affixe d'un vecteur :

— ([
o <y1>
Azl = )\(l‘1+iy1) = (Ax1)+i()\y1)

e (2) - ()
i <y1 Ay1

Ainsi, le nombre complexe A z; est bien l'affixe du vecteur A - w1,

On obtient :
x d’une part :

x d’autre part :

Commentaire \

La somme de nombres complexes peut donc s’interpréter géométriquement. En effet, soit
(21, 29) € C?, on note My (z1) et Mz (22).
Alors z1 4 zo est 'affixe du point N tel que : O‘ﬁ = OM; + OMs.

N 1)
It 2)
M (~.)
1T\~1})
AN
vd /Tifz Z\
%/ \~2])
>
h) T




Exemple
Soient wj et wh deux vecteurs du plan complexe d’affixes respectives 21 =2 — i et 20 = 1+ 314.
Calculer l'affixe du vecteur 2 - 171) — 172) .

Démonstration.
On note z laffixe du vecteur 2 - wj — w5. Alors :

z = 221—29g = 2(2—4)—(1+43i) = 3—51

Proposition 4.

1) Soient A et B deuz points du plan complexe d’affixes respectives z4 et zp.

les points A et B sont confondus & z4=2zp

2) Soient Wi et wh deux vecteurs du plan compleze d’affixes respectives z1 et zo.

U71>:U—)2> & 21 = 22

Démonstration.
La démonstration de cette proposition est immédiate. Elle provient du caractére bijectif de I’application
 définie au début de ce chapitre. O

Proposition 5. (Interprétation géométrique du conjugué)
Soit z € C. On note M le point du plan complexe d’affixe z.
Alors le point M’ d’affize z est le symétrique de M par rapport a l'aze des abscisses.

Démonstration.
Soit z € C. On note M le point du plan complexe d’affixe z.
Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = 2 + iy. De plus, par définition de 'affixe d'un point :

M = (xvy)

On note M’ le symétrique de M par rapport a I'axe des abscisse. On obtient :

x d’une part, par définition de M’ :
M/ = (‘T’ _y)

x d’autre part, par définition du conjugué :
zZ =x—1y

Ainsi, le nombre complexe z est bien affixe du point M’. O

M(z)

w

@)
fi
8

M'(z




Proposition 6. (Affixe du milieu d’un segment)

Soient A et B deux points du plan complexe d’affizes respectives z4 et zp.
ZA + ZB

Alors le milieu I du segment [A, B] a pour affize 5

Exemple
On note A le point d’affixe z4 = 1+ et B le point d’affixe zg = —2 + 34. Déterminer I'affixe du point
I, milieu du segment [A, B].

Démonstration.
B
N/
On note z; l'affixe du point I. Alors : ™
. . I
S ZA+7B _ (I+14)+ (—2+379) :_1_'_22, NG
2 2 2 *

N A

U

ol @’

O
II. Module, arguments et formes trigonométriques d’un complexe
II.1. Module d’un nombre complexe
I1.1.a) Définition et premiéres propriétés
Définition
Soit z € C.
On appelle module de z et on note |z| le réel v/2z.
A On n’utilisera jamais la notation « /- » dans C.
Proposition 7.
Soit z € C. Il existe donc (z,y) € R? tel que z = x +dy. Alors : |z| = /22 + y2.
Démonstration.
Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x + iy.
ol = ViE = VETHE—T) = V- = VT
O

On utilisera plutét :
« la définition du module lorsqu’on manipule des produits de complexes,

« la proposition 7 lorsqu’on manipule des sommes de complexes.




Proposition 8. (Interprétation géométrique du module d’un nombre complexe)
Soit z € C. On note M le point du plan complexe d’affixe z. Alors le module de z est la distance OM :

|z| = OM

|z| =|OM

h o

I1.1.b) Propriétés

Proposition 9. (Propriétés du module)
1) Positivité : ¥z € C, |z| > 0.

2| =0 & 2=0

8) Compatibilité avec le produit : ¥(z1,29) € C2, |21 22| = |21| |22].

a) En particulier : Vz € C, | — z| = |z|.
b) Conséquence : Vz € C, Vn € N, |2"| = |2|".
1‘ 1

4) Compatibilité avec l'inverse : Vz € C*,

|2

al_lal

5) Compatibilité avec le quotient : ¥(z1,z2) € C x C¥, =Tl
22

22
6) Vz € C, |z| = |7

Démonstration.

1) Soit z € C. Alors il existe (x,7) € R? tel que : z = z + iy. D’aprés la proposition 7 :

lz] = Va?2+y?2 > 0

2) Soit z € C. Raisonnons par double implication.
(<) Supposons : z = 0. Alors :

2] = Vzxz =V0xz =0 =0

(=) Supposons : |z] = 0.
On sait qu’il existe (z,7y) € R? tel que : z = z + iy. Alors :

comme |z =0

alors Vzi+y2=0

donc 22 +9y2=0

(car 22 > 0 et

FIEN 2 _ 2 _
dot 2*=0ETy“ =0 2> 0)

ainsi z=0ETy=0

Onendéduit: z=ax+iy=0+ix0=0.



3) Soit (21, z2) € C2.
o« Méthode 1 : en utilisant la définition du module.
x Tout d’abord :

\2122|2 = Z122 X Z1 2 = 21222122 = 2121 X 2222 = \21!2!22\2 = (|21H22\)2

x Or un module est positif, donc : |21 22| € Ry et |21] |22] € Ry
De plus la fonction x — 22 est bijective sur Ry. Ainsi :

|21 22] = |21 |22]

o Méthode 2 : en utilisant la forme algébrique.
Soit (21, z2) € C2. Alors il existe (z1,y1, 2,%2) € R* tel que :

z1=x1+1y1 et zo=xo+ 1Y
x D’une part :
217 = (x14iy1) (Totiye) = @1 To+iz yoti Tz yi+ic yr1yo = (21 2a—y1 y2)+i (21 y2+T21)
On en déduit :
21222 = |(@122 —y1y2) + i (z1y2 + T201)]
= (z122 —y192)* + (T1y2 +2291)°
= (r122)” = 2ma39TH2 + (Y192)* + (21 92)° + 223902301 + (2241)°
= aiad+yis +aivi +adul

x D’autre part :
21 [22]? = o1 + iy |22 + i)

= (21 +3) (23 +93)
= afad+atys +ylad+ylyl

« Finalement : |21 22|? = |21|? |22]2.
Or un module est positif, donc : |21 22| € Ry et |21] |22] € Ry.
De plus la fonction x — 22 est bijective sur R. Ainsi :

21 22| = |21] |22]
4) Soit z € C*.
W 1/1y 1111
z| 2z \z) 2z  zz |z
o 1
Or un module est positif, donc : [—| > 0 et HZO.
z z

De plus la fonction x — 22 est bijective sur R. Ainsi :

1 1 1
TARE T VR TR (R

1

z




5) Soit (z1,22) € C x C*.

z1 1
— — 21 X —
Z9 Z9
— | x 1 (par compatibilité du module
- 29 avec le produsit)
= o x — (par compatibilité du module
! | 22| avec l'inverse)
_lal
|22]

6) Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = 2 +iy. Alors : Z =z — iy = x + i(—y). D’oi :

2l = Va2 +(—y)? = Vat+y? = [z

Proposition 10. (Inégalité triangulaire)
Soit (21, z9) € C2.
1) On a:
|21+ 22| < fz1] + |22

avec égalité si et seulement si :
(21 =00U22=0)0U (3o € Ry, 20 = v 2y)

2) De plus :
|lz1] = |z2]| < |21 — 2]

Lemme 1.
a) Vu e C, Re(u) < |y
b) Vue C, Re(u) = |u] & uelRy

Démonstration. (Lemme 1)

a) Soit u € C. Alors il existe (a,b) € R? tel que : u = a +ib.
« Tout d’abord : Re (u) = a < |af
« Ensuite : |a| = V2. Or :

a? < a? + b2 (car b* > 0)

7 - 5 5 (par croissance de la
donc \/CT X m fonction \/ sur R+)

d’ou la| < |b]

o Ainsi, par transitivité :
Re (u) < la| < [u|

b) Soit u € C. Alors il existe (a,b) € R? tel que : u = a + ib. Raisonnons par double implication :
(<) Supposons u € R;. Alors: b=0¢et a € Ry. D’ou :

lu| = Va2+b = Va2 = a (car a >0)
Ainsi : |u| = Re (u).



(=) Supposons : Re (u) = |ul. Alors :
x a=|ul > 0. Ainsi : a € Ry.
x De plus :
0« VTP
donc  a®=a?+b?
d’on 0="0?

ainsi 0=19b

Finalement, on obtient : u =a+ 0 =a. Or a € Ry. On en déduit : u € Ry.

Démonstration. (Proposition 10)
1) Soit (21, z2) € C2. Deux cas se présentent :

e si z1 = 0, alors 'inégalité est évidente.

. sizl#O,onpose:u:@.
,,,,,,, N
x Alors
21+ 2 z
|21 + 22| < 21| + |22 & M<1+M
|21] |21]
atznl g |a
21 29

& [14ul <1+ |yl

& [T+u <+ |ul)?

& (I+u)(1+u) <1+2uf+ |uf?

& (1T+u)(1+a) <1+2|u|+ |u?

& Y+ut+u+wa <X +2ul+wa

u—+u
2

< Juf

< Re(u) < |u

(par compatibilité du module
avec le quotient)

(par stricte croissance de la
fonction carrée sur Ry )

(par linéarité de la
conjugaison)

x Or, cette derniére inégalité est vraie d’aprés le point a) du Lemme 1.
Par équivalence, on en déduit que la premiére inégalité est vraie. On ainsi démontré la premiére

inégalité triangulaire :

Y(z1,29) € C?, |21 + 20| < |21| + | 22|

o Démontrons maintenant le cas d’égalité.
Soit (21, 22) € C2. Deux cas se présentent :

x si z1 = 0, alors I’égalité est vérifiée.

|21 + 22| < |z1] + |22] & Re(u) =|u| & veRy

ol la derniére équivalence est obtenue avec le point b) du Lemme 1.

T R . . . 22 .
Ainsi, si 21 # 0, I’égalité a lieu si et seulement si — =u € Ry, i.e. 20 =uz.

21



2) Soit (21, 22) € C2. On rappelle qu’on a démontré la premiére inégalité triangulaire :

V(u,v) € C? Juto| < ful+ o] (%)

Tout d’abord :

HZ1!—!Z2H < |21 — 22| © —lz1 — 22| < 21| — |22] < |21 — 22

On applique l'inégalité (%) & u = 21 — 22 et v = z9. On obtient :

‘(21—22)—|—22‘ < ’21—22‘+|22|
I I
|21 |21 — 22| + |22
Ainsi @ 21| — |22 < |21 — 2.

On applique l'inégalité (x) & u = 21 — 23 et v = —z1. On obtient :

(21— 22) + (—21)] < |z — 2|+ — 2

|z2| = | — 2] |21 — 20| + | — 21| = |21 — 22| + |21]

Ainsi : —|2z1 — 22| < |z1] — |22
o Finalement :
—|21 — 22| < |21] — |22] < |21 — 29
D’ou :
|[21] = |22]| < |21 — 22

Commentaire

e On a utilisé dans cette preuve la propriété classique suivante.
Soit x € R. Soit a € Ry
lz] <a & —a<z<a

e On peut déduire de l'inégalité triangulaire la proposition suivante.
Soit n € N*. Soit (21, ...,2,) € C". Alors :

n

> 2k

k=1

n
< X e
k=1

(on démontre ce résultat par récurrence sur n)

10



Commentaire

L’inégalité triangulaire s’interpréte conformément a son nom. Les cas d’égalité sont apparents.
On note My (z1), Ma (22) et N (21 + 22). L’inégalité triangulaire s’énonce géométriquement de
la fagon suivante :

ON < OM;+ OM>

Sl

/
\
7

I

/

II.1.c) Ensemble U des nombres complexes de module 1

Définition (Ensemble U)
L’ensemble des nombres complexes de module 1 est noté U.

U= {ze€C|lz| =1}
Proposition 11.
1) UccC*

2) U#o

3) U est stable par x :
V(z,2) e U? 27¢€U

est stable par passage a linverse : pour tout z € U, z7* existe et z7+ € U.
4) U est stabl ge a li tout z € U, 271 existe et 271 € U

Commentaire

On dit que (U, x) est un sous-groupe de (C*, x).

Démonstration.

1) Soit z € U. Alors : |z| = 1. Donc z # 0. Ainsi : z € C*.
On en déduit : U C C*.

2) On remarque : 1 € U. D’ou : U # 2.

38) Soit (z,2') € U2
22 = |27 (par compatibilité du module
a avec le produit)
= 1x1 (car (z,2') € U?)
=1

On en déduit : z2' € U.

11



4) Soit z € U. Comme z # 0, alors z~! existe. De plus :

= |
z
_ 1 (par compatibilité du module
7 avec linverse)
1
= 7 (car z € U)
=1

Dou:z1el.

1

Proposition 12. (Interprétation géométrique de ’ensemble U)

Dans le plan compleze, l'image de ’ensemble U est le cercle de centre >

Porigine O et de rayon 1.

I1.2. Arguments d’un nombre complexe et écriture trigonométrique
I1.2.a) Définition et premiéres propriétés

Définition (Angle orienté)
Soit M un point du plan complexe distinct de O.
Les vecteurs U et OM définissent un angle orienté noté (o, OM).

Proposition 13.
Soit M un point du plan complexe distinct de O.
L’angle orienté (W ,0OM) a une infinité de mesures.
Notons 0 l'une d’entre elles. Alors, pour tout k € Z, le réel 0 + 2k est aussi une mesure de [’angle
. ——
orienté (W ,0M). On notera :
(Z,0M) = 6 [2n]

(cela se lit : « Uangle (U, O—]\>4) est congru a 6 modulo 2 )

S

h 4

12



Définition (Argument d’un nombre complexe)
Soit z € C*. On note M son image dans le plan complexe.
On appelle argument de z, et on note arg(z) toute mesure en radians de I’angle orienté (7, OM).

S

h 4

Proposition 14.
Soit z € C*.
o Le nombre complexe z admet une infinité d’argument.
Plus précisément, si le réel 0 est un argument de z, alors, pour tout k € Z, 0 + 2 km est un argument

de z. On notera :
arg(z) = 6 [27]

o La mesure d’angle appartenant & lintervalle | — mw, 1] est appelée argument principal de z.

A L’argument d’'un nombre complexe n’étant pas unique, on parle d’UN argument d’un nombre

T Z
complexe. Prenons par exemple le nombre complexe : z = cos <§) + ¢ sin (§>

T T T
Alors un argument de z est 3 mais aussi 3 + 27, 3 4, ete.

A Le nombre complexe 0 n’admet pas d’argument !

Exemple Donner un argument des nombres complexes i et —i.

Démonstration.
s
« Notons z =i et M le point d’affixe z. Alors : M = (0,1). On en déduit : (7,0M) = g [27]. Ainsi :

arg(i) = T [27]

2
) —— s
« Notons 2’ =i et M’ le point d’affixe 2. Alors : M’ = (0, —1). On en déduit : (7,0M’) = -3 [27].
Ainsi :
, 7T
arg(—i) = —— [27]
2
M (i)
[T
vl 2
T >
ol la
12
M’ (—1) 0

13



Proposition 15.
Soit z € C*. Alors il existe (x,y) € R? tel que : z = x +iy. On note 6 un argument de z. Alors :

cos(f) = % et sin(f) = "Z‘

Démonstration.

Soit z € C*. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x +4y. On note M le point d’affixe z et 6 un
argument de z.

o Par définition du produit scalaire :

<W,0M> = || x| OM| x cos ((ﬁ,o_z\i))
B (par définition du module et
= I x|zl x cos(6) d’un argument de z)
~ 1% ]2 cos(d) (car (0,7, ) est

un repére (ortho)normé)

()« ()

Ainsi, par propriété du produit scalaire :

Par ailleurs :

<7,E\7>: Ixz+0xy = x

On en déduit : = |z| cos(f). Or, comme z # 0, alors : |z| # 0. D’ou :

x
cos(f) = —
E
o Par définition du produit scalaire :
P
<W,0M> = ||| x|OM| x cos( 7, 0M ))
— 1x | x cos( ,O ) (memes /miguments que le
point précédent)
= |z| cos (E - 9)
2
= |z| sin(0)

M
sin(6) 7\ /
M
ro M ‘
N ,: — U 9 _/\
U T: - 9 : A
0) O ¢oS (g — 6’)

14



Par ailleurs :
—
7 = (0> ot OM = (x)
1 Yy
Ainsi, par propriété du produit scalaire :
——
<U,OM>= 0xz+1lxy =y

On en déduit : y = |z| sin(#). Or, comme z # 0, alors : |z| # 0. D’ou :

. Y
sin(f) = 7l

Exercice 1
1. Déterminer le module et un argument du nombre complexe z = 1 + 3.

2. Déterminer le module et un argument du nombre complexe 2’ = —1 4 v/3.

Démonstration.

1. Commengons par déterminer le module de z.

|z = V12412 = V2

On note # un argument de z. On obtient alors :

cos(f) = L. @ et sin(f) = L @
2 2 V22
T V2 . (T V2 1 _m
Or : cos (Z) =5 et sin (Z) =5 On en déduit : arg(z) = 1 [27].
™ E
Remarquons : z = /2 (COS (Z) + i sin (Z>>

2. Commencons par déterminer le module de 2’.

2l = (=12 + (VB2 = Vi = 2

On note ¢ un argument de 2’. On obtient alors :

-1 1 V3
2

cos(f) = — = ~3 et sin(f) =

2 1 2 2
Or : cos <;> =3 et sin <;> = 73 On en déduit : arg(z) = g

Remarquons : z = 2 (cos <2;r> + ¢ sin (2;))

[27].

15



Proposition 16.
Soit z € C*.

1) Soit A € R*.

arg(z) [27 stA>0
mWh{ o(2) [27]

arg(z) +m [2n]  siA<O0
En particulier : arg(—z) = arg(z) + 7 [27]
2) arg(s) = —arg(2) [2r]
3) zeR* & (arg(z) =0[2r] 0OU arg(z)=mw [277]) < arg(z) =0 [n]
Plus précisément :
zeRY & arg(z) =0 [27]

4) z€iR & (arg(z) Eg [27] OU arg(z)=——= [2#]) & arg(z) Eg [7]
Démonstration.
Soit z € C*. On note M l'image de z.

1) Soit A € R*. On note N l'image de A z. Deux cas se présentent :
x si A >0, alors : (7,0?) = (7,0—Z\>J) On en déduit :

arg(Az) = arg(z) [27]

Ni(Az)

<L

J=

x si A <0, on note N’ 'image de || z. Alors N’ est le symétrique de N par rapport & O. D’ou :

(¥,0N) = (

— (d’apres le point
précédent)

On en déduit :
arg(Az) = arg(z) + m [27]

0+ M (z)

l=

16



2) On note M’ I'image de z. Alors M’ est le symétrique de M par rapport a I’axe des abscisses. On
en déduit : (7,0M") = —(d,OM) [2x]. Ainsi :

arg(z) = —arg(z) [2n]
M (2)
AN
0] —0
N(2)

8) Comme z € C, alors il existe (z,y) € R? tel que : z = 2 + iy. On note § un argument de z.
zeR* & y=0
. Y
sin(f) = = =0
2|
=0 [2n] OU 6= [27]
0 =0 [r]

=
=
=
On en déduit :

zeR* < (arg(z) =0[27] 0OU arg(z)=m [27r]) < arg(z) =0 [n]

4) On raisonne comme dans le point précédent :

z€iR & =0

x
& cos(f)=— =0
(0) B
T
& 955 [27] QU 60 =—— [27]
& 0= g [7]
On en déduit :
z€iR & (arg(z) Eg 2] 0U arg(z) = —g [277]) & arg(z) Eg [7]
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I1.2.b) Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe

Définition (Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe)
Soit z € C* de module r et d’argument 6.
Une écriture (ou forme) trigonométrique de z est :

z = r(cos(f) + i sin(f))

A Un nombre complexe admet une infinité d’écritures trigonométriques, puisqu’il admet une
infinité d’arguments. On parle donc d’UNE écriture trigonométrique d’un nombre complexe.

Exercice 2
Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe z = —/3 — 3.

Démonstration.

« Commencons par déterminer |z|.

2] = J(—VB2+ (1) = VI = 2

o On note 6 un argument de z. Alors :

1
cos(f) = —\ég et sin(f) = —5
. o
On en déduit : arg(z) = 5 [27].
Finalement :
z = 2| cos om 4+ ¢ sin | —
B 6 6
O
Proposition 17.
Soient (z1,292) € ((C*)Q.
21| = ||
21 = 22 ~
arg(z1) = arg(za) [27]

I1.2.c) Formules trigonométriques

Proposition 18.
Soit 0 € R.
cos?(0) +sin?(f) = 1

Démonstration.

Soit # € R. On note z un nombre complexe de module 1 et d’argument 6. Alors il existe (z,y) € R?
telque: z=x+iy.

De plus :

On en déduit :

18



Proposition 19. (Formules d’addition)
Soit (a,b) € R?.

1) cos(a—b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
2) cos(a+0b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
3) sin(a —b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
4) sin(a+b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
Démonstration.

1) On consideére les points M et N d’affixes respectives zps = cos(b)+1i sin(b) et zy = cos(a)+1i sin(a).

o Remarquons tout d’abord que, d’apreés la proposition précédente :
lem| = lan| =1

Ainsi, (zar, 2n) € U2 On en déduit que M et N sont situés sur le cercle trigonométrique (cercle
de centre O et de rayon 1). On obtient la configuration suivante :

sin(a) |--------- A

sin(b)

« Notons de plus :

@,0N) - (@,0M) [2x]
= a—b [27]

(OM,ON)

On obtient alors :

x d’une part :

<OM,ON > = [|OM]| x |ON]| x cos (OM,ON))
= 1><1><cos((0—]\>/[,m)) (car (zp1, 2n) € U?)
= cos(a —b)
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x d’autre part, par définition de 'affixe d’un vecteur :

O—]\>4 _ (cos(b)) ot OW _ (cos(a))

Ainsi :

On en déduit bien : cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

sin(b)

sin(a)

< O—]\J,_O_ﬁ > = cos(b) cos(a) + sin(b) sin(a)

2) On utilise la formule précédente :

sin(a — b)

cos(a+b) = cos(a— (-b))

= cos(a) cos(—b) + sin(a) sin(—b)

= cos(a) cos(b) + sin(a) (— sin(b))

= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

= sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

4) On utilise la formule 3) :

Exercice 3

Déterminer la valeur de cos (%) A l'aide d’une formule d’addition.

Démonstration.
On remarque :

sinfa+b) = sin(a—(-b))

= sin(a) cos(—b) — sin(—b) cos(a)

= sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

20
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On en déduit :

cos(lﬂz) = oS (g) coS <%)+sin (g) sin <%)
1V2 VB2
~ 22 "9 2

=%
—
+
&

Proposition 20. (Formules de duplication)

Soit a € R.
cos(2a) = cos?(a) —sin®(a) = 2 cos?(a) —1 = 1— 2 sin%(a)
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)
Démonstration.
Soit a € R.
« Tout d’abord :
cos(2a) = cos(a+ a)

(par formule de

= cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a) duplication)

= cos?(a) — sin?(a)

= cos?(a) — (1 — cos®(a))
= 2cos?(a) —1

= 2(1-sin%*(a)) -1

= 1-—2sin?(a)

o Ensuite :
sin(2a) = sin(a+ a)

= sin(a) cos(a) + sin(a) cos(a)

= 2 sin(a) cos(a)

Exercice 4 -
Déterminer la valeur de cos (ﬁ) a l'aide d’une formule de duplication.

Démonstration.
On remarque :

Or :

x d’une part :
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x d’autre part :

On en déduit :

Ainsi :

12

cos? (Z) = 23

Comme cos (%) > 0, on obtient finalement :

I1.2.d) Propriétés des arguments

Proposition 21. (Propriétés des arguments)
Soit (z,21,22) € ((C*)3.
1) arg(z1 22) = arg(z1) + arg(z2) [27]

P ——

3) arg <2> = arg(z1) — arg(z2) [27]

Démonstration.
1) Soit (z1,22) € ((C*)2. Alors il existe (r1,72) € ]0,+0oo[? et (01,62) € R? tels que :

21 =171 (cos(@l) +1 sin(&l)) et 2o =Ty (008(92) +1 sin(ﬁg))
Alors :
2129 = (7’1 (cos(6h) + i sin(@l))> (rg (cos(f2) + i sin(@z))>
= rn 7"2((:05(91) cos(fz) + i cos(;) sin(f2) + i sin(f1) cos(fz) — sin(6;) sin(ﬁg))
_— r2<(cos(91) cos(02) — sin(0y) sin(02)) + i (sin(61) cos(f2) + sin(6y) cos(&l))>
= 1y (cos(f1 + 02) + i sin(f; + 62))
L’écriture ci-dessus est donc une forme trigonométrique du complexe z; zo. On en déduit :

arg(z) z2) = 01 + 0 [27]
= arg(z1) +arg(z2) [27]

(notons que l'on retrouve bien : |z1 zo| = 1112 = |21] |22|)
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2) Soit z € C*.
o D’une part :
arg <E> = arg(l) = 0 [27] (car 1 € RY )
z

o D’autre part, d’aprés le point précédent :
1 1
arg <E> = arg <z X ) = arg(z) + arg () [27]
z z z

1
Ainsi, par transitivité des congruences : arg(z) + arg () =0 [27]. D’ou :
z

arg (1) = —arg(s) o]

3) Soit (z1,22) € ((C*)Q.

z1 1
arg g = arg | z1 X g

= arg(s1) + arg <1> 2r]  (daprés 1))

22

= arg(z) —arg(ze) [27] (d’apreés 2))

Proposition 22.
1) Vz € C*, VYn € N, arg(z") = n arg(z) [27]
2) Vn € N*, V(z1,...,2,) € (C*)", arg (ﬁl zi> = il arg(z;) [27]
i= i=
Démonstration.
1) Soit z € C*. Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou  P(n) : arg(z") = n arg(z) [27].
» Initialisation :
«x d’une part : arg(z") = arg(1) = 0 [27] (car 1 € RY)
x d’autre part : 0 x arg(z) =0
Ainsi : arg(2°) = 0 x arg(z) [27].
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. arg(z"*1) = (n + 1) arg(z) [27])

arg(z"t1) = arg(z x 2")

(d’apres la proposition

= arg(z) barg(z") Ra] L ente)

= arg(z) +n arg(z) [27] (par hypothése de récurrence)

(n+1) arg(z)  [2n]

D’ou P(n+1).
Par hypothése de récurrence : Vn € N, arg(z") = n arg(z) [27].
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2) Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n)

s

ot P(n):V(z1,...,2,) € (C*)", arg < 1zi> = i arg(z;) [27].

) =1

» Initialisation : soit z; € C*.
1

o D’une part : arg (H zi> = arg(z1)
i=1
1
« D’autre part : > arg(z;) = arg(z1)
i=1

1 1
Ainsi : arg (H zz> = > arg(z).
i=1 i=1
D’out P(1).
» Hérédité : soit n € N*.

=1 =1

n+1 n+1
Supposons P (n) et démontrons P(n+1) (i.e. V(z1, ..., 2nt1) € (C*)n+1, arg < I zi> = Y arg(z) [27))

Soit (21, cee s Rmy Zn+1) € (C*)n+1

n+1 n
arg ( I1 Zi) = arg <'H zZj X Zn+1>

=1 =1
(d’apres la proposition
précédente)

= org (1) + anglensr) L2

=1

Il

arg(z;) + arg(zp4+1) [27] (par hypothése de récurrence)

=1

n+1

= > arg(z;) [27]

=1

D’ou P(n+1).

e

Par principe de récurrence : Vn € N* V(z1,...,2,) € (C*)n, arg <

zi> =3 arg(z) [27].

i=1 i=1

Exercice 5
On considére les nombres complexes z; = —V3+iet zg=—41.
Déterminer une écriture trigonométrique des nombres complexes :

1. 21 22 2. 2%020

Démonstration.
Commengons par déterminer une écriture trigonométrique de z; et zo.
« Déterminons d’abord |z1].

] = (VB2 412 = Vi = 2

Ainsi :

)
D'ou : arg(z1) = g
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o Déterminons |za].
zo] = |—4i] = |—4||i] = 4x1 = 4

Ainsi :
2 = 40+ (1)) = 4 (con () +isin (-3))
D'ou : arg(zz) = —g.

1. Tout d’abord :

‘21Z2‘ = ’21HZ2’ = 2x4 =8
Ensuite :
arg(z122) = arg(z1) +arg(z2) [2n]
S5t w
= —_ - = 2
) [27]
5t 3w
= —_ - — 2
i [27]
2
= % [27]

Finalement : z1 20 = 8 (cos (g) + 1 sin <%))
2. Tout d’abord :

22020 — |5, [2020 _ 92020
Ensuite :

arg (:2020) = 2020 arg(z1) [27]

5
_ 2020 2L [27]

6
_ 505307r 2]

41 2+4

_ (8 X 3 ; + ) d [27.‘.]

4
?ﬂ +841x2r  [27]

am
3

4 4
Finalement : 22020 = 22020 (cos (;) + ¢ sin (;) )
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I1.2.e) Interprétations géométriques
o Soit (z1,29) € ((C*)Q. On note M7 'image de 21 et My 'image de z2s.

s
« Le réel arg(z1) est, par définition d’un argument, une mesure de I'angle (7, OMj).
—
De méme : arg(z) = (7, 0Ms) [27].

x Ainsi :
arg [ —
21

arg(zy) — arg(z1) [27]
= (7,0M;) — (,0M;) [27]
= (OM,0M)  [2n]

—
Le réel arg <22> est donc une mesure de 'angle (OM;, OMs).
21

My

v

<\ arg(zz)

\
O~ J et

Proposition 23.
Soit (21, 22) € ((C*)2, On note My limage de z1 et My limage de zs.
2 —
Le réel arg (2> est une mesure de l'angle (OM;, OMs).
z1
« Soient A, B et C trois points deux a deux distincts du plan complexe d’affixes respectives z4, zp et
zZC.
x Dans ce cas, le vecteur ﬁ a pour affixe zp — z4 et le vecteur ﬁ a pour affixe zo — z4.

z0— 2
D’aprés le point précédent, une mesure de ’angle (1@ , 1@) est : arg (CA)
ZB — RA

x On est par exemple dans la situation suivante :

('Y
/(
A
arg(Zr =)
A T
~
B
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Proposition 24.
Soient A, B et C trois points deux & deux distincts d’affizes respectives za, zp et z¢o. Alors :

A, B et C sont alignés < arg <u> =0 [n]
z

Commentaire

Rappelons qu’on a toutes les équivalences suivantes :
A, B et C alignés & E et @ colinéaires
& JAER, AC=\-AB

< ANER, ze—z4=A(2p— 24)

20— %
s INeR, 272 )
B — RA
20— 2
o TR
2B — ZA
20— 2
& arg(C—A>EO[7r]
2B — ZA

\.

Proposition 25.
Soient A, B et C trois points deux & deux distincts d’affizes respectives za, zg et z¢o. Alors :

L’angle CAB est droit < arg (M)

5 [7]
ZB — ZA 2
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