Nombres complexes - Chapitre 2

I. Définition, écriture algébrique, conjuqué

I.1. Introduction

Historiquement, le premier ensemble & avoir été étudié est Pensemble N des entiers naturels. A partir
de cet ensemble, on a souhaité résoudre différents type d’équations.

L’équation x — 5 = 0 par exemple admet bien une solution dans N : § = {5}.

L’équation (simple) x + 1 = 0 n’admet pas de solution dans N. On a donc construit 1’ensemble
Z, contenant N, des entiers relatifs. Dans cet ensemble Z, I’équation précédente admet bien une
solution : § = {—1}.

L’équation (simple) 2z + 1 = 0 n’admet pas de solution dans Z. On a donc construit 'ensemble D,
contenant Z, des nombres décimaux. Dans cet ensemble I, I’équation précédente admet bien une
solution : § = {—0, 5}.

L’équation (simple) 3z + 1 = 0 n’admet pas de solution dans ID. On a donc construit I’ensemble Q,
contenant D, des nombres rationnels. Dans cet ensemble Q, I’équation précédente admet bien une
solution : § = {—% .

L’équation (simple) 22 = 2 n’admet pas de solution dans Q. On a donc construit ’ensemble R,
contenant Q, des nombres réels. Dans cet ensemble R, ’équation précédente admet bien une solution :
S = {V2}.

L’équation (simple) #2 = —1 n’admet pas de solution dans R. On construit alors ensemble C,

contenant R, des nombres complexes. Dans cet ensemble C, I’équation précédente admet bien une
solution : & = {i}.

On s’intéresse dans ce chapitre & cet ensemble C de sa construction, aux propriétés qui lui sont spéci-
fiques.

I1.2. Premiéres définitions et propriétés

On introduit un ensemble de nombres noté C muni d’une somme et d’un produit avec les mémes
propriétés que sur R. Plus précisément, on admet qu’il existe un ensemble C contenant R, muni de
deux lois internes + et x et un élément 4 tel que 2 = —1 € R :

x dont les lois 4+ et x prolongent celles de R,

x tel que tout élément de C puisse s’écrire :

z=x4 (i xy) avec (z,y) € R?

Exemple
Les nombres 1 + 2i, 2 — 53, 7, —im, In(7) + ie sont des nombres complexes.

Définition (Ecriture algébrique)
Soit z € C. Alors il existe un unique couple (a,b) € R? tel que : z = a + ib.

x On appelle cette expression écriture algébrique de z (ou écriture cartésienne de z).

x Le réel x est appelé partie réelle de z et est noté Re (2).

x Le réel y est appelé partie imaginaire de z et est noté Im (z).



Démonstration.
Démontrons 'unicité de 1’écriture algébrique.

Soit (z1, 22, Y1, 22) € R* tel que :
z = mx +in
zZ = X9+ iyg

1 — 22 =1 (Y2 — Y2)
2 _

« Alors tout d’abord :

—(y2 — 1)?
Onnote: X =x; —x2 € Ret Y =yy —y1 € R. On obtient alors : X2 = —Y2.

donc (1 — x2)

o Démontrons : Y = 0. Pour cela, raisonnons par ’absurde.
Supposons : Y # 0. Alors :

Y
x d’une part : < € R,

X\* X2
x d’autre part : <?) =3z =
Absurde! Car le carré d’un réel est toujours positif.
On en déduit : Y = 0.

e Or: X2=—-Y2 Donc: X =0. Ainsi :

-1

r1 =2 et Yy =1y

L’écriture algébrique du nombre complexe z est donc unique.

Commentaire

o Comme 'écriture algébrique de z est unique, on peut parler de ’écriture algébrique d’un
complexe, de la partie réelle, de la partie imaginaire.

o Comme l'écriture algébrique est unique, on a en particulier, pour tout z € C :

z2=0 < Re(z) =0ETIm(z)=0

Exemple

e Siz=4+43i,alors: Re(z) =4 et Im(z) = 3.

e Siz=—5i+17, alors : Re(z) =17 et Im (z) = —5.
e Siz=1/2,alors : Re(z) = v2 et Im (z) = 0.

2 2
o« Siz=—i B alors : Re(z) =0 et Im (2) = —E

Proposition 1.
o L’application ® : R? — C est une bijection.
(x,y) — x4y

o On appelle imaginaire pur tout nombre complezxe de la forme iy avec y € R.
On note iR = {iy | y € R} Uensemble des imaginaires purs.

o Soit z € C. On a les équivalences suivantes :
(1) Re(2) =0 & z€iR
2) Im(2)=0 & z€eR



Proposition 2.

Soit P un plan affine (avec des points) euclidien (muni de mesure de distances et d’angles) orienté
muni d’un repére orthonormé direct (0, i, j)
On peut identifier P et C.

Démonstration.
On note :
e + C — P Yo P — C
2z +— O+Re(z)i+Im(z) 7] m=(a,b) + a-+ib
Les applications ¢ et 1) sont bijectives et : p = 1p~1. O

Proposition 3. (Propriétés de + et x)
Soient (z1, 22, 23) € Cs.
1) Associativité de + :

(z1+2)+23 = 21+ (22+23) = z1+22+23
2) Commutativité de + :

Z1t220 = 22+ 21

8) Element neutre pour + : 0 est I’élément neutre pour la loi +.

O+2z = 240 = 2

4) Opposé pour + : tout z € C admet un opposé pour la loi +, noté —z.

z24+(—2) = (—2)4+2 =0

5) Associativité de X :

(Z1><22)><23 = 21><(22><2’3) = 21 X 29 X 23

6) Commutativité de X :

Z1 X 29 = 29 X 21

7) Element neutre pour x : 1 est l’élément neutre pour la loi X.

1xz = z2x1 = 2

8) Inverse pour x : tout z € C* admet un inverse pour la loi X, noté %

1 1
X — = —xz =1
z z
9) Distributivité de x_sur +
21 X (224 23) = 21 X 20+ 21 X 23 et (21 +22) X 23 = 21 X 23+ 22 X 23

10) Intégrité :

(2’1X22:0) = (Z1:00UZ2:0)

Commentaire \

Pour la culture :
o un ensemble muni de deux lois internes + et x vérifiant les propriétés 1), 2), 3), 4), 5),
7), 9) est appelé anneau (unitaire).

« si cet ensemble vérifie en plus 6), alors 'anneau est dit commutatif.

« si, en plus de tout cela, ’ensemble vérifie la propriété 8) (i.e. 'ensemble vérifie les propriétés
1) & 9)), alors cet ensemble est appelé un corps.

« enfin, un ensemble vérifiant toutes les propriétés de 1) & 10) est appelé un corps intégre.




Exemple
Mettre les nombres suivants sous forme algébrique.

1) 3 2) 3+2i—(3i—2) 3) (3 —2i)(2+ 3d)

Démonstration.
1) Tout d’abord :

On remarque : Re (23) =0et Im (23) =—1.
2) Ensuite :
3+2i—(3i—-2) = 3+2i—-3i+2 =5—1
On remarque : Re(3+2i— (3i —2)) =5 et Im(3+2i — (3i —2)) = —1.
3) Enfin :
(3—-2i)(2+3i) = 6+9i—4i—6i> = 6+5i+6 = 12+ 5
On remarque : Re ((3 —2i) (24 3¢)) =12 et Im ((3 — 27) (2 + 3i)) = 5.

Exercice 1 Résolution d’équations de degré 1 dans C

1) Résoudre dans C 'équation (E7) : 3z + 5i = 4i z+ 2. On mettra la solution (s’il y en a) sous forme
algébrique.

2) Résoudre dans C 'équation (E2) : (z+2) (3+14) = —i 2+ 6. On mettra la solution (s'il y en a) sous
forme algébrique.
Démonstration.
1) On peut choisir parmi deux méthodes.
o Méthode 1 :
a) on résout I’équation « comme dans R » en isolant I'inconnue z,
b) on écrit le résultat obtenu sous forme algébrique.

Appliquons cette méthode.
Soit z € C.

a) Tout d’abord :

2—b5i
Be4Si=diz+2 & 3z-diz=2-5i & B-4i)z=2-5i & 2= 42,
— 4
1ok , . . . 2—-5:¢
On en déduit que I’équation (F;) admet une unique solution : zy = L
— 4
b) De plus :
2 — 5i (2 — 54) (3 + 44) 6 + 8i — 15i — 2042 6 — 7i + 20 26 7 .
2 = = = — = — — —
O 7T 34 T (3—40)(3+4d) 9 — (4i)2 9+16 25 25

Finalement : S,y = {28 — L i}
o Méthode 2 :

a) on comme par écrire z sous forme alébrique : z = x 4 iy. On obtient ainsi un systéme de 2
équations a 2 inconnues (z et y) en identifiants parties réelles et imaginaires,

b) on résout ce systéme.



Appliquons cette méthode.
Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = z + iy.
a) Tout d’abord :

32z+bi=4iz+2 & 3(x+iy)+5=4i(x+iy)+2
& dr 43y + 51 =4dix —4y + 2
& Bz +4y) +i(—4x +3y) =2 —5i

= { 3z + 4y = 2 (par unicité de l’écriture sous

—4x + 3y = -5 forme algébrique)

b) On pousuit la résolution du systéme.

32+ 5i=4diz+2 & { ii i gg - _§
L2e3L2+4L1 { 3z — 2
25y = —7
L1e25L1 4Ly { 751 = 78
= -7
L1<—77L1 o 7873X267%
ol 75 3x25 25
S
25
Finalement, on retrouve bien (heureusement!) : S(g,) = {% - % i}.
2) Soit z € C.

o Méthode 1 :
a) Tout d’abord :

9
(z42)3+i)=—iz4+6 < 3z+iz+8+2i=—iz+8 < (3+2i)z2=-2i & z= —3_:2,
i
9
On en déduit que I'équation (FE2) admet une unique solution : zy = —3 +Z2,.
i
b) De plus :
2i 2i (3 —21) 67 4 4 4 6 .
Z = — = — = —-———— = —— — — 1
0 3+ 2 (3 + 2i) (3 — 2i) 9 — (20)2 13 13
Finalement : S(g,) = {—& -S4}
o Méthode 2 :
Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = x + iy.
a) Tout d’abord :
(z+2)(3+i)=—iz+6
& (x+iy+2)3+1)=—i(r+iy)+6
& Jxtiww+3y—y+B+2i=—xt+y+8
& Bz —2y)+i(2z+ 3y) = —2i
- { 3z — 2y = O (par unicité de l’écriture
2z 4+ 3y = -2 sous forme algébrique)



b) On pousuit la résolution du systéme.

(2+2)3+i)=—iz+6 & { i N gz _ _g
Lzest 2L, { 3z — 2y = 0
13y = —6
L1e13L1+2L2 { 39 ¢ = —12
= -6
Li 5Ly _ 12 3x4 4
L b v T 39 Zx13 13
<~
_ 5
Y 13
Finalement, on retrouve bien : §g,) = {-% - =i}

A Pour la résolution de systémes, on privilégiera toujours l'utilisation de ’algorithme du
pivot de Gauss a la substitution pour diminuer drastiquement le risque d’erreurs de calculs.

I.3. Conjugué d’un nombre complexe

Définition (Conjugué)
Soit z € C tel que : z = x + 1y.
On appelle conjugué de z et on note zZ le nombre complexe :

zZ = x—1y
Proposition 4.
Soit z € C. Alors :
1) Re(s) = 217 2) m () = 27 8) 27 = (Re(2))” + (Im (2))”

Démonstration.
Soit z € C tel que : z = x + 1y.

1) On remarque :

D’oﬂ:Re(z):Z;Z
2) De méme :
z—2Z = (z4+iy) — (z—1y) = 21y = 2i Im(2)
zZ—Zz
Dou:1 =
o : Im (2) 5;
3) Enfin :

22 = (e+iy)(z—iy) = 2° —(iy)* = > +4
Dot : 2z = (Re (2))? + (Im (2))2.



Proposition 5. (Propriétés de la conjugaison)

1) Caractére involutif : Vz € C, (z) = z.

En particulier, pour toutn € N : Vz € C, (2") = (z)n

1 1

4) Compatibilité avec l'inverse : Vz € C*, (7> =—.

********************* z z
. . z1 z1
5) Compatibilité avec le quotient : ¥(z1,z2) € C x C¥, () = —.
”””””””””””” z9 z9

Démonstration.
1) Soit z € C tel que : z = x + 1y. Alors :

(2) = (x4+iy) = z—iy = z+i(—-y) = z—i(-y) = x+iy = z

2) Soit (A1, A2) € R2. Soit (21,22) € C? tel que : 21 = x1 + iy; et 20 = xo + iyo.
o D’une part :
A z1+Azo = Ar (w1 +iyr) + Ao (w2 +iy2) = (Ao + Aow2) +i(Aryr + A2 y2)
Ainsi :
Mzt Az = (M + Xoxe) —i (A yr + A2 yo)
o D’autre part :

MZI+ Xz = A (21 —iy1) + A (e —iy2) = Mz + Aeaa) —i (AMy1 + A2 y2)

Finalement, on a bien :
A1z1+ X222 = A\ 21 + Ao 22

8) Soit (21,22) € C? tel que : 21 = x1 + iy et 22 = 23 + iyo.

e D’une part :
Xz = (v14iy1) (Tatiye) = 21 Tot+iziyi+izeyi+iZyiye = (21 22—y1 y2)+i (1 y2+x241)
Ainsi :

21 X z2 = (r1272) —i(T1Y2 + T291)

o D’autre part :
— . . _ . . ) _ .
Z1xzZg = (x1—iy1) (w2—1iy2) = T122—ix1Yo—iT2 1+ Y1 Y2 = (21 22—y1y2)—1 (T1 y2+22 Y1)

Finalement, on a bien :
21 X 29 = 21 X 22
(on démontre le cas particulier par récurrence sur n)

4) Soit z € C*. Alors il existe (z,y) € R?\ {(0,0)} tel que : z = = + iy.

o On commence par écrire — sous forme algébrique :
z

1 1 T —1y T —1y T —1y T . Y

: atiy (@t @iy 2 (P 2ty Ay Dty
On en déduit :

(1) x i Y
) = i
z w2 +y? 2?4 y?



o Par ailleurs :

1 T+ 1y T+ 1y T + 1y T . Y

T — iy (x —iy) (z +iy) x? — (iy)? z2+92 x2+y2+2x2+y2

NI

Finalement, on a bien :

/N
IS
~_
|
N

5) Soit (z1,22) € C x C*.

@ - &)

N
[\

(par compatibilité de la

1

&

X
7 N\
) "_‘
N———

z conjugaison avec le produit)
R 1 (par compatibilité de la
- Z2 conjugaison avec l’inverse)
oz
R

Commentaire

« Rappelons la définition de bijectivité.
Une fonction f : F — F est dite bijective s’il existe une fonction g : F' — E telle que :

fog=idp et go f=idg

o Le caractére involutif de 'application f : C — C permet donc d’en déduire sa bijectivité.

z =z
Démontrons le.

Soit z € C. o
(fof)z) = f(f(2) = f(2) = (3) = =

Comme cette égalité est vérifiée pour tout z € C, on en déduit :
feof = idc

On en conclut que f est bijective, de réciproque elle-méme (f~! = f).

« On appelle aussi les fonctions involutives (les fonctions f vérifiant f o f = idg) des symétries.
Nous reviendrons plus en détails sur ce point dans le chapitre suivant mais rappelons nous
que ensemble C est en bijection avec le plan R? (on parle d’ailleurs de plan compleze). Dans
ce contexte, nous verrons que la conjugaison est effectivement une symétrie : la symétrie par
rapport a ’axe des ordonnées.

Exercice 2
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

1 141
21 —3

1
— b
@) ; ) Trai




Démonstration.
1) Tout d’abord :

1 1
On remarque : Re <7> =0et Im <7> =—1.
7 7

2) Ensuite :
1 1—2¢ 1—2 1—2 1 2
= = = = - — — 1
14 2¢ (1+2i) (1 —27) 1—(20)2 1+4 5 5
1 1 1 2
On remarque : Re (1 +2i> =z et Im<1+2i> =z
3) Enfin :
141 (1+14) (=3 —2i) —3—-21—3i+2 —1—5i 1 5 .
= = ey = —— — — 1
2i—3 (=34 2i) (—3 — 2i) (—3)2 — (2i)? 13 13 13
141 1 141 5
o e e (25— L g (145) 5
n remarque : Re | 5— ;3 et ml o 3

Commentaire \

A P’aide de la proposition précédente, on peut démontrer par récurrence les résultats suivants :

a) Soit (z1,...,2,) € C™
(Z Zk:) = > %
k=1 k=1

b) Soit (z1,...,2,) € C".

e
is=E
N

B
N——
I

o
[je=b
o
=

\. J

Proposition 6.
Soit z € C. On a les équivalences suivantes.

1) z=2z & z€R
2) z=—-2 & z€iR

Démonstration.

1) Soit z € C tel que z = x + #y.
2=z & z+iy=xz—iy & 2iy=0 & y=0 & Im(2)=0 & z€R
2) Soit z € C tel que z = = + 1y.
2=—-2 & otiy=—(z—iy) s+ =—2+W © 2xr=0 =0 & Re(2)=0 & z€iR
0

Exercice 3
Soit (a,b,c) € C3 tel que :

bc—a—0>
Démontrer : C—HLC—ba € 1R.
0 —



Démonstration.
c+abc—a—0>
a—b '

On note : z =

« Tout d’abord :
z€iR & z=-%

e Or: _ _
s ctabc—a—-b  ct+abc—a—b c+abc—a—>b
a a—> N a—2>b N a—>b
_ Ctabc—a-b c+5—+—F  abtt+c-b—a
— - — L —
c+abc—a—>b
frnd _ = —Z
a—>b

On en déduit : z € iR.

Exercice 4 Résolution d’équations
Résoudre dans C les équations suivantes :

a) (B1):2z+iZ2=5-2i b) (E):2z2+5—-2i=4+i+3%2 ¢) (E3):324+7=4-3%

Démonstration.
a) Soit z € C. Alors il existe (x,y) € R? tel que : z = = + iy.

22 +iz="5—2i & 2(x +iy) +i(x —iy) =5 — 21
& 2+ 2ty +ic+y=95—-2i
& r+y)+i(z+2y)=5—2i
N {23: + y = 5

r + 2y = =2
Lo+ 2Ly— Ly {2.7; + y — 5
3y = —9
Ly« 3L — Ly {6.13 — 24
+ 3y = -9
o1 24
I ?L . _ 4,
Ly L Lo 6
9
= —7:—3
+ vy 3

On en déduit : Sg,) = {4 — 3i}.
b) Soit z € C.
2Z24+5—-2i=4+1i4+32 & 1-3i=2Z & 14+3i=2
On en déduit : S(g,) = {1 + 3i}.
¢) Soit z € C.
1

3247=4-32 © 3(z+2)=-3 & z+z=-1 & 2Re(z)=-1 & Re(z):—§

On en déduit : S(g,) = {-++iy |y e R}

10



I.4. Formule du bindéme de Newton
I.4.a) Factorielle et combinaisons

Définition (Factorielle)
Soit n € N*.
On appelle factorielle de n et on note n! 'entier :

n
nl = [[k=nxnh-1)x(n—-1)x---x3x2x1
k=1
On a de plus la convention : 0! = 1.
Définition (p-combinaison)
Soit E un ensemble fini.

o On appelle p-combinaison d’élémts de E toute partie & p éléments de E.

n
« On note ) le nombre de p-combinaisons d’éléments d’un ensemble E possédant n éléments i.e.
le nombre de parties a p éléments d'un ensemble & n éléments.

COZZ n! nn—1)...(n—(p—1)) A}
pl(

p

n—p)! p! pl

(le symbole (Z) est lu «p parmin »)

Démonstration.

Considérons une partie & p éléments de E.

Ordonner ces éléments correspond a se donner un p-arrangement de ceux-ci.

Or, il y a p! p-arrangements d’un ensemble & p éléments (on a p possibilités pour le 1°" arrangement
choisi, (p — 1) pour le 2°™¢, ... 2 possibilités pour le (p — 1)®™¢ et 1 possibilité pour le p®me).

Ainsi, chaque p-combinaison d’éléments de E donne lieu & p! p-arrangements différents. Autrement dit,
il y p! fois plus de p-arrangements que de p-combinaisons. On en conclut que :

n n!
I % = AP = ——
P (p> " (n—p)

En effet pour choisir p éléments dans un ensemble & n éléments, on a n possibilités pour le 1¢* élément
choisi, (n —1) pour le 2°™¢, ... n — (p— 2) possibilités pour le (p —1)*™¢ et n — (p — 1) possibilité pour
le pfme, O

Exemple classique : tirage SIMULTANE (SANS remise) de p boules dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n.
(sans ordre et sans répétition)

Exemple
On considére 'urne & 9 boules précédente et on procéde au tirage simultané de 3 boules de l'urne. Les
¢léments suivants sont des 3-combinaisons d’éléments de [1,9].

{1,3,8} {2,7,5} {4,1,2} {1,2,3} {4,5,6} {1,7,9} {2,7.8}...

A Il n’y a pas d’ordre associé & ce tirage : les boules sont tirées en méme temps. Notez que
les ensembles {2,7,5} et {2,5,7} sont égaux.
(deuz ensembles sont égaux s’ils ont les mémes éléments)

11



Combien y a-t-il de tirages en tout ?

Une 3-combinaison peut-étre vue comme un 3-arrangement dans lequel l'ordre ne serait pas pris en
compte. Comparons le nombre de 3-arrangements au nombre de 3-combinaisons. Si I'on dispose d’une
3-combinaison {1, 3,8}, on peut produire a 'aide de ses éléments, les 3-arrangements suivants :

(1,3,8) (1,8,3) (3,1,8) (3,8,1) (8,1,3) (8,3,1)

On a ainsi produit six 3-arrangements différents. Chacun de ces 3-arrangements correspond & une ma-
niére d’ordonner les éléments 1, 3, 8. Autrement dit, on considére toutes les permutations de ’ensemble
{1,3,8}. Il y en a 3! = 6.

Au final, & chaque 3-combinaison correspond 3! (i.e. six) 3-arrangements. Il y a donc 3! fois moins de
3-combinaisons que de 3-arrangements :

9 A3 9x8xT
(3>_3!_3x2 =3x4x7=84

De maniére générale, si I'urne contient n boules et qu’on effectue le tirage SIMULTANE de p boules, il y

Ab !
a") =20 = ni' tirages différents.
p) p' pl(n—p)
Propriété
Soit n € N.

Soit k € [0, n].

n n!
@ (k:) " k(n— k)

b) Si k <0 ousik>mn,on convient que (Z) = 0.

c¢) Quelques cas simples :

ny . la seule partie & 0 élément d’un ensemble & n
) 0) © éléments est 'ensemble vide.

Y _q . la seule partie a n ¢léments d’un ensemble £ a n
’ nl © éléments est 'ensemble E.

ny 0o il y a n parties & un élément d’un ensemble E & n
’ 1) " éléments (ce sont les singletons {x;}).

n _ il y a n parties & n — 1 éléments d’un ensemble £ a n

\n-1) éléments (ce sont les ensembles E \ {z;}).

d) vk € [0,n], (Z) - (nﬁk)

e) Formule du triangle de Pascal :
n n—1 n—1
1 =
Vk € [1,n], (k) (k—1>+( i )

12




Cette formule s’écrit souvent sous la forme d’un triangle :

Flo 12 3 45
n

0 |1

1 A8

2 |1 B 1

3 /1 3 3 1
4 11 4@ A 1
5 |1 5 10 @ 5 1

f)Vke[ln], | k (Z) :n(Z:D

g) Formule de Vandermonde :
P fa b a+b
V(a,b) € N?,V¥p € [0,a + b], —
! : : k§0<’f)(17—’f) ( P )

d) 1l y a deux méthodes pour démontrer cette égalité.

Démonstration.

x Méthode calculatoire.

n n! n!
(n—k) T -k (n—(n—k)  (n—k)k

x Méthode theorique.

Soit E est un ensemble & n éléments.
Notons Py ’ensemble des parties & k éléments de E.

@ Pk — P?L—k

A — A
Il y a donc autant de parties a k éléments de E que de parties & n — k éléments de E (les
complémentaires des précédents).

L’application est une bijection.

e) Ici aussi, il y a deux méthodes pour démontrer cette égalité.

x Meéthode calculatoire.

<n—1) _ (n—1)! (n—1)! k(n—1)!

k=1) =Dl ({(n—0)—(k-2) (k=1l(n—Fk)! kl(n—k)
n—1\ (n—1)! o (n=1 (n—k)(n—1)
k) R(n—1)—k! Kmn—k—1  k(n—k)

En sommant ces deux éléments, on obtient :

(n—1>+<n—1) (bt (n—Fk)(n—-1)! nm-1) (n)
k-1 )T Rm—k K@=k \k

13



x Methode théorique.
Soit E est un ensemble a n éléments. Soit a € E. Notons alors P{ I’ensemble des parties de E a
k éléments contenant a et P 'ensemble des parties de £ a k éléments contenant a ne contenant
pas a.
Tout A € Py, vérifie : (A€ P?) 0U (A€ P?).
Autrement dit : P, = P U P2 (union disjointe).
On en déduit que : Card(P;) = Card(P¢) + Card(Pg).

k
n—1 ( on choisit k¥ — 1 éléments )
k-1 dans E'\ {a} et on ajoute a

On conclut en remarquant tout d’abord que : Card(Py) = (n)
puis que : Card(Pf) = (

~ —1
et enfin : Card(PY) = (n k ) (on choisit k éléments dans E'\ {a})

f) Encore deux méthodes pour démontrer cette égalité.
x Meéthode calculatoire.

Pour tout k € [1,n] on a :

n—1Y) (n—1)! B n! i n! _ ("
") TR D) R D n—R) TRk " \k

x Meéthode théorique.

On s’intéresse au nombre de couples formés d’un ensemble A € Pi et d’un élément a pris dans

A.llyena: Card P, x Card A = Z x k.

On aurait pu raisonner différement : choisir d’abord un élément a € E puis former ’ensemble A en
choisissant k—1 éléments autres que a et en ajoutant a. Au final, on obtient : Card F x Card P =
n—1
(i51)
g) Encore et toujours deux méthodes pour démontrer cette égalité.

x Méthode calculatoire.
Soit x € R. 1l s’agit de remarquer que : (14 z)% = (1 4 2)%(1 + )
et d’appliquer la formule du bindéme (¢f Théoréme 77).

x Meéthode théorique.

Si E est un ensemble a a+ b éléments, on peut 1’écrire comme union disjointe de F' (& a éléments)
et de G (a b éléments). Pour choisir une partie a p éléments de E on peut choisir une partie a k
éléments de F' et la compléter par une partie & p — k éléments de G. Plus précisément, ’ensemble
Py, est en bijection avec :

P

U (Tk X Rp_k)

k=0
ou T} est I'ensemble des parties & k éléments de F'
et Ry est 'ensemble des parties & p — k éléments de G.

I.4.b) Formule du binéme de Newton et variante

Proposition 7.
Soit (u,v) € C% et n € N.

777777777777777 k=0 k
n n—1
2) u" —v" = (u—v) 3 uFh" R = (u—v) 3 uFonloR
k=1 k=0

14



Démonstration.
1) Soit (u,v) € C2.

P(n) :

Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)  ou

» Initialisation :

« Dune part : (u+v)? =

1.
0, (0 0
x D’autre part : ) ( )uk 0=k = ( ) u’? = 1.
=0 \k 0

D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. (u+v)" ! =

(u +v)"Ht

= (u+v)(u+v)”

_ nil N k(1) i (”) uF 1k
=1 k—1 k=0 \ K

(” + 1) uF Ik et 0

n 1 1
ul oyt 4 > (n—]: ) uk pnti-k 4 <n + 1) U
k=1 n -+

D’ou P(n+1).

= n k., n+l—k N\ ntl, ntl—(n+1) n
kgl(k_l)uv +(n>u v + 0
- ((k n 1) n (Z)) wk 1=k gt 0
k=1 -

nil (n—]g 1) uF v(n-&-l)—k).

k=0

(par hypothése de
récurrence)

(par distributivité
de X sur +)

(toujours par distributivité
de X sur +)

(par décalage d’indice)

W0yt 4 i (”) o Un+1—k>
=0 \ K

(par triangle de Pascal)

n+1,,0

[

no(n
Par principe de récurrence : ¥Yn € N, (u +v)" = > < ) uk on =k,



2) Soit (u,v) € C2.
« Méthode 1 : manipulation du symbole > .

n
(u4710 }: uk—lvn—k
k=1

(par distributivité
P P de x sur +)

k=1 k=1
T e (par décalage
= > uFo"F =" uFo indi
e =0 indice)
n—1 n—1
— o k _|_un P UO 7JnfO 4 Z ,Unfk
— oy — "

On laisse le soin au lecteur de rédiger cette 2°™¢ présentation.

Commentaire

On rencontrera la formule du binéme de Nexton sous différentes formes (différentes valeurs
pour u et v). On a notamment :

e (Ut V)" =(v+u)" = i (Z) ukyn =k

k=0

no(n
e (14+1)"=>" =2"
k=0 \k
Si E est un ensemble & n éléments, on a :

P(E) = U Py (union disjointe) et donc Card E = ) Card(Py)
k=0 k=0

On obtient ainsi une nouvelle démonstration de : Card(P(E)) = 2".

e (1I-1)" = ;Eo (—1)k(k) =0

Exercice 5
Soit z € C. Calculer les sommes suivantes :
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(1)

k
k+1°

Q) 3 k(Z)zk b) 3
k=1 k=0

Commentaire

« On pourra retenir quatre cas particuliers de 2). Soit (u,v) € C2.

x u?—v? = (u—v)(u+v)

x u?+v? = (u—iv)(u+iv)

x ud =03 = (u—v) (u? +uw +v?)
x ud+ 03 = (u+v) (u? —w +v?)

o On retiendra aussi la propriété suivante.
Soient z € C\ {1} et (p,q) € N? tel que : ¢ > p.

q z(I*p+1 _ 1
Sik = —
k=p z—1
En effet : o
q q—p La—p+l _q
SiF = PSP = P
k=p k=0 z—1

On n’hésitera pas & écrire la premiére égalité avec des points de suspension si on ne maitrise
pas encore utilisation du symbole > .

Si z =1, la formule précédente n’est pas valide. Mais on a 1’égalité suivante :

1P = 31 =g-p+l

I1. Equations polynomiales

METHODO

Résoudre une équation se fait toujours en 3 étapes :
1) Déterminer le cadre de travail
2) Transformer I’équation par équivalence

3) Conclure

Exemple

a) Résoudre I'équation 222 4+ 1 = 4 d’inconnue z € R.

Démonstration.
1) Soit x € R.

2) On a les équivalences suivantes :

22 4+1=4 & 22?2 =3 & x2:g & =

S

V3
0Ux =—4/—
2

3) L’ensemble des solutions de cet équation est donc {—\/g , \/g }.
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b) Résoudre I'équation 222 + 1 = 4 d’inconnue = € Q.

Démonstration.
1) Soit z € Q.

2) On a les équivalences suivantes :

3 3 3
22 +1=4 = 22°=3 & x2:§ & x:\/;OUx:—\/g

3) L’ensemble des solutions de cet équation est donc {—\/g , \/g INQ=w2.

II.1. Racines carrées d’un nombre complexe

Définition (Racine carrée)
Soit Z € C.
2

On dit que z est une racine carrée de Z si et seulement si : z° = Z.

A On écrit les mots « racine carrée » mais on s’interdit la notation fonctionnelle Y& ou 2K

Proposition 8.
Tout nombre complexe non nul admet exactement 2 racines carrées opposées dans C.

Démonstration.
Soit Z € C*, alors il existe (4, B) € R\ {(0,0)} tel que : Z = A +iB.
Soit z € C, alors il existe (z,y) € R? tel que : z = = + iy.

o D’une part :

2=7 & (z+iy)?=A+iB

& 224 2y —y? =A+iB
{ 22—y = A (par unicité de l’écriture sous
< 2

ry = B forme algébrique)

o D’autre part :
Re(2?) = Re(Z)

=7 < ¢ Im(2?) = Im(2)

2% = 1Z]
Ainsi :
-yt = A (2 o ATVAHE
B 2
P2=7 & 2zy = B & ) —A4+AZ L B2
y =
2
> +y* = VAZ+ B2
2ry = B

(on a ici passé sous silence quelques étapes de calculs que l'on n’hésitera pas a détailler chez soi (en
n’oubliant pas d’utiliser l’algorithme du pivot de Gauss!))
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Deux cas se présentent alors :

e si B#0,alors : VA2 + B? > |A|. D'on: A+ VA?+ B?>0et —A+ VA2 + B2 > 0.

On en déduit que les racines carrées de Z sont telles que :

\/A+\/A2+BQ
2

_ VA2 2
ET y—sign(B)\/ A+ 2A+B

0u

_A+‘/A2+B2
2

A+ A2+ B?
x:—\/—i_2+ ET y:—sign(B)\/

Le complexe Z admet donc exactement 2 racines carrées :

A+ VA +B* —A+VA*+ B2 A+ VA +B* —A+VA*+ B?
———————+isign(B) ET —\/———————isign(B)
2 2 2 2
(on a encore une fois passé sous silence quelques étapes de calculs)
e si B =0, deux nouveaux cas se présentent :

x si A <0, alors :
2 = 0
2 2 xr = 0 r = 0
p oo ARVERE 204 @{ OU{
2 2 y = VA |y = —VA

2¢y = 0

Ainsi, le complexe Z admet exactement 2 racines carrées :

i/Al ET —i/|4|

x si A >0, alors :

o VIR 204

- 2 2

= 4]

vy =0

(T
Y

2¢y = 0

Ainsi, le complexe Z admet exactement 2 racines carrées :

VA e A

Corollaire 1.
Soit a € R. Trois cas se présentent.

1) Sia € ]0,+o0], alors :

(22=a) & (z=1iva 00U z=—ia)
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Exercice 6
Résoudre 1’équation 22 = 1 + 3i dans C.

Démonstration.
Soit z € C. Alors il existe (z,y) € R? tel que : z = = + iy.

22 =1+3i & (r+iy)2 =1+3i
& 22+ 2izy —y? =1+ 3i
sz _ y2 = 1
& 20y = 3
2 4 g = =2 = 143 = VT B = VIO
2 2 _
LgeLg Ly zt -y =1
2zy = 3
292 = —1V/10
2 _
L1F2L1+L3 2z = 14++v10
2¢y = 3
2y2 = —1++10
) 1++10
T = —
2
2zy > 3
9 -1++v10
o= T
Comme zy > 0, on en déduit :
1++v10 -1++/10
ET y=
2 2
14++10 —-1++10
5 ET y=— — 5

L’équation admet exactement 2 solutions (i.e. 1 + 3i admet exactement 2 racines carrées) :

flevio | [c1evio _\/1+\/ﬁ_i\/—1+\/ﬁ
2 2 2 2
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I1.2. Polyndémes et équations polynomiales a coefficients réels

Dans cette section, K désigne R ou C.

Définition (Polynome)

o On appelle polyndme a coefficient dans K toute expression de la forme :
PX) = ap X"+ ap 1 X" 1+ v X2+ a1 X +ag

oun € Net (ag,ai,...,a,) € K"
« L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X].
o Les réels ao, ..., a, sont appelés les coefficients de P.
« Si tous les coefficients ag, ..., a, sont nules, P est appelé le polynome nul. Il est noté Og[x.

o On appelle degré de P le plus grand entier i tel que a; # 0. On le note deg(P).
Par convention : deg (OR[X}) = —00.
Soit n € N. L’ensemble des polynémes de degré au plus n est noté K, [X].

« On appelle coefficient dominant de P le coefficient a;, ot ig = deg(P).
Si le coefficient dominant de P est égal a 1, on dit que P est un polynéme unitaire.

o Un polynéme de la forme P(X) = ag, avec ag € Kest appelé un polynéme constant.
« Les polynémes comportant un seul terme non nul (de la forme az, X*) sont appelés mondmes.

o La lettre X est appelée indéterminée du polyndéme P.

Exemple

1) Le polynéme P; défini par : P;(X) = 3X2 —5X +1 est de degré 2. Son coefficient dominant est 3.
2) Le polynéme P, défini par : Po(X) = X" — 1 est de degré n. Son coefficient dominant est 1.

3) Le polynéme Ps défini par : P3(X) = 7 est de degré 0. Son coefficient dominant est .

Proposition 9. (Opérations sur les polynomes)
Soit (P,Q,R) € (K[X])2 Alors il existe (ag, ..., a0, 00, bn,Coy ..., Cm) € K23 tels que

n

P(X) = ag+a1X—|—---+an_1X”_1+anX”:Zaka
k=0
n
QX) = bo+b X+ +bp g X"L4b, X" =3 b, XF
k=0
m
R(X) = Co—l—Clx—i-"'—l—Cmlem_l—l-Cme:ECka
k=0

P:Q & Vie [[O,n]],ai:bi

(P+Q)(X) = (ag+bo)+(a1+b1) X+ -+ (an1+bp_1) X" 4 (an+by) X" = i (a +bg) X*
k=0

3) Produit :
r k
(PxR)(X) = S aX¥ oar=nd+metcy=>3 aibp_;
k=0 i=0
4) Multiplication par un scalaire : soit A € K.

A P)X) = Aag+Aar X + -+ Xap1 X" 14 hap, X* = Aay X*

n
k=0
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Proposition 10.
Soit (P,Q, R) € (K[X])".
1) Associativité de + :

(P+Q)+R =P+(Q+R) = P+Q+R
2) Commutativité de + :

P+Q = P+Q
4) Opposé pour 4 : tout P € K[X] admet un opposé pour la loi +, noté —P.
P—l—(—P) = (—P)+P = OK[X]

(PxQ)xR = Px(QxR) = PxQxR

PxQ@ = QxP
7) Element neutre pour x : Le polynome Py défini par : Py(X) = 1 est I’élément neutre pour la loi x.

PQXP:PXPO = P

Px(Q+R) = PxQ+PxR et (P+Q)xR = PxR+QxR

Commentaire

Pour la culture, lorsque K est égal & R ou C, I’ensemble K[X] est donc un corps.

Proposition 11.

Soit (P,Q) € (K[X])*.

1) deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)

2) deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q))

A On notera bien bien 'inégalité dans le point 2) de la proposition qui précéde. Ce N’est PAS
une égalité. On pourra garder en téte les exemples suivants.

a) On définit les polynémes P et 1 par :
P(X)=X?+1 et Qi(X)=-X*+2X+3

Alors :
(PL+Q)(X) = XF+1+(—X? +2X +3) = 2X +4

Ainsi : deg(P + Q1) < max (deg(P1),deg(Q1)).
b) On définit les polyndémes P> et (Q2 par :

Py(X)=X?+1 et QoX)=—-X>+2X+3
Alors :
(P2+Q2)(X) = X+ 14+ (-X*+2X+3) = - X>+ X*+2X +4

Ainsi : deg(P2 + Q2) = max (deg(P2), deg(Q2)).
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Exercice 7
On définit les polyndémes P, () et R de la maniére suivante :

P(X)=3X"-2X*+1, QX)=5X?-1, R(X)=2X+7
Calculer P+ Q, PxQ, (P+Q) xR, P xQ X R.

Démonstration.

o Tout d’abord :
(P+Q)(X) = 3X3-2X2+4+1+5X2-1

= 3X3+3X?% = 3X2(X +1)

« Ensuite :
(PxQ)(X) = (BX3—-2X%2+1)x(5X?2-1)
= 15X°—-3X3—10X*+2X2+5X2 -1
= 15X°—10X*—-3X34+7X2-1
e De plus :
(P+Q)xR)(X) = (BX*+3X%)x(2X +7)
= 6X*+21X3+6X3+21X2
= 6X*4+27X3+21X2 = 3X2(2X%2+9X +7)
« Enfin :

(PxQxR)(X) = (15X°—10X*-3X3+7X%2-1)x (2X +7)

= 30X64+105X° —20X5 —70X%4 —6X* —21X3 +14X3 +49X2 - 2X — 7

= 30X64+85X5 —76X*—7TX3+49X2_2X —7

Exercice 8 On définit les polynémes P, (Q et R de la maniére suivante :
P(X)=2X"-1, QX)=X24+X—-1, R(X)=aX+b

o Calculer P+ Q, PxQ, (P+Q) xR, PxQxR.
o Déterminer a et b pour que le degré de P — QR soit le plus petit possible.

Définition Soient P € K[X] et a € K.
On dit que « est racine de P (on dit aussi que « est un zéro de P) si: P(a) = 0.

Proposition 12.
Soient P € K,,[X] et a € K.

Les deuz propositions suivantes sont équivalentes.

a) Le réel o est racine de P.

b) Il existe un polynome Q € K, _1[X] tel que : P(X) = (X — a) Q(X).
On dit qu’on peut factoriser le polynome P par X — a.
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Démonstration.
On procéde par double implication.
(<) Supposons qu'il existe Q € K,,_;[X] tel que : P(X) = (X — a) Q(X).
Alors :
Pla) = (a—a)Q(a) = 0xQ(a) = 0
On en déduit que le réel « est racine de P.
(=) Supposons que « est racine de P. Alors : P(a) = 0.

n

De plus, comme P € K,[X], il existe (ag,...,a,) € K" tel que : P(X) = 3 ap X*.

k=0
Ainsi :
P(X) = P(X)-P(a)
= Y apXF =3 apat
k=0 k=0
= Z Qaf (Xk — Oék)
k=0
n k=1 )
= > (ak (X —a) X! a”_l_’)
k=0 i=0
n k—1 o
= (X—Oé) Z ag Z o 1=t xi
k=0 i=0
n k—1 o
= X—-a) > (Z ako/”_l_le)
k=0 \i=0
= (X—-a) Y aavli7ixe
0<i<k<n
n—1 n o
= X—-a) > Y apanTiTiXE
i=0 \k=i+1
n—1 ) (O’l:L \VI'LG[[O,TL—H],
= (X—-a) ;)cin G= 3 apanloi)
= k=it+1
n—1 .
On note @ le polynome défini par : Q(X) = > ¢; X*. On a bien :
k=0
x Q€ anl[X]

« P(X) = (X - ) Q(X)

Exercice 9
Déterminer les racines du polynéme P défini par : P(X) = 2X3 — 8X.

Démonstration.
On remarque :

P(X) = 2X3-8X = 2X(X?—-4) = 2X (X —2)(X +2)

D’apreés la propriété ci-dessus, on en déduit que les racines de P sont : 0, 2 et —2.
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Définition (Multiplicité)

Soient P € K[X], o € K et k € N*.

On dit que « est une racine de multiplicité k de P (on dit aussi que « est une racine d’ordre k de P)
si on peut factoriser P par (X — a)k mais pas par (X — a)kH.

x Lorsque k = 1, on parle de racine simple de P.

x Lorsque k = 2, on parle de racine double de P

o ..

Exercice 10

Déterminer les racines du polynome P défini par : P(X) = X3+3X2—4. Donner I'ordre de multiplicité
de chacune.

Démonstration.
o On commence par remarquer que 1 est racine de P. En effet :
P(1) = 1®+3x12—4 = 143-4 =0

Ainsi: P(X) = (X —1) Q(X) o1 Q € Cy[X]. Il existe donc (a,b) € C? tel que: Q(X) = X2 +aX +b.
(On sait que Q est un polyndme unitaire car P est un polynome unitaire)

o On détermine maintenant a et b par identification.
P(X) = (X -1)(X%2+aX +0)
= X?4+aX?+bX - X?—aX-b
= X+ (a-1)X?’+(b—-a)X —-b
Ainsi, par définition de P :
X343X?2 -4 = X34+ (a-DX’+(b-—a)X —b

On obtient le systéme suivant par identification :

{a—l = 3 N { a = 4
b—a = 0 —a + b =0
Ly < Ly + Ly {a = 4

On en conclut : P(X) = (X — 1) (X? +4X +4).

o On reprend la factorisation :

P(X) = (X -1 (X244X +4) = (X -1)(X +2)?

Commentaire .

Pour factoriser un polynoéme, on procéde dans ’ordre suivant :
1) on cherche une racine évidente (0, 1, —1, 2, —2), puis on factorise.

2) on cherche & identifier une identité remarquable, puis on factorise
3) deux cas se présentent ensuite :

x sl le polynéme restant a factoriser est de degré 2 (et qu’il n’y a donc plus ni racine

évidente, ni identité remarquable), alors on détermine les racines restantes avec un
calcul de discriminant.

x si le polynome restant & factoriser est de degré supérieur ou égal a 3, c’est qu’il reste

une racine évidente a trouver.
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Exercice 11
Déterminer les racines du polynéome P défini par : P(X) = X* — 10X? 4+ 37X2 — 60X + 36. Donner
I’ordre de multiplicité de chacune.

Théoréme 1. (Théoréme de d’Alembert-Gauss)
Soit n € N*.

o Tout polynéme a coefficients complexes de degré n admet au moins une racine dans C.

o S on compte chaque racine avec ordre de multiplicité, alors tout polynéme a coefficients complexes
de degré n admet exactement n racines.

Théoréme 2.
Soit P € K[X] de degré n € N.

Alors P admet au plus n racines dans K.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : ¥Yn € N, P(n) ot P(n) : pour tout P € K,[X], P admet au plus n
racines.
» Initialisation : soit P € Ky[X].
Alors P est un polynéme constant non nul. Il existe donc ¢ € K* tel que : P(X) = c.
Ainsi, 'équation P(x) = 0 n’admet pas de solution dans K. Le polynéme P n’admet donc pas de
racine dans K, c’est-a-dire le polynome P (de degré 0) admet 0 racine dans K.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. pour tout P € K,41[X], P admet au plus n + 1
racines).
Soit P € K, +1[X]. Deux cas se présentent :

« si P n’admet aucune racine, alors P (de degré n + 1) admet 0 racine, et on a bien : 0 < deg(P).

Alors il existe © € K, [X] tel que : P(X) = (X — a) Q(X).
Comme @ € K, [X], par hypothése de récurrence, le polynéme ) admet au plus n racines.
Le polynéme P en admet donc au plus n + 1.

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence, pour tout n € N, tout polynéome P € K, [X]| admet au plus n racines. [

Exercice 12
Factoriser le polynome P défini par : P(X) = X3 — X.

Démonstration.

e On remarque que 0 est racine de P :

e On remarque que 1 est racine de P :
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Ainsi, le polynéme P admet :
x au moins 3 racines : 0, 1 et —1,
x au plus 3 racines, car : deg(P) = 3.

Le polynéme P admet donc exactement 3 racines : 0, 1 et —1. On en déduit la factorisation suivante :

P(X) =X (X - 1)(X +1)

Proposition 13. HP (Relations coefficients / racines)

Soit (a,b,c) € R* x R2.

On note P le polynome défini par : P(X) = aX?+bX +c, et on note 21 et zo ses racines, éventuellement
égales. Alors :

21tz = —=
a
c
2122 = =
a

Démonstration.
Comme 2z et zo sont les racines du polynéme P. On a donc la factorisation suivante :

P(X) = a(X—zl) (X —22)
= aX?—azxnX —an X + az129

= aX?—a(z1 +22)X +azz

Or, par définition : P(X) = aX? + bX + c. En identifiant les coefficients des 2 expressions de ce
polynéme, on obtient :

| o

—a(z1+22) = b 21+ 29 = .
& (a #0)

az1z2 = C 2129 =

ISHINe

Exercice 13
Soit a € [0,1]. Déterminer le signe des racines du polynéme P défini par : P(X) = X? — 4X + 3a.

Démonstration.
On note A le discriminant de P. Alors :

A= (—42?-4x1x3a = 16—12a > 0 (car:0<a<1)
Le polynéme P admet dont exactement 2 racines réelles. On les note z1 et zo. Alors :

P(X) = (X —21)(X —2)
= X?2— 25X — 51X + 2129
= X?- (Z1 + ZQ)X + 2129

27



Or, par définition : P(X) = X2 — 4X + 3a. En identifiant les coefficients des 2 expressions de P, on
obtient :
—(Zl—l-ZQ) = —4 z1+20 = 4

21 29 = 3a z120 = 3a
o Tout d’abord : z1 zo0 = 3a > 0. On en déduit que z; et z9 sont de méme signe.

o Ensuite : 21 + 20 =4 > 0. Comme 2z; et zo sont de méme signe, on en déduit : z; > 0 et z9 > 0.

2nd

I1.3. Résolution dans C des équations du degré a coefficients réels

Proposition 14.
Soit (a,b,c) € R* x R2.

On note : A = b> — 4ac. Trois cas se présentent.
1. si A >0, alors léquation az® + bz + ¢ = 0 admet exactement 2 solutions réelles :

—b+VA —b— VA

271 =———— &€et z9=
! 2a 2 2a

2. si A =0, alors l’équation az® 4+ bz + ¢ = 0 admet une unique solution réelle :

—b
20 = —
0 2a

3. si A <0, alors Uéquation az® + bz + ¢ = 0 admet exactement 2 solutions complexes :

—b+iVA _ —b—iVA

21 = f et 29 = 5
On rappelle que le réel A est appelé discriminant du polynéme P ot : P(X) = aX? + bX + c.

Démonstration.
On cherche a résoudre dans C I’équation az? + bz + ¢ = 0.

« On commence par mettre 'expression az? + bz + ¢ sous forme canonique.
Soit z € C.

0 +brte = a(zz+zz+;)
(o) - () <)
(e )2 2 )

(e
o((+) -

b \? A)
Z+ =

gl

_l_
)=

2a

28



On obtient :

b\> A
CLZ2+bZ+C:O = CL<<Z+2a) _W)_O

2
A
& (z—|—%) —@:0 (car a #0)
o (e by o2
*T9) T 4a?
A b
Z2:7 N _ .
= 12 (ou : Z z—{—2a)

A A
« On souhaite donc résoudre I'équation Z2 = 1 Comme a2 € R, on utilise alors le Corollaire 1.
a a

Trois cas se présentent :

A A
x si—5 >0,i.e. A>0(car 4a? > 0), alors I'équation Z? = 102 posséde exactement deux solutions :
-~4a* -+ a

/A ; /A
42 © 4a2
. . A
Ainsi les deux seules solutions de I’équation Z< = a2 sont :
a

VA VA

71 =——c¢et Zy=—
! 2a oz 2a
Reprenons la résolution de 1'équation az? + bz + ¢ = 0.

a2 +bz+c=0 & Z?=_—

&S =71 00 Z =12

b VA b VA
— =" 09U - _ Y=
< Jr2(1 2 +2a 2a
b
& z:———i—@ ou :—i—@
2a 2a 2a 2a
~b+VA —b— VA
z = 0U =z =
2a 2a

On en déduit que 'équation az? 4+ bz 4+ ¢ = 0 admet exactement 2 solutions :

b+ VA —b— VA
= —— etz = ——m—

A1 2a 2a
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x 8717472 =0,4.e. A =0 (car 4a® # 0), alors 1’équation Z% = 0 posséde une unique solution : Zy = 0.
Reprenons la résolution de I'équation az? + bz + ¢ = 0.

A
aZ+bz+ce=0 & Z2=—"=0

4a?
& Z=0
b
& z4+—=0
+ 2a
N b
z=——
2a
On en déduit que 'équation az? + bz 4+ ¢ = 0 admet une unique solution :
—b
20 = —
07 24
A 2 _ A
x 87174 5 <0,i.e. A <O (car 4a? > 0), alors I’équation Z 12 posséde exactement deux solutions :
\/ et —1 \/
Ainsi les deux seules solutions de 'équation Z? = — sont :

4a2
A A
21:1:£G'EZQZ—1:£
2a 2a
Reprenons la résolution de 'équation az? + bz + ¢ = 0.
A

aZ+bz4+ec=0 < 22:@

S =71 00 Z =12

G Aty T g WAty T
b VA b VA
= i —— QU 2= —— —§ —
2 2a+l 2a 2a ’ 2a
—b+ivVA —b—ivVA
S 2=— U 2= ————
2a 2a

On en déduit que 'équation az? 4+ bz 4+ ¢ = 0 admet exactement 2 solutions :

—b+ivA o —b—iVA

Z1 = el 29 =
2a 2a

Commentaire

—b+ivA
« Notons que dans le cas A < 0, les solutions de 'équation az? + bz +c=0: 2 = —Ziz et
a
—b—ivA S
z9g = ———— sont conjuguées.
2a

b

e Dans le cas A = 0, le réel zy = % est une racine double du polynéme P, ou :
a

P(X) = aX? + bX + c
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Exercice 14
Résoudre dans C les équations suivantes :

a) 422 +32+1=0 b) 22 —22+5=0 c) 224+62=0

Démonstration.

a) On note A le discriminant du polynome associé a 'équation 422 + 3z — 1 = 0.
A=3-4x4x1l=9-16 = -7 < 0

—3+iT —3—¢\ﬁ}
8 ’ 8 '

b) On note A le discriminant du polynéme associé & I'équation z? — 2z +5 = 0.

On en déduit que I'ensemble S des solutions de I’équation est : S = {

A= (-2?—4x1x5=4-20 = —16 < 0
On en déduit que I'ensemble S des solutions de I’équation est :

S:{QJF;\/E, 2_;m}={1+2¢, 1- 24}

¢) x Méthode 1 : factorisation a vue.

Soit z € C.
2246z = 2(2+6) = (2—0) (2= (—6))
On en déduit que 'ensemble S des solutions de ’équation est : S = {0, 6}.

x Méthode 2 : utilisation de la proposition précédente.

On note A le discriminant du polynéme associé a 'équation 2% + 6z = 0.
A=06"-4x1x0 =36 >0
On en déduit que I'ensemble S des solutions de ’équation est :

8_{—64—2\/%, —6—2\/%}_{0’ 6}

A Il est hors de question de fournir un résultat sous la forme d’une fraction non irréductible.
Dans tout exercice, on simplifiera toujours les expressions obtenues au maximum.

Exercice 15
On note P le polynéme défini par : P(X) = 2X3 +8X? + 15X + 14

1) Montrer que —2 est racine de P.
2) Déterminer les réels a, b et c tels que : P(X) = (X +2) (aX? +bX +¢).
3) Résoudre dans C l'équation P(z) = 0.
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