Arithmétique - Chapitre 4

I. PGCD

I.1. Définitions
Proposition 1. (Définition PGCD)
Soit (a,b) € Z* x Z.
1l existe un unique entier naturel d, diviseur commun & a et b, tel que l’ensemble des diviseurs
communs a a et a b est égal a l’ensemble des diviseurs de d.
Cet entier naturel est noté a A'b et est appelé pged de a et b (plus grand diviseur commun & a et b).
Démonstration.
o Unicité.
Soit (dy,ds) € N? vérifiant :
di|a, di|b (1) . da|a, da|b (3)
e
Vd' € Z, (d|a ET d'|b) & (d]|d1) (2) Vd' €Z, (d'|a ET d'|b) & (d' |d2) (4)
x Avec (2) et (3), on obtient : da | d;.
x Avec (1) et (4), on obtient : dy | da.
On en déduit : |dy| = |dg|. Or (dy,d2) € N2. Ainsi : d; = dbs.
« Existence. Algorithme d’Euclide.
On se restreint qu cas o (a,b) € N* x N (sinon on se rameéne a ce cas en travaillant sur le couple
(lal,]0]). Deux cas se présentent :
x si b =0, alors, pour tout n € N :

(n]a ET n|b) & (n]a)

- On effectue la division euclidienne de a par b.
On en déduit qu’il existe (q1,71) € N? tel que :

a = bq +m
0<T’1<b

On note Div(a, b) 'ensemble des diviseurs communs & a et b. Démontrons : Div(a,b) = Div(b,r1).
On porcéde par double inclusion.
(C) Soit n € Div(a,b). Alors :

n|la ET n|b
donc n|bg +r ET n|bg
d’on n|ry ET n|b

Ainsi : n € Div(b,r1).
(D) Soit n € Div(b,r1). Alors :

n|b ET n|nr
donc n|bg ET n|r
dot n|b ET n|bp+m
ainsi n|bET n|a

On en déduit : n € Div(a,b).



- Si rq # 0. On effectue alors la division euclidienne de b par ry.
Il existe (q2,72) € N2 tel que :
b =rigg+re
0 ro<r
Avec la méme démonstration que dans le point précédent, on a : Div(b,r1) = Div(ry,r2).

- Si 7y # 0, on peut continuer. Il existe (g3,73) € N? tel que :

L = 1r2q3+73
0<r3<mryg

On obtient : Div(ry,re) = Div(ra,r3).

- On peut continuer ces divisions tant que le dernier reste n’est pas nul. Mais on ne peut continuer
indéfiniment car il n’existe pas de suite (7x)gen+ strictement décroissante d’entiers (Lemme 1).
I existe donc kg € N* tel que 41 est le premier reste nul :

a = bgn + n

b = riq2 + T2

re = roq3 + 13
Tho—2 = Thko—1qko + Tk
74]{:071 = Tk’o qk0+1 + 0

On en déduit :
Div(a,b) = Div(b,r1)

= Div(ry,r2)

= Div(rgy—1,"k)
= Div(rg,,0) = Div(ry,)
ou la derniére égalité est obtenue grace au cas b = 0 démontré plus haut).

- On note alors : a A b= d = 1y, et il est caractérisé par la propriété :

VneN, (n]a ET n|b) < (n]d)

Lemme 1.
1l n’existe pas de suite strictement décroissante d’entiers naturels.

Démonstration.
Raisonnons par ’absurde.
Supposons qu’il existe une suite (r;)ken telle que :

x (rg) est strictement décroissante,

« V€N, r, € N.



« Tout d’abord, la suite (rg)gen est :
x décroissante,
x minorée par 0.
Elle converge donc vers un réel ¢ vérifiant : £ > 0.
« Démontrons maintenant par récurrence : Vk € N, P(k) ol Pk) :rp <rp—k.
» Initialisation :
ro <70
I
ro — 0
D’ou P(0).
» Hérédité : soit £k € N.
Supposons P(k) et démontrons P(k + 1) (i.e. rgpq <19 — (k+1)).

(car (ry) strictement

r <r L
s k décroissante)

donc 71y < rp—1 (car rp41 € N et r, € N)
Or, par hypothése de récurrence : rp, < rg—k. D'ou: rp, — 1 < rg— k — 1. Ainsi, par transitivité :
a1 < re—1 < rg—(kE+1)

D’ou P(k +1).
Par principe de récurrence : Vk € N, ri, < rg — k.

¢« Or: lim rg—k=—cc.
k——+o0
Ainsi, par théoréme de comparaison : lim 7, = —oc.
k—4o0
Absurde!
O

Exemples
« L’ensemble des diviseurs communs a 12 et 30 est : Div(12,30) = {1,2,3,6}.

Ainsi : 12 A 30 = 6.
« L’ensemble des diviseurs communs a 27 et 45 est : Div(27,45) = {1, 3,9}.

Ainsi : 27T AN 45 = 0.
Exercice 1
Déterminer le pged de 136 et 472 a 1'aide de ’algorithme d’Euclide.
Démonstration.
o On effectue la division euclidienne de 472 par 136.

472 = 136 x 34 64
o On effectue la division euclidienne de 136 par 64.
136 = 64 x2+4+8
e On effectue la division euclidienne de 64 par 8.
64 = 8x94+0

o D’aprés l'algorithme d’Euclide, le pged de 136 et 472 est le dernier reste non nul obtenu.

Ainsi : 136 A 472 = 8.

O



Définition PPCM
Soit (a,b) € Z2.
Il existe un unique m € N tel que :

1) a|metb|m,
2)Vm' €N, (a|m' ET b|m/) & (m]|m).

Cet entier m est appelé ppem de a et b (plus petit multiple commun) et est noté : a \ b.

Exemples
4vV6=12 3v7=21 5V 40 =40 7TV 18 =126

Commentaire

« Soit (a,b,c) € Z3. Par définition du pged et du ppem :
(a|bET alc) & al|bAc

(bla ET ¢c|a) & bVc|a

o En arithmétique, pour démontrer une égalité, on raisonne souvent par double divisibilité
(en prenant garde aux signes).

1.2. Propriétés

Proposition 2.

Soit (a,b) € Z*.

1) aNb=bAa

2) Soit A€ Z. (Aa) A (Ab) = |\ (aAD).

Démonstration.
1) Immeédiat car : Div(a,b) = Div(b, a).
2) Deux cas se présentent :
o si A =0, alors I'égalité : (Aa) A (Ab) = |A| (a A b) est triviale.

x Démontrons : A (a Ab) | (Aa) A (D).
Par définition de a Ab:aAb|aet aAb|b Comme X €Z:

Aland) | Na et AlaNb) | Ab
Par définition de (Aa) A (AD) :
A(aAb) | (Na) A (XD)

x Démontrons : (Aa) A (Ab) | |[A| (@ AD).
On remarque :

A Aa et A AD

On en déduit : A | (Aa) A (AD). Il existe donc r € Z tel que : (Aa) A (Ab) =7 A
Or, par définition de (Aa) A (Ab) :

Aa)AAD) | Aa et (Aa) A(AD) | Ab

D’ou :
Ar | Aa et Ar | Ab



Comme A # 0 :
r|a et r|b

Ainsi, par définition de a Ab : 7 | a Ab.
Dot : Ar | A(a AD), c’est-a-dire :
(Aa) A (Ab) | A(aAD)
On en déduit :
[(Aa) AAB)] = [A(anb)] = [AllaAb|
Or un pged est positif. Dot : (Aa) A (Ab) = |A|(a AD).

Proposition 3.

Soit (a,b) € Z*.

1) avVb=bVa

2) Soit \€Z. (Aa)V (Ab) = |\ (a VD).

Démonstration.

1) Immeédiat car les multiples communs a a et b sont évidemment les multiples communs a b et a.
2) Deux cas se présentent :

e si A =0, alors I'égalité & démontrer est triviale.

x Démontrons : (Aa)V (Ab) | A(a Vb).
Par définition de a V b :
alaVvb et blaVvb

Donc :
Aa | A(aVb) et Ab| A(aVb)
Par définition de (Aa) V (AD) :
(Aa) V(Ab) | A(a VD)

x Démontrons : A (aVb) | (Aa) V (\b).
On remarque : A | Aa. D’ou: A | (Aa) V (AD).
Ainsi, il existe 7 € Z tel que : (Aa) V (Ab) =71\
Par définition de (Aa) V (AD) :
Aa | (Aa) VvV (Ab) et Ab | (Aa) VvV (AD)
D’ou :
Aa | Ar et Ab | Ar
Comme A # 0 :
alr et b|r
Par définition de a V b, on obtient : a Vb | 7.
Dou: A(aVb) | Ar, c’est-a-dire :
A(aVvbd)| (Na)V (AD)
On en déduit :
[(Aa) vV (AD)[ = [A(aVd)] = [AllaVb|
Or un ppem est positif. D’ou : (Aa) V (Ab) = |A|(a VD).



Proposition 4.
Soit (a,b) € Z2. Soit A € Z.
aNb = (a+Ab)AD

Démonstration.
On procéde par double divisibilité.

o Démontrons : a Ab | (a+ Ab) Ab.
Par définition de a A b, on a :

anb|a ET aAb|b
donc alNb|a ET aAb| b (car N € Z)
dott  aAb|(a+Ab) ET aAb|b

(par définition de

ainsi aNb|(a+Ab)AD (a+Ab)AD)

« Démontrons : (a + Ab) Ab | aAb.
On note : d = (a + Ab) A b. Par définition de (a + Ab) Ab, on a :
d|(a+Ab) ET d|b
donc d|(a+Ab) ET d|Ab (car N € Z)
d’ou d|a ET d|b
ainsi |anb (par définition de a N'b)

Finalement : |a A b| = |(a + Ab) A b|. Or un pged est positif. Ainsi :

aANb = (a+Ab)AD

Exercice 2
Soit (a,b) € Z2.
Calculer (3a + 7b) A (2a + 5b) en fontion de a A b.

Démonstration.

On calcule :
(3a+T7b) A (2a+5b) = ((3a+ 7b) — (2a +5b)) A (2a + 5b)

= (a+2b) A (2a + 5b)

= (a+2b) A ((2d + 5b) — 2(a + 2b))
= (a+2b)AD

= ((a+26)—26) Ab

= aAlb



I.3. Algorithme d’Euclide en Python

On cherche dans cette partie & coder en Python I'algorithme d’Euclide, présenté dans le définition du
pged.

Commentaire \

« Nous avons déja défini une fonction Descente Fermat dans le chapitre 1 (Arithmérique -
Divisibilité dans Z) permettant d’obtenir le quotient et le reste de la division euclidienne
de deux entiers. Cette fonction peut tout a fait étre utilisée ici.

o Cependant, nous privilégierons ici la commande prédéfinie en Python pour obtenir le reste
de la division euclidienne de n par p (ot (n, p) € Z?). Il ’agit de la commande n % p. Par
exemple le script :

1 11 % 4

renvoie le reste de la division euclidienne de 11 par 4 :
3

(rappelons que le quotient n’intervient pas dans l'algorithme d’Euclide)

\. J

On propose la fonction suivante qui permet d’obtenir le pged de deux entiers naturels a et b.

def Algorithme_Euclide(a, b):
R = [a, b]
if b > a:
R = [b, a]
while (R[0] % R[1]) !'= O:
Aux = R[0]
R[0] = R[1]
R[1] = (Aux % R[1])
return R[1]

lo loo I~ o ot [ leo o I=

Détaillons les éléments de ce script.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme Algorithme_Euclide,
x elle prend en entrée les paramétres a et b,

x elle admet pour variable de sortie R[1].

1 def Algorithme_Euclide(a, b):

return R[1]

lo

On initialise ensuite la variable R. Cette variable va contenir, pour chaque division euclidienne a
venir :

- en 1°7° coordonnée, le dividende,

- en 2°™° coordonnée, le diviseur.



On choisit donc d’initialiser R :
- & [a, Db] sia est supérieur ou égal a b,

- a [b, a] si b est strictement supérieur & a.

if b > a:
R = [b, a]

lw I

o Structure itérative
Les lignes 5 a 8 consistent a déterminer le pged de a et b. Pour cela, on doit déterminer la suite (74)gen
des restes des divisions euclidiennes de R[1] par R[0], jusqu’a trouver un reste nul. Autrement dit,
on doit calculer les restes des divisions euclidiennes de R[1] par R[0] tant qu’on n’obtient un reste
non nul. Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle while).

5 while (R[0] % R[1]) != O:

A chaque tour de boucle, on doit mettre & jour la variable R. Pour ce faire, on introduit une variable
auxiliaire Aux. Détaillons le principe de la mise & jour dans cette boucle while (on se place dans le
cas a > b).

x avant le 1°' tour de boucle :
R[0] contient @ et R[1] contient b

lors du 1¢F tour de boucle :

Aux contient alors a
A =R ’
ux [0l < valeur contenue dans R[0] )
_ R[0] contient alors b,
Rf0] = R[1] < derniére valeur en date de R[1] )

R[1] = (Aux % R[0]) <

R[1] contient alors le reste de la division euclidienne de a par b,
derniéres valeurs en date de Aux et R[0] respectivement

Commentaire

Si on avait réalisé en ligne 8 I'affectation R[1] = (R[0] % R[1]) alors, on aurait affecté a la
variable R[1] le reste de la division euclidienne de b (derniére valeur en date de R[0]) par b
(derniére valeur en date de R[1]).

x avant le 26™€ tour de boucle, d’aprés ce qui précéde et en notant 7 le reste de la division euclidienne
de a par b :
R[0] contient b et R[1] contient rq

lors du 2°™€ tour de boucle :

Aux contient alors b
Aux = ’
ux = R[0] < valeur actuelle de R[0] >
R[0] contient alors 71,
R{O] = R[1 .
[o1 [1] < derniére valeur en date de R[1]
_ . R[1] contient alors le reste de la division euclidienne de b par 71,
RIL] = (Aux % RLOD) < derniéres valeurs en date de Aux et R[0] respectivement



X ...

« avant le k§™° tour de boucle, ol ry, est le dernier reste non nul dans I’algorithme d’Euclide (on
rappelle qu’on a démontré son existence dans la démonstration) :

R[0] contient 7,,—2 et R[1] contient rj,_;

lors du kSme tour de boucle :

Aux contient alors ry,_o
Aux = R[O 0=
1w Lo < valeur actuelle de R[0] >
B R[0] contient alors 7,1,
R[O) = R[1] < derniére valeur en date de R[1]
R[1] = (Aux % R[O]) R[l]. fzontient alors le reste de la division euclidie?nne de r,—2 par rr,—1,
derniéres valeurs en date de Aux et R[0] respectivement

A Dissue de ce kSme tour de boucle, le reste de la division euclidienne de r,—1 (valeur contenue dans
R[0]) par ry, (valeur contenue dans R[1]) est : ry,+1 = 0. La boucle s’arréte donc et renvoie la
derniére valeur contenue dans R[1], c’est-a-dire : 7, = a A b.

II. Nombres premiers entre eux

Définition (Nombres premiers entre eux)
Soit (a,b) € Z2.

On dit que les entiers a et b sont premiers entre eux si : a Ab=1.

A Il ne faut pas confondre « a Ab=1% et « a ne divise pas b ».

Commentaire

Soit (a,b) € Z2.
Pour montrer que a et b sont premiers entre eux, il suffit de montrer : a A b | 1.

Exercice 3
Soit n € N. Démontrer : (27 4 37) A (27F1 4+ 37+ = 1.

Démonstration.
On pose : d = (2" + 3") A (271 + 371, Par définition de d, on a :
dl2"+3") (1) d| (2" +3") (2)
« On déduit de (1) : d | 3 (2" +3"). Dot : d | (3 x 2" + 37+1).
En utilisant (2), on obtient alors :
d‘ (3X2n+3g;kr_(2n+1+3y;kr))
Dot d | (3% 2" —2 x 27). Ainsi : d | 2".
« De méme, en utilisant (1) : d | 2 (2" +3"). D’ott : d | (2" +2 x 37).
En utilisant (2), on obtient alors :
d| (227 +2x 3" — (227 4 3nH)
Dotu:d|(2x3"—3x3"). Ainsi : d | —3". On en déduit : d | 3"
Finalement : d | 2™ A 3™.
Or:2A3=1.Donc: 2" A3" =1. Ainsi : d | 1. Finalement : d = 1. O



IT1I. Théoréme de Bezout

IT1.1. Ecriture du PGCD et théoréme de Bezout

Proposition 5.
Soit (a,b) € Z*. On note : d =a Ab.

a) Il existe (u,v) € Z? tel que : au + bv = d.
b) Soit n € N.

Il existe (u,v) € Z2 tel que au+bv=n < n est un multiple de d

Démonstration.

a) On part de l'algorithme d’Euclide, en notant k 'indice du dernier reste non nul.

a=bq +7r donc a—bq =1
b=r1g2+ 12 donc b—riq1 =12
r1 = Troq3 + T3 donc 1 — Toq3 = T3

Tho3 = Tk_oQr—1 +Tp—1 donc 7rg_3—Tg_oQk_1=Tk_1
Tk—2 = Tk—1qk + Tk donc Tk—2 — Tk—1Qk = Tk
Tk—1 = TkGr+1 + 0
On obtient alors :

(d’apres Ualgorithme

d = anb = d’Euclide)

= Tg-2 —Tk-19k

= Th—2— (Th—3 = Th—2qk—1)qk

= —qerk-3 + (qkqr—1 + )12

= —qk—3 + (@qr—1+ 1)(Th—a — Tk—3qK—2)

= (@rqr—1 + 1)re—a — (@ + Go—2(@rar—1 + 1))71—3

= au+bv (0w (u,v) € Z?)

b) On note toujours : d = a Ab. On procede par double implication.

(=) Supposons qu'’il existe (u,v) € Z? tel que : n = au + bv.
Par définition de d, on a : d | a et d | b. Ainsi, comme (u,v) € Z? :

d| au et d | bv

D'ou: d | au+bv, i.e. d | n.

10



(<) Supposons que n est un multiple de d.
Alors il existe k € Z tel que : n = kd.
D’aprés le point a), il existe (u,v) € Z2 tel que : d = au + bv. D’ot :
n = kd = k(au+b) = a(ku)+b(kv) = au' + b/

Et on a bien : (u/,v') € Z2.

Théoréme 1. (Théoréme de Bezout)
Soit (a,b) € Z*.
aANb=1 <& il eriste (u,v) € Z* tel que au +bv = 1

On appelle u et v des coefficients de Bezout, ou encore (u,v) un couple de Bezout.

A Le couple (u,v) n’est pas unique! On parle donc d’UN couple de Bezout. Par exemple :

(1) x2+1x3=1 et bx24+(-3)x3=1

Exercice 4
Calculer le pged de 1547 et 632 puis trouver (u,v) € Z? tel que : 1547u + 632v = 1.

Démonstration.

o On applique I'algorithme d’Euclide.
1547 = 2 x 632+ 283

632 = 2 x 2834 66
283 = 4x664+19
66 = 3x1949

19 = 2x9+1

Ainsi : 1547 A 632 =1
e De plus :

283 = 1547 —2x 632
donc 66 = 632—2x (1547 —2x632) = 5x632—2 x 1547

d’ott 19 = (1547 —-2x632) —4 x (5 x 632 —2 x 1547) = 9 x 1547 — 22 x 632

ainsi 9 = (5x632—2x1547) —3 x (9 x 1547 — 22 X 632) = —29 x 1547 + 71 x 632
enfin 1 = (9x1547 — 22 x 632) — 2 x (—29 x 1547+ 71 x 632) = 67 x 1547 — 164 x 632
On en conclut, en notant ©w = 67 et v = —164 :
(u,v) € Z?
{ 1547u +632v = 1

11



Commentaire

Le théoréme de Bezout permet de démontrer que 2 nombres sont premiers entre eux.

Exercice 5
Soit n € N. Démontrer : (2" — 1) A (271 — 1) = 1.

Démonstration.

On remarque :
2x (2" -1 +1x (2" 1) =1

Or (—2,1) € Z?. Ainsi, par théoréme de Bezout : (2% — 1) A (27T — 1) = 1.

II1.2. Conséquences du théoréme de Bezout

Proposition 6.
Soit (a,b,c) € Z3.

aNb=1
aNc=1

} = an(bc)=1

Démonstration.
o D’aprés le théoréme de Bezout :
x Comme a A b =1, il existe (ug,v;) € Z? tel que :

aup +bv; = 1
x Comme a A ¢ = 1, il existe (ug,vs) € Z? tel que :
aus +cvg = 1

e« On en déduit :
1 = (au; + buy) (aug + cvz)

= a®ujug + acuivy + abvius + bevivy
= a X (aujuz + cujve + bvjug) + be x (v1vg)
Ainsi, en posant : u = aujus + cuive + buvyus et v = viv9, on a :
(u,v) € 72
{ au+bcv=1

Par théoréme de Bezout, on en déduit : a A (be) = 1.

Proposition 7. (Généralisations)
1) Soit p € N*. Soit (a,by,ba, ..., b,) € ZPTL.

aNb =1
alNby=1

= a/\(blbg-"bp)zl
alNb,=1

2) Soit (a,b) € Z2. Soit (k, ) € N2

aANb=1 = adl AV =1

12



Démonstration.

1) Soit a € Z. Démontrons par récurrence : Vp € N*, P(p) ou  P(p) : Y(b1,...,b,) € ZP,

aNb =1
alNby =1

= aA(ble'-‘bp):l
alNb,=1

» Initialisation : soit b; € Z.
Suppoons a Ab; = 1. Alors : a A by = 1.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit p € N*.
Supposons P(p) et démontrons P(p + 1) (i.e. V(bi, ..., by, bpy1) € ZPH,

aNb =1

—  aA (b bybyy) = 1)
alNb,=1
a/\bp+1:1

Soit (bl, .. .,bp,bp_H) S/ and
Supposons :
aNb =1 alNb,=1 alNbpir =1

Alors, par hypothése de récurrence :
aAN(by---by) =1 et aNbpyr =1
Ainsi, par la Proposition 6 appliquée & b = by ---by, et ¢ = b,41, on obtient :
al(br--bpbpy1) = 1

D’ou P(p+1).
On conclut par principe de récurrence.
2) « Soit (a,b) € Z2.
Supposons : a Ab=1.
On commence par démontrer par récurrence : Vk € Z, P(k) ot P(k) : a ADF = 1.

» Initialisation :
Par définition du pged : a A’ =a Al =1.
D’ou P(0).
» Hérédité : soit £k € N.
Supposons P(k) et démontrons P(k + 1) (i.e. a AV =1).
Par hypothése de récurrence : a A b* = 1.
Ainsi, par la Proposition 6 appliquée a b = b et ¢ = b*, on obtient :

aA (b)) =1 i.e. aANDFTL =1

D'ott Pk + 1).

Par principe de récurrence : Yk € N, a A b* = 1. Ainsi :

Y(a,b) €Z%, anb=1 = anbi =1

13



« Soit (a,b) € Z2. Soit (k,¢) € N2.
Supposons : a A b= 1.

» D’apreés le point précédent : a A b* = 1.

x On note ¢ = b¥. On a alors obtenu : cAa=aAc=1.
En appliquant encore le point précédent, on obtient : b A a’ = 1. Ainsi :

A = Al = cnat = 1

IV. Théoréme de Gauss

IV.1. Théoréme de Gauss et corollaire

Théoréme 2. (Théoréme de Gauss)

Soit (a,b,c) € Z3.
al|be
= alec
aNb =1

Démonstration.
Supposons : a | becet a Ab=1.

o Comme a Ab=1, on obtient :
¢ = c(aNb) = ac/Nbe
e De plus:
x par hypothése : a | be,
x on a toujours : a | ac.

On en déduit : a | ac Abc. D'ou : a | c.

Corollaire 1.
Soit (a,b,c) € Z2.

alc
b|ec = ab | c
anNb =1
Démonstration.
Supposons :
al e, blec et anNb=1

o Alors il existe r € Z tel que : ¢ = ra. Ainsi :
»b|ra
» aANb=1
Par théoréme de Gauss : b | r.

« Il existe donc s € Z tel que : r = sb. On en déduit :

¢c =r1a = (sb)a = s(ab)

Dou:ab|ec.
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Exercice 6
Soit n € N. Démontrer que A = n (n? — 1) est divisible par 10.

Démonstration.

e Comme 10 =2 x5et 2A5 =1, on va démontrer que :
1) Ventier A est divisible par 2,
2) lentier A est divisible par 5.
En effet, on aura ainsi :

» 2| A,
» 5| A,
» 2A5 =1

Par corollaire du théoréme de Gauss, on pourra conclure : 10 | A.

« Commencons par démontrer : 2 | A.

On procéde par disjonction de cas.
x sin=012],alors:2|n. Dotu:2|n(n*—1)ie 2| A

x s:1:12:5:1:[:2L alors : n* =14 [2]. D’ott : n* =1 [2]. Ainsi: n* — 1 =0 [2].

On en déduit : 2 | (n* —1). Donc : 2 | n(n* —1) de 2| A.
« Démontrons enfin : 5 | A.

On procéde encore par disjonction de cas.

x sin=0[5],alors: 5 | n. D'ot: 5 |n(nt—1)ie 5] A

x sin=1[5],, alors : n* =1 [5]. Dot : n? =1 [5]. Ainsi: n?—1=0 [5].
On en déduit : 5 | (n* —1). Donc : 5 | n(n* —1) i.e. 5 | A.

x sin=2[5],alors : n* =16 [5]. D'ott : n* =1 [5]. Ainsi : n?* —1 =0 [5].
Avec le méme raisonnement que dans le point précédent, on en déduit : 5 | A.

x sin=3[5], alors : n? =9 [5], i.e. n? = —1 [5].
Dot : n* = (—=1)2 [5], i.e. n* =1 [5].
Avec le méme raisonnements que dans les 2 points précédents : 5 | A.

x sin=4[5], alors : n? =16 [5], i.e. n> =1 [5].
Dou : n* =12 [5], i.e. n* =1 [5].
Avec le méme raisonnements que dans les 2 points précédents : 5 | A.

IV.2. Conséquences du théoréme de Gauss

Proposition 8.
Soit (a,b) € Z*. On note : m=aVbetd=aAb. Alors :
labl = md

Démonstration.

o Par définition de d =a A b :
d|a et d|b
Il existe donc (a/,b') € Z? tel que : a = da' et b=dV'.

o De plus :
d =anb = (dd)A(dV) = dad' NV

Comme d # 0 :
a Ay =1
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o Démontrons alors : m = da’b'. On proceéde par double divisibilité.
x Démontrons : m | da' V.
- Tout d’abord : a | ab’. Donc : a | dad'V'.
- Deplus:b|ba. Donc:b|dadb.
Par définition de m = a \V b, on obtient : m | da’¥'.
x Démontrons : da’' b’ | m.

- Tout d’abord, par définition de m, on a :
al|m et b|m
Ainsi, par définition de d = a A b, on obtient : d | m.
- Alors il existe m’ € N tel que : m = dm’. D’ou :
da | dn et dv' | dm’

Comme d # 0, on en déduit :
a | m' et vm

- On obtient alors :

»a | m
» O | m/
» ANV =1

Ainsi, par corollaire du théoréme de Gauss : a’ b’ | m/.
D'ou: dd't' | dm/, ¢’est-a-dire :
da't | m
On en déduit : |m| = |dad' V| = |d| || |V].
Or les entiers d et m sont positifs. Ainsi : d|d’| || = m.

« On en conclut :

dm = ddld| V| = |da||d| = |a|[b] = |ab]

Proposition 9.
Tout rationnel admet un unique représentant irréductible.

Démonstration.

« Existence.
Soit 7 € Q.
a
Alors il existe (a,b) € Z x N* tel que : r = 5
x Par définition de d =aAb,ona:d|aetd]b.
On en déduit qu'’il existe (a/,b") € Z x N* tel que :

a = dd et b = dV
On en déduit :
d(a AY) = (dd')A(db) = anb

x De plus, comme b # 0, alors : a Ab# 0. D'ou:a’ AV =1.
x Finalement :
ad ANb =1
a dad a
r = — = = —

b oAy Y
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o Unicité.
Soit ((ay,ag, bi,bo) € Z2 x (N*)? tel que :

ﬂ:%7 al/\blzl et a2/\b2:1
by by

En particulier : ay by = aq by.

x Comme by | aj be, on en déduit : by | ag by. Ainsi :
» bo | agby
» by ANag =1
Par théoréme de Gauss, on en déduit : by | by.

x Comme by | ag by, on en déduit : by | aj be. Ainsi :
» by | a1 by
» by ANa; =1
Par théoréme de Gauss, on en déduit : by | b.

On en déduit : |b1]| = |ba|. Or by et be sont positifs. Donc : by = ba.
On obtient alors :
a1b2 = a2l71 = a2b2

Or by #0. D’ou : a1 = as.

Commentaire

On peut retenir que, dés que cela est possible, on travaillera plutét sur des entiers que sur
des rationnels. Il est bien plus simple alors d’exploiter tous les résultats d’arithmétique.

Exercice 7
Démontrer que v/2 n’est pas rationnel.

Démonstration.

Raisonnons par ’absurde.

Supposons que v/2 est rationnel.

Il existe donc (a,b) € Z x N* tel que :

N

% et anNb=1

« On obtient alors : bv/2 = a. D’ou :
b2 = a?
Ainsi : 2 | a®. D’ot1 : 2 | a (on peut de nouveau raisonner par I’absurde).
o Il existe alors p € Z tel que : a = 2p. On en déduit :
20 = o> = (2p)? = 4p°

Ainsi : b =2p?. Dot : 2 | b*. Donc : 2 | b.
Finalement : 2 | a A b.
Absurde! (car a ANb=1.)
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IV.3. Une application : résolution d’équations diophantiennes

Définition (Equation diophantienne)
Soit (a,b,c) € Z3.
On appelle équation diophantienne toute équation de la forme azx + by = ¢ d’inconnues (z,y) € Z2.

Soit (a, b, c) € Z3.
Dans toute cette partie, on présente une méthode pour résoudre I’équation diophantienne (F) : ax+by =
c (ou (z,y) € 7).

1) On vérifie que 'équation (E) admet au moins une solution.

2)

3)

Proposition 10.
Cette équation admet des solutions si et seulement si ¢ est un multiple de d = a N'b.

En particulier, léquation ax + by = 1 (ou (x,y) € Z?) admet des solutions si et seulement si
aNb=1.

Démonstration.

C’est une reformulation de la Proposition 5. OJ

On cherche une solution particuliére a (E).

« Si (F) admet une solution, on a alors :
d| a, d|b et dle
Alors il existe (a/, ¥, ) € Z3 tel que :
a = dd, b=db et c=dcd

Comme d = a A b, alors on a aussi : @’ A b = 1.
e On a alors :
ar+by=c & ddx+dy=dcd < dxz+by=~<
« On obtient alors une solution particuliére, par exemple, en écrivant 'identité de Bezout :

du+bv =1

(ce qui est possible car : a’ AV =1).
On multiplie ensuite par ¢’
Le couple (zg,y0) = (uc/,vc’) € Z? est ainsi une solution particuliére de (E).

On obtient toutes les solutions & partir d’une solution particuliére.
En effet :

dr+by=¢ & do+by=dvg+by & d(x—x30)=-b(y—1yo)
On raisonne alors par analyse-synthése.

o Analyse.

Soit (x,y) € Z2. Supposons que (z,y) est solution de (E). Alors, d’aprés les équivalences précé-
dentes :

a'(x —x0) = —b'(y — o)
On en déduit : a' | b'(y — yo). Ainsi :
> a [ V(y— o),
» a NV =1.
Par théoréme de Gauss, on en déduit : o’ | (y — o). Il existe donc k € Z tel que : y — yo = ka'.
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L’équation s’écrit alors :

d (x—xz9)=—-b xkd

donc x—x9=—bk
x = x9—kt
y = yo+kd

Soit k € Z. On vérifie que tout couple (x,y) de la forme (xg — kb', yo + ka’) est solution de (E).

Finalement :

o Synthése.

a'(xg — k) +0(yo+ka) = dwzg— kb + by + bka

, (car (xo,yo) solution

- ¢ ded'z+by=<)

On en déduit :
a(zo—kb") +b(yo+ka') = da'(zo—kb")+db (yo+ka') = d(a'(wo—kb)+V (yo+ka')) = d’ = ¢
L’ensemble des solutions de (E) est donc : {(zg — kb, yo + ka') | k € Z}.

Exercice 8
Résoudre dans Z? les équations suivantes :

a) 3x —Hy =0 b) 3z — b5y =12 c) 16z — 10y =7

Démonstration.
a) On suit la méthode.

1) On remarque : 3A (=5) = 1 et 1 | 0. On en déduit que 'équation 3z — 5y = 0 admet des
solutions.

2) Recherche d’une solution particuliére.
On remarque :
3xH—-5x3 =0
Ainsi (5,3) est une solution particuliére de I’équation 3z — 5y = 0.

3) Obtention de toutes les solutions.
On procéde par analyse-syntheése.

o Analyse.
Soit (z,y) € Z2. Supposons que (z,y) est solution de I'équation 3x — 5y = 0. Alors :

3x — oS5y =0
3xH — Hx3 = 0

donc 3(x—5)—-5(y—3) =0

d’ou 3(x—5) = 5(y—3)
Or 3 | 3(x —5). Ainsi :
» AL =1.
Par théoréme de Gauss : 3 | (y — 3). On en déduit qu’il existe K € Z tel que : y — 3 = 3K 1i.e.
y = 3K +3.
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Alors :
3x —5(BK+3)=0

donc Bx=5x3(K+1)

d’ou x=>5K+1)
o Synthése.
Soit K € Z. Vérifions que le couple (5(K+ 1),3(K+ 1)) est solution de I’équation 3z — 5y = 0.
3x5(K+1)—5x3(K+1) =0
Finalement, ’ensemble des solutions de I’équation 3z — 5y = 0 est :
{(5(K+1),3(K+1)) | KeZ} = {(5k,3k) | k € Z}

b) On suit la méthode.

1) On remarque : 3 A (=5) = 1 et 1 | 12. On en déduit que I’équation 3z — 5y = 12 admet des
solutions.

2) Recherche d’une solution particuliére.
On remarque :
3x4—-5x0 = 12
Ainsi (4,0) est une solution particuliére de I'équation 3z — by = 12.
3) Obtention de toutes les solutions.
On procéde par analyse-syntheése.
o Analyse.

Soit (z,y) € Z?. Supposons que (z,y) est solution de I'équation 3z — 5y = 12. Alors :
3z — oy = 12
3x4 — 5H5x0 = 12
donc 3(x—4)—5(y—0) =0

d’out 3(x—4) = by
Or 3| 3(x —4). Ainsi :
» 3| by,
» 3AH=1.
Par théoréme de Gauss : 3 | y. On en déduit qu’il existe k € Z tel que : y = 3k. Alors :

3z —5 x 3k =12
donc 3z =23(5k+4)
d’ott x=>5k+4

o Synthése.
Soit k € Z. Vérifions que le couple (5k + 4, 3k) est solution de I’équation 3z — 5y = 12.

3x (bk+4)—-5x3k = 15k + 12 — 16k = 12
Finalement, ’ensemble des solutions de I’équation 3z — by = 12 est :
{(5k+4,3k) | k € Z}

¢) On suit la méthode.

1) On remarque : 15A (—=10) =5et 5 J 7. On en déduit que 'équation 15z — 10y = 7 n’admet pas
de solutions.

O
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