Feuille d’exercices 2 : Arithmétique

Maths expertes

I. Plus grand diviseur commun, plus petit multiple com-
mun, théorémes de Gauss et de Bézout

Exercice 1
Soit p un entier naturel qui n’est divisible ni par 2 ni par 3. Démontrer : 24 | p? —1.

Exercice 2

1 1
Soit n € N*. Montrer que — +
n

n—+1

_l’_

n’est pas décimal.
n-+2 P

Exercice 3
Montrer que si la somme de deux rationnels est entiére, leurs représentants irré-
ductibles ont méme dénominateur.

Exercice 4
Montrer que V2 + /3 nest pas un rationnel.

Exercice 5
Montrer qu’il n’existe pas de solution rationnelle & '’équation z* + z + 1 = 0
d’inconuue réelle x.

Exercice 6

Montrer qu’il n’existe pas de solution dans Z? a I’équation 8z* —3y? = 2 d’inconnue
(z,y) € R?.

Exercice 7

Soit (a,b) € Z? tel que a Ab=1. On note P = {(u,v) € Z* | au + bv = 1}.
P # 2.

2. Soit alors (o, §) € P. Démontrer : P = { (a+ Ab,8 — Xa) | A€ Z }.

1. Démontrer :

Exercice 8
Résoudre dans Z? I'équation 34x + 147y = 2.

Exercice 9
Trouver un entier naturel dont le produit des diviseurs vaut 45%2.

Exercice 10
Soit n € N*. Démontrer : (n! + 1) A ((n+ 1)1 +1) = 1.

Exercice 11
Soit (p,q,r) € Z3 tel que p A ¢ = 1. Démontrer : p A7 =p A gr.

Exercice 12

Soit (a,b) € [0, 10].

1. Montrer que a® + b? est divisible par 11 si et seulement si @ = b = 0.
Indication : on pourra faire une étude exhaustive de tous les cas.

2. En déduire que, pour tout (a,b) € Z2, 11 divise a® + b? si et seulement si 11
divise a et 11 divise b.

II. Congruences

Soit (a,b,n) € Z* x Z*. On dit que a est congru a b modulo n et on note a = b [n]
si et seulement st n divise b—a. En notant a, b, ¢ et d quatre entiers relatifs, n un
entier relatif non nul et p un entier naturel, on peut énoncer les propriétés utiles
de la relation de congruence modulo n, que l’on peut utiliser sans preuve.

(1) Symétrie : Sia =b [n], alors b = a [n].
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Exercice 13
Soit (a,b,¢,d) € Z2 x (Z*)*. Démontrer :

1. sia=bldetd|c, alorsa=bld
2.sia=b[c]eta=0b][d], alorsa="b][cVd.
3. siac="bc [d] et ¢ #0, alors a =b [d/(d A ¢)]

Exercice 14
Soit (a,b,n) € Z3. On veut résoudre dans Z 1'équation (E) ax = b [n].

1. Montrer que, si (F) admet une solution, alors a An | b.

2. On suppose : aAn | b. Justifier I'existence de (o, 8) € Z2 tel que : aAn = aa+Bn.
Montrer alors que I’ensemble des solutions de (F) est :

{(ab+Mn)/(aAn) | NeZ}

Exercice 15
Soit (a,b, v, B) € (Z*)*. On veut résoudre dans Z : (E) 2 = o [a] et = S [b].
1. Montrer que si (F) admet une solution, alors : a Ab | o — f.
2. On pose : @’ = a/(a Ab) et b = b/(a Ab). Montrer qu’il existe (u,v) € Z? tel
que : a'u+bv=1.
On pose alors : y = d'uf+b'va. Montrer que, si aAb | a— (3, alors y est solution
de (FE) et que I'ensemble des solutions de (E) est {y + A(aV b) | A € Z}.
x =3 [4]
3. Résoudre dans Z le systéme :
x =4 [5]

Exercice 16
Soit xz € Z.

1. Montrer que z = 1 [35] si et seulement si (z =1 [5] ouz = —1[5]) et (z = 1[7]
ouz=—1[7]).

2. Résoudre alors I'équation 22 = 1 [35].

Exercice 17
Soit p un nombre premier.

1. Montrer que, pour tout k € [1,p —1] : p | <Z>

2. En déduire que, pour tout a € Z : a? = a [p).

Exercice 18

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les décimales d’un entier na-
turel n pour que 3 | n (resp. 11 | n).

2. En quelles bases I’écriture d’un entier naturel donné en base 10 est-elle évidente
a trouver ?

3. Etudier alors la divisibilité de 11257 838 271 654 382 948 276 par 7, puis par 37.

Exercice 19
Quel est le dernier chiffre de 'écriture en base 10 de 7(1) 9

III. Nombres premiers

Exercice 20
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur I’entier naturel n pour que —1 +
n(n+1)

5 soit un nombre premier.

Exercice 21
Soit n € N*. Montrer que si 2" — 1 est premier, il en est de méme de n. Que dire
de la réciproque ?

Exercice 22

Soit @ € N\ {0,1} et n € N* tel que a” + 1 soit premier. Montrer que a est pair,
puis qu’il existe m € N tel que n = 2™.

Indication : on pourra écrire n sous la forme d’un produit d’un nombre impair et
d’une puissance de 2.
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Exercice 23
Pour tout n € N*, on note p,, le n®™
tout n € N*, p, < 22",

¢ nombre premier positif. Montrer que pour

Exercice 24
Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus & 3 modulo 4.
Indication : on pourra raisonner par l’absurde.
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