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DS3 /87

Exercice 1 /39

011
On considere la matrice M = |1 0 1].
110
Soient (a,) et (b,) deux suites de nombres entiers définies par :

" pty1 = ap+by
apr=1,b1=0 et VneN"
bpt1 = 2a,

1. Calculer as, bs, a3 et bs.
e lpt:ax=1et by=2
e 1 pt:ag=3et bg=2
2. Démontrer que, pour tout n € N* a,, et b, sont des entiers naturels.

o 1 pt : structure de rédaction de la récurrence
« 1 pt : initialisation
o 2 pts : hérédité

3. a) Donner M?2.

2 1
elpt:M2=1[1 2
1 1

1
1
2

100
b) Démontrer : M2 =M +21, 0t I = (0 1 O) désigne la matrice identité d’ordre 3.
0 01

o 1 pt
¢) Démontrer alors par récurrence : Vn € N*, M"™ =a, M + b, I.
o 1 pt : initialisation
o 3 pts : hérédité
x 1 pt : utilisation hypothése de récurrence
x 1 pt : utilisation st précédente
x 1 pt : utilisation définition a,; et b,41

-1 : si récurrence mal rédigée

4. On note A = (1 1) et, pour tout n € N* : X, = (a">. On pose encore : P = (1 1 >

2 0 bn, 1 -2
a) Vérifier : Vn e N*, X, 11 = A X,,.

o 1 pt : quantification
e 1 pt : calcul
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b)

d)

f)

Exprimer, pour tout n > 2, la matrice X,, en fonction de A"~ ! et de X;.

o 1 pt : initialisation
o 2 pts : hérédité

-1 : si récurrence mal rédigée
1
. . . . 3
Justifier que P est inversible d’inverse (

Wl wWIN

_1
3
.]_ptZPQ:I

Vérifier que P~1 A P est une matrice diagonale D que 1’on précisera.

. (2 -1 174 2
.lpt.AP—(2 2>0uP A—3(_1 1)

o biap_ (2 0
«lpt:D=P AP_(O _1>

Démontrer : Vn € N*, A" = PD" P~L,

e 1 pt: A=PDP!

« 1 pt : initialisation

e 2 pts : hérédité

-1 : si la récurrence est mal rédigée

On admet, pour tout n € N* :

W= W=

x 2L 4 1 x (1)”>

x 2nh — 2 (—1)n

En déduire : Vn € N*, a,, =

o 1 pt : quantification
elpt:casn=1
e 2 pts:casn > 2

x utilisation 4.b)

x calcul

5. Démontrer, pour tout k € N : 24 —1 =0 [5].

e 1 pt : quantification
e 1 pt:2*=16 donc 2* =1 [

« 1 pt : élévation a la puissance k™

6. Soit n € N* un multiple de 4.

a)

Montrer que 3 a,, est divisible par 5.

e 1 pt : comme n est un multiple de 4, alors il existe k € N tel que :

e 1pt:3a,=2%-1

« 1 pt : conclusion avec la question précédente

>. On note P~ cette matrice.

n = 4k.
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b) Ecrire en Python une fonction Test_Div prenant en paramétre un entier n et renvoyant un
message indiquant si ’entier a, est divisible par 5.
On pourra utiliser la commande prédéfinie en Python pour obtenir le reste de la division eucli-
dienne de a par b. Il s’agit de la commande a % b. Par exemple, la commande 11 ¥, 4 renvoie
3 : le reste dans la division euclidienne de 11 par 4.

« 5 pts (dont 1 pt pour ’indentation)

1 def Test_Div(n) :
2 a = (1/3) * (2%xn + (-1)**x(n-1))
3 if a % = 0 :
4 return ( + (n) + )
5 else :
6 return ( + (n) + )
Exercice 2 /13
1. Démontrer : V(z1,20) € C2, 21 X 20 = 71 X Zo.
« 1 pt : quantification
o 1 pt: 2 X 20 = (2172 — y1y2) + i (T1y2 + T291)
o 1 pt:z; X290 = (2172 — y192) — i (T1Y2 + T201)
o 1 pt: 21 X2 = (1172 — y1y2) — i (v1y2 + T291)
1 1 -1
2. Onnote A= (2 0 1 |.Démontrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.
2 1 -1
-1 0 1
e5pts: A= 4 1 —3]| (dont 1 pt pour la justification de I’inversibilité)
2 1 =2
3. a) Ecrire avec des quantificateurs I’assertion suivante : « tout réel est le cube d’un réel ». Cette

assertion est-elle vraie ?
elpt:VWeR, xR, y=2a>
« 1 pt : vrai par surjectivité de z — 2>
b) Ecrire la négation de la proposition précédente. Cette assertion est-elle vraie ?
e 1pt:IycR, VR, y#a?

« 1 pt : faux car négation d’une assertion vraie
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Exercice 3 /35

Dans cette exercice, on se place dans le plan muni d’un repére orthonormé direct d’origine O.

On dit qu'un point M a pour affixe z s’il a pour coordonnées (Re (z),Im (2) ) Par exemple, le point
d’affixe 2 — 3¢ a pour coordonnées (2, —3).

Soient M = (zpr,ynr) et N = (xn, yn) deux points du plan. On rappelle que la longueur M N s’obtient
a l’aide de la formule suivante :

MN = /(zar —2n)% + (ypr — yn)?

On pose zp = 8 et, pour tout n € N :

3—1iV3
Ikl = ()
On note A, le point d’affixe z,, = xp, + iyp.
1. a) Calculer z1, z3 et z3. On mettra les résultats sous forme algébrique.
e 1pt:z =6-—2i/3
e 1pt:z=23-3iV3
. lpt:23:—373\/§
b) Calculer les longueurs OAgy, OA1, OAs et OAs.
e 1 pt:0OAy=28
e« 1 pt:0OA = 44/3
e 1 pt:0A;=6
e« 1 pt:OA3= 3v3
c) Représenter graphiquement les points Ag, A1, A2 et As; on prendra pour unité le centimétre.
On donne par ailleurs : v/3 ~ 1, 7.
e 1 pt : repére orthonormé correct

« 4 pts : placer les points Ay, ..., A3 (avec la bonne échelle)

2. On note (u,) la suite définie par : ¥n € N, u,, = OA,,.
a) En utilisant (), démontrer, pour tout n € N :
I % 1 _
nt+l = 4 Yn+1 = 1
e 1 pt : quantification
+1

4 4

e 1 pt : unicité de la forme algébrique

e 2 pts: 2z =

S
—

b) En déduire, en raisonnant par récurrence : Vn € N, u, = 8 <

o 1 pt : initialisation
e 4 pts : hérédité

x 2 pts : Upy1 =

o]

w
8
3
+
N
3N

x 1 pt:u, =+/22+y2

+1
V3 v3\"
1pt:un+1:7un=8

X

-1 : si la récurrence est mal rédigée
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¢) Quelle est la monotonie de la suite (uy) ? Quelle est sa limite, si elle existe ?

On justifiera toutes ses réponses.

e 1 pt: (u,) (strictement) décroissante
0 pt si absence de quantification

3
e 1 pt : (uy,) suite géométrique de raison >

V3

.1pt:—1<7<1donc lim wu, =0

n——+00

3. a) Démontrer, pour tout k € N :

b)

Rk+1 — ?k _
Rk+1
On admet qu’on peut alors en déduire, pour tout k € N : Ay Ap1 = —= OAgyq.
« 1 pt : quantification
3+iv3
. 2pts:zk:Tzk+1
Zk+1 — 2k V3 1
elpt: — —=—§ —=—— 14
Zk+1 3 \/g

Pour tout n € N, on appelle ¢, la longueur de la ligne brisée reliant dans cet ordre les points
Ag, A1, Ao, ..., Ay
On a ainsi : £, = AgA1 + A1As + -+ A, _1A4,.

Démontrer que la suite (¢,,) est convergente et calculer sa limite.

o 1 pt : quantification

1 pt

1 pt:

1 pt:

1 pt:

1 pt:

1pt:

1 n=l1
: gn = 73 Z OAk+1

k=0
décalage d’indice

_(v3\"
l, = 2> carﬁ#l
R
n
3 3
lim <\[> =0 car —1<£<1
n—-+00 2 2

(¢,) est convergente de limite

§OO




