Chap. ? ? : Equations différentielles
linéaires

I. Généralités

I.1. Solution d’une équation différentielle

Définition
Soient p € N* et I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit F' une application de R x (CO(I,R))p—F1 dans R.

o On appelle équation différentielle d’ordre p une équation fonctionnelle de la forme :
Fltyy,....y?) =0 (E)

o On dit de plus que cette équation est :

« linéaire si la fonction F' est linéaire en les variables y, v/, ..., y®, c’est-a-dire si I'équation (F)
s’écrit sous la forme :

ap() y® (t) + ap-1 () y® V(@) + -+ ar () yi () + ao(t) wo(t) = b(t) (L)
ou :
x les fonctions ay, ..., a, sont continues sur 7,
x la fonction a, n’est pas la fonction nulle,

x la fonction b est continue sur I et est appelée second membre de 'équation différentielle (L).

On écrira aussi cette équation fonctionnelle sous la forme :
apy(p) +ap_1y(p_1) +--+aryr +aoyo = b

x linéaire a coeflicients constants si les fonction ao, . . ., a;, définies précédemment sont constantes
sur I. On écrit alors I’équation différentielle sous la forme :

apy P () + ap 1 yP V(@) + -+ ary (t) +agy(t) = b(t)

x homogéne lorsque son second membre est nul, c’est-a-dire si la fonction b est la fonction nulle.
Lorsque le second membre de (L) n’est pas nul, on appelle équation différentielle homogéne
associée a (L) I’équation obtenue en remplacant la fonction b par la fonction nulle :

ap(t) Y (8) + ap-1 () y (1) + -+ ar(t) ya(t) +ao(t) wo(t) = 0 (H)

« Une solution de I'équation (£) est un couple (J,y) ot :
x l'ensemble J est un intervalle de R,
x la fonction y est de classe CP sur J et vérifie (E) pour tout ¢ € J.
« On appelle trajectoire de (E) la courbe représentative d’une des solutions de (FE).

« On appelle équilibre de (E) une solution constante de (E). On parle aussi de solution stationnaire.



Exemples

o Léquation ty®)(t) + 2ety/(t) — y(t) = 2|t| est une équation différentielle linéaire d’ordre 3. Son
équation homogéne associée est ty3) (t) + 2et o/ (t) — y(t) = 0.

o L’équation 3y®) (t)+24/(t)—y(t) = 2|t| est une équation différenticlle linéaire d’ordre 3 a coefficients
constants. Son équation homogéne associée est 3y®)(t) + 24/ (t) — y(t) = 0.

. L’equation ty®)(t) + 2ety/(t) — y°(t) = 2]t| est une équation différentielle non linéaire d’ordre 3.
Son équation homogene associée est ty®3) () + 2et y/ (t) — y°(t) = 0.

o L’équation 2efy/(t) — y(t) = 2]t est une équation différentielle linéaire d’ordre 1. Son équation
homogene associée est 2l y/(t) —y(t) = 0.

Remarque
A priori, les questions d’existence et d’unicité de solutions n’est pas trivial. On verra dans le cours
quelques théorémes positifs & ce sujet. Une autre question sera de trouver explicitement des (les/la)
solution(s).

I.2. Probléme de Cauchy

Définition
Soient p € N* et I un intervalle de R non vide et non réduit & un point. Soit tg € 1.
Soit (v, 1, ..., p—1) € RP.

Un probléme de Cauchy est la donnée :

o d’une équation différentielle d’ordre p :
F(tay7y/7‘° . ’y(p)) =0

« de p conditions initiales de la forme :

( y(to) = o

y'(t)) = o
y(p_z) (to) — ap72
y(p_l) (to) — apfl

Remarque

On verra, dans le cadre d’équations différentielles linéaires d’ordre 1 et d’ordre 2, que les problémes
de Cauchy admettent en général une unique solution définie sur R (on peut méme démontrer un tel
résultat dans un cadre bien plus général mais cela est largement hors de notre programme).

Exemples
Les problémes suivants sont de Cauchy :

y' 2ty —3y=t2+1

/ t
y —2e'y=>5

y(0) =0 {

, . y(0) =1
y'(0) = 100

Les problémes suivants ne sont pas de Cauchy :
{y”+2ty’—3y:t2—|—1 {y’—Qety:

y(0)=0 y*(0) =1



Remarque
Des conditions supplémentaires un peu différentes peuvent se poser, comme le probléme suivant, sur
un segment [0,77] :

y'+ Ay =0
y(0) =0
y(T)=0

Ce type de probléme avec conditions « aux bords » est plus délicat. Nous n’énoncerons pas de théorémes
généraux dans ce cas.

I.3. Cas des équations linéaires

Proposition 1.
Soit p € N*.
Soit (H) une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre p.
L’ensemble Sg des solutions de (H) définies sur un méme intervalle I (non vide et non réduit ¢ un

point) est un sous-espace vectoriel de CP(I,R).

Démonstration.
Soit (H) I’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre p définie sur I par :
ap(t) yP (1) + apr () yP () + -+ a1 () ¥/ (1) + ao(t) y(t) = 0

« Tout d’abord, par définition des solutions d’une équation différentielle d’ordre p : Sy C CP(I,R).
o Ensuite : Ocp(;r) € Sg. Autrement dit, la fonction nulle est bien solution de (H).
« Soit (A, u) € R% Soit (f,g) € (SH)Q.

x On commence par remarquer : A f + pg € CP(I,R).

x De plus, pour tout ¢t € I :

ap) A+ M)+ o+ e A frug) )+ a®) (A S+ ug)()
= )M P 4 pgPY) + -+ @A Feg)®) + a®) (A g
(par linéarité de la dérivation)
= apt) AP +pg® () + o+ a®) V@) Fud M)+ aot) (M) +pg(t))

(par linéarité de l’évaluation en t)
= A(ap(t) fO) + - +ar(®) f'(t) + ao(t) F(1)) + p (ap(t) 9P (1) + -+ + a1 (t) g'(t) + ao(t) 9(t))
= Ax0+4+pux0

(car f et g sont solutions de (H))
=0

Ainsi, A f + g est solution de H. Autrement dit : A f + png € Sy.
O

Remarque
Pour démontrer cette proposition, on peut aussi remarquer que ’application L suivante est linéaire :

L : Cr(I,R) — C°I,R)
y = ) yP )+ apa )y ) e () Y (1) + ao(t) y(t)

De plus : Sy = Ker(L). Ainsi, Sy est un sous-espace vectoriel de C*(I,R).



Proposition 2.

Soit (L) une équation différentielle linéaire définie sur un intervalle I, non vide et non réduit a un
point. On note (H) son équation différentielle linéaire homogéne associée.

Soit fo une solution particuliére de (L) sur I.

L’ensemble des solutions Sy, de l’équation L est alors :
{fo+h|heSu}

On retiendra :

solution générale solution particuliére solution générale de

de (L) = de (L) + (H)

Démonstration.
Soit (L) I'équation différentielle linéaire d’ordre p € N* définie sur I par :

ap(t) y P () + apr () y@ D () + -+ ar(t) ¥ (6) + ao(t) y(t) = b(t)

On note (H) son équation différentielle linéaire homogéne associée.
Soit f € CP(I,R).

JesL
& ap(t) fP(E) + -+ ar(t) (1) + ao(t) (1) = b(t)
& ap(t) FOH) + -+ ar(t) /() + ao(t) F(£) = ap(t) [ (8) + -+ ar(t) (1) + ao(t) fo(t)
(car fo solution de (L))
& ap(t) (1) + +a1<t> (t) + ao(t) F(t) = (ap(t) £ (1) + -+ + ar (t) f5(t) + ao(t) fo(t)) = O
ap(t) (FP (¢ (£) + -+ ar(t) (f'(5) = £5(1)) + ao(t) () — fo(t)) =
& ap(t) (f = fo) p)(t) + oA ar(t) (f = fo) (t) +ao(t) (f — fo)(t) =

(par linéarité de la dérivation)
& f-foeSH
& JdheSh, f—fo=h

i

< JheSy, f=fo+h
Ainsi, on obtient bien : Sp = {fo+h | h € Su}. O

METHODO | Résolution d’une équation différentielle linéaire (EDL)

Pour trouver I’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire :
1) on résout ’équation homogéne associée. On note Sy ’ensemble de ses solutions.
2) on recherche d’une solution particuliére de I’équation compléte. On note cette fonction g.

3) on obtient des solutions de 'EDL compléte :
= {g+h|heSy}

Pour le point 2), on se référera aux méthodes de recherche d’une solution partiucliére des sections
suivantes dans le cas des EDL d’ordre 1 et d’ordre 2.



Proposition 3 (Principe de superposition).
Soit p € N*.

Soient (L1) et (Lo) des équations différentielles linéaires d’ordre p définies sur un intervalle I, non
vide et non réduit a un point, par :

ap(t)y P () + - +ar(t)y' () +ao(t) y(t) = bi(t) (L1)
ap(t)y®)(8) + -+ ar(t)y'(t) + ao(t) y(t) = ba(t) (L2)

Soient f1 et fo des fonctions de classe CP sur I.

f1 solution de (Ly) pour tout (A1, \2) € R%, A1 f1 + A2 fa solution de
fa solution de (L2) ap(t) y P () +- - +a1(t) y'(t) +ao(t) y(£) = A1 by (t) + A2 ba(t)

Démonstration.
Supposons que :

x la fonction f; est solution de (L),
x la fonction fo est solution de (Lg).
Soit (A1, A2) € R2. Soit t € I.

ap(t) M Ai+Xe )P + 0+ a@ M fi+tAf) @)+ ao(t) (M fi+ e fo)(t)

= M P+ + o + aO N A E) + aolt) (M fi+ A fo)(E)

(par linéarité de la dérivation)

= a) M PO+ M) + o+ alt) (MO + A1)+ ao(t) (M fi(t) + A2 fa(1))
(par linéarité de I’évaluation en t)
= A1 (ap() S+ -+ an(t) F(E) + ao(t) F1(8)) + Az (ap(t) £7(8) + - + ar () F5(8) + ao(t) fa(t))

= A\ X bl(t) + Mg X bg(t)
(car f1 solution de (L1) et fo solution de (Lz))

On obtient bien que la fonction A\; fi + Ao fo est solution de ’équation :

ap()yP (t) + -+ a1 () Y (t) + ao(t) y(t) = A1 bi(t) + Agba(t)

A Ne pas inventer de théoréme !
Dans cette proposition, les équations différentielles linéaires (L1) et (L2) ont les mémes
fonctions coefficients ag, a1, ..., ap. Seuls les seconds membres différent.




METHODO | Solution particulére d’EDL quand le second membre est une combinaison linéaire

Soit (L) une équation différentielle linéaire d’ordre p de la forme :
ap(B) Y P (1) + -+ a1 (1) ¥ (2) + ao(t) y(t) = b(1)
Supposons que le second membre b de I'équation (L) s’écrit sous la forme :
b = Aibi+Xba+--+ A by

Alors, pour chercher une solution particuliére de (L) :

1) on détermine une solution particuliére f; de 'EDL (L;) définie par :
ap(t) Yy (8) + -+ ar(t)y'(8) + ao(t) y(t) = b (1)
2) on détermine une solution particuliére fp de 'EDL (L) définie par :

ap(t)y P (1) + -+ a1 (t)y' () + ao(t) y(t) = ba(t)

n) on détermine une solution particuliére f, de 'EDL (L,) définie par :
ap(t) Yy (1) + -+ ar(t) ¥ (1) + ao(t) y(t) = ba(t)
(%) Par principe de superposition, 'EDL (L) admet pour solution particuliére la fonction f définie par :

f=XMA+ o+ F+ A\ fa

II. Equations différentielles linéaires du premier ordre

I1.1. Equation homogéne

Proposition 4 (Hors programme).
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
Soit a une fonction continue sur I. Soit A une primitive de a sur I.

On note (H) équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 sur I définie par :
y'(t) +a(t)yt) = 0

Alors :

y solution de (H) < 3INER, y:t— Xe 40

Autrement dit :

I —- R




Démonstration.

« Remarquons d’abord que, puisque la fonction a est continue I, elle admet bien une primitive A (de

classe C* sur I).

« Soit y € C1(I,R). On note z la fonction définie par :

z I — R
t = y(t)et®

La fonction z est de classe C! sur I en tant que produit de fonctions de classe C! sur I. De plus, pour

tout t € I :

Z(t) = (1) e D +y(t) x A1) e = /(1) e® +a(t)y(t) e = (y(t) +a(t) y(t)) eA®

« On obtient alors :

y solution de (H)

Remarque

(I

vtel, y(t)+a(t)y(t) =0

vtel, (?Jl(t) +a(t) y(t)) eAl) = (car : YVt eI, eAl) £ 0)
Viel, 2/(t)=0

INeER, Vtel, z(t) = A

INER, Vtel, yt) eAlt) —

INeER, Vtel, y(t) = Ae—A®)

INER, y:t Ae AW

Pour retrouver rapidement ce résultat, on pourra raisonner au brouillon sans rigueur (méthode autre-
ment appelée « a la physicienne »).

y solution de (H)

=

=

y +ay=0

y' =—ay

g’ . (en supposant : ¥t € I,
Y y(t) #0)

(en primitivant 1’égalité
précédente)



Corollaire 1 (Au programme!).
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
Soit a € R.

On note (H) l’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 & coefficients constants sur I définie
par :

y'(t) +ayt) = 0
Alors :

y solution de (H) < FNER, y:t— Ne o

Autrement dit :

I —- R
S = {t o e @t ‘)‘GR}

Exercice 1
1) Résoudre sur R I’équation v’ +y = 0.
2) Soit a € R. Résoudre sur R P'équation différentielle y' = ay avec pour condition initiale : y(0) = 1.

3) Résoudre sur R I'équation 3/ —ty = 0.

Démonstration.

1) L’équation 3’ +y = 0 est une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 1 a coefficients
constants. L’ensemble de ses solutions est donc :

{tr—>)\e_t|)\€R}

2) Comme ce probléme comporte une condition initiale, on raisonne en deux temps.

o L’équation ¢y’ —ay = 0, notée (H) est une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 1 a
coeflicients constants. L’ensemble de ses solutions est donc :

{t Ae? | A€ R}

« Soit f une solution de (H).
D’aprés le point précédent, il existe A € R tel que :

frt dett
On obtient alors :

f vérifie la condition

initiale y(0) = 1 1) =1

o Ae®x0 =1

S oA=1

On en déduit que 'unique solution de (H) avec pour condition initiale y(0) = 1 est la fonction :

t s et



3) Comme la Proposition 4 est hors programme, on procéde comme dans la démonstration.
On note (H) l'équation y/(t) — ty(t) = 0.
« Soit ¥ € C'(R,R). On note z la fonction définie par :
z I - R
t2

t — y(t)e 2z

La fonction z est de classe C! sur R en tant que produit de fonctions de classe C! sur R. De plus,
pour tout t € R :

t2 2

Z(t) = y()e T +ylt) x (—t)e 7 = y(t)e 2 —tyt)e 2 = (J () —ty(t))e =
« On obtient alors :
y solution de (H) < VteR, y'(t) —ty(t) =0
& VteR, (y(t) —ty(t) eié =0 (car : Vt € R, e_g #0)
& VteR, 2/(t)=0
< JdNeER, VEeR, z(t) = A
& JdAeR, VteR, y(t)e_ézA
& dNeR, Vtel, y(t):)\eg
& EAGR,y:t»—w\eé

L’ensemble des solutions de 'équation (H) est donc :

2
{t> Xe? | AR}

I1.2. Solution particuliére

I1.2.a) Solutions remarquables, lorsque a est constante

Sit+— b(t) est de la forme... chercher une solution de la forme...

t— A, A € R constante t— p, p € R constante

t > Py (t), P, polynome de degré n t— Qn(t), @Qn polynome de degré n

ts A NeER, a # —a t pet peR




Exercice 2

Trouver une solution particulére, sur R, des équations différentielles :

1. (B) y +y=c¢

Démonstration.
1. Résolvons (E7).

2. (B))y +y=et

« On commence par résoudre son équation homogeéne associée (Hy) y' +y = 0.
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants. L’ensemble de ses

solutions est donc :

{t—=>Xe " | AeR}

« On cherche ensuite une solution particuliére de (E7).
Comme le second membre de (E) est ¢ — €', on cherche une solution de la forme ¢ — e’ solution

de <E1>

Soit A € R. On note alors h : t — \et. La fonction h est bien de classe C! sur R.

h solution de (Eq)

=
=
=
=

i3

Vt R, W(t)+h(t) =¢

Vte R, del + el =¢f

Vt € R, 2Xel =ef

21=1 (car :Vt € R, € #0)

1
Ainsi la fonction b : t +— 3 el est une solution particuliére de (E).

On en déduit que ’ensemble des solutions de (Ej) est :

2. Résolvons (E»).

{tr—>)\e_t+%et])\€R}

« On commence par résoudre son équation homogéne associée (Hz) y' +y = 0.
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants. L’ensemble de ses

solutions est donc :

{t— Xe ' | AeR}

« On cherche ensuite une solution particuliére de (E2).

Comme le second membre de (E7) est ¢ — e~

solution de (F3).

¢ on cherche une solution de la forme ¢t — \te™!

Soit A € R. On note alors h : t — Ate~t. La fonction h est bien de classe C! sur R.

h solution de (E3) <
g
g

-

VteR, W' (t)+h(t)=e""'

VtER, Aet+ Mt xAf=c 1) + Mc L =c"
VteR, Nel=¢e7t

A=1 (car :Vt€R, et #0)

Ainsi la fonction h : t — te™! est une solution particuliére de (Es).

On en déduit que l'ensemble des solutions de (Es) est :

{tsXe"+te " | NER}

10



I1.2.b) Méthode de la variation de la constante

METHODO Méthode de la variation de la constante

Pour déterminer une solution particuliére d’une équation différentielle linéaire (L) d’ordre 1 y/(¢) +
a(t) y(t) = b(t) définie sur I, on peut appliquer la méthode dite de la variation de la constante. Pour
cela, on suit les étapes suivantes :

1) On détermine les solutions de 1’équation homogéne associée a (L) :

{t = Ayu(t) | A e R}

ot yr =t — e~ avec A une primitive de a sur 1.
2) On cherche une solution particuliére de (L) sous la forme t — A(t) yu (t).
a) Soit A € C*(I,R). On note alors h : t > A(t) yu(t). La fonction h est bien de classe C' sur R.

b) On raisonne ensuite par équivalence.

h solution de (L) & VteR, M(t)+a(t)h(t) =b(t)

&S VieR, N(t)=---=g(t)
La fonction A cherchée peut cherchée parmi les primitives de g.

¢) On détermine de maniére explicite une primitive de g sur I. Notons la G.
d) Une solution particuliére de (L) est alors : ¢t — G(t) yu(t).

Exercice 3
Résoudre, sur R’ , équation différentielle (E) ty/(t) + y(t) = tet”,

Démonstration.
« On commence par résoudre I’équation homogene associée (H) ty' 4+ y = 0.
x Tout d’abord, pour tout ¢t € R} :

WO =0 & Y0+ yH)=0

x Soit y € Cl(Rj_,R). On note z la fonction définie par :
z + RY — R
t = y)et® =ty

La fonction z est de classe C! sur R% en tant que produit de fonctions de classe C! sur R%. De
plus, pour tout ¢t € RY :
J(t) = y(t) +ty'(t)
x On obtient alors :
y solution de (H) VteRE, ty'(t)+y(t) =0
VieRE, 2/(t) =0

INER, VEERY, 2(t) = A

L

INER, VEERY, ty(t) =\

A
L’ensemble des solutions de ’équation (H) est donc :

{t'—>%|/\€R}

11



« On cherche ensuite une solution particuliére de (E).
On applique la méthode de variation de la constante. Autrement dit, on cherche une solution parti-

A(t)

culiére de (F) sous la forme t — ——=.

At)

Soit A € C'(R*,R). On note alors h : ¢ — —~ La fonction h est bien de classe C! sur R .

h est solution de (E) < Vt € R%, th'(t) + h(t) = te

& VteR%, t (X(t) — A(t)) + Ait) = tet’

t 12

& VteRY, /\’(t)—;%ﬁJr;t@:tetz
& VteR:L, N(t) =te

La fonction A cherchée peut donc étre choisie parmi les primitives de t — tel.

1
La fonction X : ¢ +— 3 et® convient.

1
Ainsi, la fonction h : ¢ — % e’ est une solution particuliére de (F).

On en déduit que I'ensemble des solutions de (F) est :

I1.3. Probléme de Cauchy
Théoréme 1. (Probléme de Cauchy d’ordre 1)

Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 définie sur un intervalle I non vide et non réduit
a un point :

Y +alt)y = b(t)
Soit (tg,zg) € I x K.

1l existe une unique solution au probléme de Cauchy :

{ Y +alt)y = b(t)
y(to) = o

Exercice 4
Trouver la solution de I’équation différentielle (E) y' + y = ch telle que y(0) = 0.

bt
. . e +e
On rappelle que la fonction ch est définie par ch : t — —
Démonstration.
o L’équation ' + y = 0 est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 a coefficients

constants. L’ensemble de ses solutions est donc :

{t— e " | XeR}

12



« On cherche une solution particuliére de (E).
Comme le second membre de (E) est une combinaison linéaire, on cherche :
« une solution particuliére hy de (E1) v/ +y = €,

«x une solution particuliére hy de (E) ¢/ +y = et

1
Par principe de superposition, la fonction h = 3 hi + 3 hs sera une solution particuliére de (F).

1
x D’aprés ’Exercice 2 1., la fonction hy : t — 3 e! est une solution particuliére de (FEy).
« D’aprés I'Exercice 2 2., la fonction hy : t +— te™! est une solution particuliére de (Fs).

1 1
On en déduit qu'une solution particuliére de (E) est h: t — 1 el + 3 tet.

Ainsi, 'ensemble des solutions de (E) est :
SR SR S
{t— e —i—ze—i-ite | A e R}

« Soit f une solution de (E).
D’aprés le point précédent, il existe A € R tel que :

1 1
f:thH/\e*t+Zet+§te*t

On obtient alors :

f vérifie la condition
initiale y(0) =0

1
o t»—>)\e*0—|—feo—|—§><0><e*020
1
S A+-=0
T
1
&S A= ——
4

On en déduit que 'unique solution de (E) avec pour condition initiale y(0) = 0 est la fonction :

L
etz -
4 4 2

Proposition 5.
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
Soit a une fonction continue sur I. Soit A une primitive de a sur I.

On note (H) ’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 sur I définie par :

y(t)+a)yt) = 0
On note Sg ’ensemble de ses solutions :
Sy = {t—= e | AeR} = Vect (f)
ot f it — e AWM,
Alors Uapplication ® suivante est un isomorphisme.

® : Sy — R
g +— g(0)
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Démonstration.
o La fonction ® est linéaire par linéarité de 1’évaluation en 0.

« Montrons que ® est surjective.
Soit zg € R.
Alors il existe une fonction g solution du probléme de Cauchy d’ordre 1 suivant :

Vtel, ¢(t)+a(t)gt) = 0
{ 9(0) = g
Ainsi il existe g € Sy tel que : g(0) = xo. Autrement dit, il existe g € Sy tel que : ®(g) = xp.
On en déduit que P est surjective.
e On sait :
x d’abord que ® est linéaire,
x ensuite : dim(S)y = 1 = dim(R). En effet, la famille (f) est :
- libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul,
- génératrice de Spy.
C’est donc une base de Sy et : dim(Sy) = Card ((f)) = 1.
x enfin que ® est surjective.

On en déduit que @ est bijective.
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ITI. Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants

IT1.1. Equation homogéne

Définition
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit (a, b, c) € R* tel que : a # 0. Soit d € C(I, K).

On note (F) I’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants définie sur I par :
ay"(t) +by'(t) + cy(t) = d(t)
On appelle équation caractéristique associée a I’équation (E) I’équation définie sur R par :
ar’+br+c =0
On appelle polynéme caractéristique associée a I’équation (E) le polynoéme @) défini par :
QX)) = aX®+bX +c
Proposition 6.

Soit (a,b,c) € R* tel que : a # 0.
On note (H) ’équation différentielle linéaire homogéne du second ordre & coefficients constants définie
sur R par :
ay"(t) +by'(t) + cy(t) = 0
Trois cas se présentent.

(i) Régime apériodique : si l’équation caractéristique associée a (H) admet exactement 2 solutions
réelles r1 et ro (r1 # ra), alors :

R = R )
S = { t — )\1€r1t—|—)\2er2t |()‘17)\2)€R}

(it) Régime critique : si l’équation caractéristique associée a (H) admet exactement 1 solution réelle

_J R = R ;
S = { t = Aol g \gteol ’()\1,/\2)6R}

ro, alors :

(ii7) Régime pseudo-périodique : si l’équation caractéristique associée a (H) n’admet pas de solution
réelle, alors on ne peut conclure quant a l’ensemble des solutions Sg (@ notre niveau).

Démonstration.
(i) On procéde par double inclusion.

(D) On note & l'ensemble :

_J R = R 2
£ = { t o= Apett 4 hger2! |()\1’)\2)€R}

Soit f € £. Alors il existe (A1, A2) € R? tel que :

frt Aett4 hgemt

15



En particulier, la fonction f est deux fois dérivable sur R et, pour tout ¢t € R :
f'(t) = Arett 4+ Agrgem?
f'(t) = Mr?ent 4 Agr2er2!
Soit t € R.
af'(t)+bf(t)+cf(t)
= a (/\1r ert +)\27°2 "Qt) —i—b()\lr? rit oy /\2r2 7"2t) +c()\1€’"lt —i—)\gemt)

= Met(arf+bri4c) + Xet (ard +bro+c)

(car r1 et ro sont solutions de

= Metx 0+ Ne?!x0 : L
Le taze léquation caractéristique de (H))

= 0

On en déduit que f est solution de (H), c’est-a-dire : f € Sg.
(C) Soit f € Sy.

On pose g la fonction définie par :

g:t— f(t)e_”t

On cherche & montrer que g est solution d’une nouvelle équation différentielle linéaire homogeéne.

« Tout d’abord, la fonction g est de classe C? sur R en tant que produit de fonctions de classe
C? sur R.

e On remarque de plus :
it g(t)en?

D’ou :

fi@t) = gyt +gt)rient = (g'(t) +rig(t)) e’

i)y = (9" +rigd @) et + (g'(t) +rigt) et = (¢"(t) +2r1 /(1) +ri g(t)) e
Or, la fonction f est solution de (H). Ainsi, pour tout t € R :

0 = af't)+bf(t)+cf(t)
= a(g"(t) +2r1g'(t) +rig(t) e +b(g'(t) +r1g(t)) e +cg(t) e

= (ag"(t) + (2ar1 +b) g'(t) + (ar] + bry +c) g(t)) e

t solution de l’équation
_ 0 e (carr est
(ag”(t) + (2ar1 +b) g'(t) + 0xg(T]) caractéristique de (H))

Comme ™t £ 0 et a # 0, on obtient :

2ar1 +b ,

g"(t) + g(t) =0

a

e On en déduit que la fonction ¢’ est solution de I’équation différentielle linéaire homogene
d’ordre 1 :

b
y’+<2r1+a)y =0

16



On rappelle de plus, pour tout ¢t € R :
at? +bt+c = a(t—ry)(t—rs)
= a(t®—(ri+ro)t+rir)
= at’?—a(ri+r)t+arr
On en déduit :
{ —a(ry+ry) =

aryry = C
- b o p : s :
En particulier : —(r; 4+ r2) = —. On en déduit que ¢’ est solution de 1’équation :
a
y'+(2r1—(r1+r2))y =0 i.e. y+(r1i—r)y = 0
o D’aprés la partie précédente du cours, il existe donc ¢; € R tel que :
g :t—c e (m—r2)t

Comme 11 — 19 # 0, il existe co € R tel que :

g:t— — e (=)t 4 Co

r —7To

Soit t € R. On obtient :
ft) = gt)ent

_ <_ c1 e_(rl—TQ)t+62> ot

r =72

C1
- = er2t+CgeT1t
r —7T2

.. C1 £ 1.
Ainsi, en posant A\{ = co et Ao = —————— on en déduit :
T —T9

frt Aett 4 agemt

On en conclut : f € &.
(i) On procéde par double inclusion.

(D) On note F l'ensemble :

_JR = R ,
d { to ALl Agteno! HA%WER}

Soit f € F. Alors il existe (A1, A2) € R? tel que :
frt= Aret 4+ Aptem?
En particulier, la fonction f est deux fois dérivable sur R et, pour tout ¢t € R :
flt) = Aroet+ X (1 x et 4t x TOeTot) = (A2r0t+ Ao+ )\2) erot

f//(t) = )\QToerot—F()\QTot—i-)\l?“o—i-/\Q)Toerot = (/\Qr%t—i—)\lrg—i—Q/\Qro)emt
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Soit t € R.
a f"(t) + b f'(t) +c f(t)
= a()\grgt+)\1 7“(2) +2)\2r0) erot —i—b(/\grot—i-)\l ro + )\2) el 4 (/\1 erot +)\2temt)

= erot ()\1 (ar% +bro +c) —i—)\Qt(arS +brg +c) + Ao (2aro —I—b))

(car ro est solution de l’équation
= e ()\1 X0 ot x 0+ o (270 + b)) caractéristique de (H))
= Xo(2arg+0b)e?
On rappelle de plus, pour tout ¢t € R :

at? +bt4+c = a(t—rg)? = a(t> = 2rot+12) = at’ —2arot+ar’

—2arg = b
ar} = ¢

En particulier : 2arg + b = 0. D’otu, pour tout t € R :

af'(t)+bf(t)+cf(t) =0
On en déduit que f est solution de (H), c’est-a-dire : f € Sy.
(C) Soit f € Sy.

On pose g la fonction définie par :

Ainsi :

gt ft)e 0!
On cherche & montrer que g est solution d’une nouvelle équation différentielle linéaire homogeéne.

« Tout d’abord, la fonction g est de classe C? sur R en tant que produit de fonctions de classe
C? sur R.

o On remarque de plus :
[t g(t)em?

D’ou :

f'@t) = g)et+gt)yroe™ = (¢ (t) +rog(t)) e’

'@t = (g"(t)+rog (@) e™ + (g (t) +rog(t)) roe™t = (g"(t) +2rog'(t) + 13 g(t)) €™
Or, la fonction f est solution de (H). Ainsi, pour tout ¢t € R :

0 = aff'(t)+bf'(t)+cf(t)

= a(g"(t) +2rog'(t) +rig(t)) e +b(g'(t) +rog(t)) e +cg(t) e’

— (a g"(t) + (2aro +0) ¢'(t) + (ar% +bro+c) g(t)) erot

t solution de l’équation
_ 5 ot (carmo est
(ag"(t) + (2aro +b) g'(t) + 0.xg(T]) caractéristique de (H))

Comme €% £ (0 et a # 0, on obtient :
2ar9 +b ,

g"(t) + g(t) =0

o On en déduit que la fonction ¢’ est solution de I’équation différentielle linéaire homogeéne
d’ordre 1 :

a

2arg+ b
y+——vy =

18



On rappelle de plus : 2a79 + b = 0. On en déduit que ¢’ est solution de I’équation :

o D’aprés la partie précédente du cours, il existe donc ¢; € R tel que :
g i t—
Il existe donc ¢ € R tel que :
g:t—=cit+co

Soit t € R. On obtient :
ft) = g(t)er!

= (Clt—l- Cz)erot

= 90t 4 terot

Ainsi, en posant A\ = ¢o et Ay = ¢1, on en déduit :
frit Aelol 4 Ny te™t

On en conclut : f € €.

Exercice 5
Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. vy +4y —5y =0 (Ey)
2. y" +2y' +2y =0 (Er)

Démonstration.

1. L’équation (Ej) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne a coefficients constants.
On déterminer donc les racines de son polynéme caractéristique Q(X) = X? +4 X — 5. On note A
son discriminant.

A =42 4x1x(=5) = 16+20 = 36

Les racines de () sont donc :

44 V3G —4- V36
YT ol et oy = —— Y o

2 2 -0

r =
Comme r; # 19, 'ensemble des solutions de (E1) est :
{t = Ml + e | (A, \2) € R?}
2. L’équation (E2) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogeéne & coefficients constants.

On déterminer donc les racines de son polynéme caractéristique Q(X) = X? +4 X +4 = (X +2)2.
L’unique racine de @Q est donc :

L’ensemble des solutions de (Es) est donc :

{t — A1 e + Ao te 2 ‘ (/\1, )\2) € R2}
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II1.2. Solution particuliére

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit (a,b,c) € R3 tel que : a # 0. Soit d € C(I, K).
On considére I'équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants définie sur I par :

ay"(t) + by (t) + cy(t) = d(t)

On note @ son polynéme caractérisque.

Sit > d(t) est de la forme... et si... chercher une solution de la forme...
t — A, A € R constante t — p, € R constante
t
t — P,(t)e*!, P, polynome de degré n o non racine de Q t= Ry (t) e,

R, polyndéme de degré n

t— Rp(t)te™?,

t— Py(t)e**, P, polynome de degré n « racine simple de Q) Ry, polynome de degré n
3

t s Ry(t)t2 el

t— Py(t)e**, P, polynome de degré n a racine double de @ Ry, polynome de degré n
n

Exercice 6
Résoudre 'équation différentielle (F) définie sur R par : 3" — 4y’ + 3y = (2t + 1) e’.

Démonstration.

« On commence par résoudre 1’équation homogene (H) associée a (F) : y" — 4y + 3y = 0.
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogéne a coeflicients constants. On déterminer
donc les racines de son polynome caractéristique Q(X) = X2 -4 X +3 = (X —1) (X —3). Les racines
de () sont donc :
rg =1 et ry = 3

Comme 71 # r2, 'ensemble des solutions de (H) est :
{t = Ael +22e¥ | (A1, \0) € R?}

« On cherche ensuite une solution particuliére de (E).
Comme le second membre de (E) est t — (2t + 1) e’ et que 1 est racine simple de @, on cherche une
solution de (E) sous la forme t — (at + b) tel.
Soit (a,b) € R2. On note alors h : t + (at? + bt) e. La fonction h est bien de classe C? sur R et, pour
tout t € R :

W(t) = (2at+b)e' + (at®> +bt)e! = (at? + (2a+b)t +b) €'
R'(t) = (2at+2a+b)e' + (at? + (2a + b)t +b) e = (at? + (4a + b)t + 2a + 2b) ¢'
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On obtient :

h solution de (E)

= VteR, W'(t) — 4N (t) +3h(t) = (2t +1)e!
= Vt €R, (at? + (4a+ b)t + 2a + 2b) e — 4 (at® + (2a + b)t + b) ' + 3 (at? + bt)e' = (2t + 1) €’
= vt € R, ((—4at +2a —2b) e’ = (2t + 1) ¢*
= Vte R, —4dat+2a—-2b=2t+1 (car :Vt € R, € #0)
— —4a = 2
2¢ — 20 =1
— 2a =1
2¢ — 20 =1
Ly Ly — 14 2a — _1
— { — 2 = 2
1
a = —=
— 2
b = -1

1
Ainsi la fonction h : t +— (—2 t? — t) e! est une solution particuliére de (E).

On en déduit que l'ensemble des solutions de (E) est :

1
{t Ael + Aged — (2 t2+t> et | (A1, X)) € R%}

II1.3. Probléme de Cauchy
Théoréme 2. (Probléme de Cauchy d’ordre 2)

Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants définie sur un intervalle
I non vide et non réduit a un point :

ay"(t) +by'(t) + cy(t) = d(t)

Soit (to,x(),.fo) eI xR2.

1l existe une unique solution au probléme de Cauchy :

ay’(t) +by'(t) +cy(t) = d(t)
y(to) = o
y'(to) = o
Exercice 7
Trouver 'unique solution de I’équation (E) y” —4y’—|—3yet:_(iii—ti— 1) sh(t) telle que y(0) = 1 et 4/ (0) = 1.
2

On rappelle que la fonction sh est définie par sh : t —
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Proposition 7.
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

On note (H) ’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 a coefficients constants sur I définie
par :

ay"(t) +by'(t) +ey(t) = 0
On note Sy l'ensemble de ses solutions :

x st [’équation caractéristique associée admet 2 solutions distinctes r1 et ro :

Sp o= {t—= XMt 4 et | (A, X)) €R?} = Vect (f1, f2)

o f1 it €t et fo it €2t

x §i 'équation caractéristique associée admet 1 unique solution rqy :

Sy = {ti—>>\1 6T0t+>\2temt ‘ ()\1,)\2) ER2} = Vect(fl,fg)

ou fi it €0l et fo ittt

Alors Uapplication ® suivante est un isomorphisme.
® . Sy — R?
g = (9(0),9'0))
Démonstration.

o La fonction ® est linéaire par linéarité de la dérivation et linéarité de ’évaluation en 0.

o Montrons que ® est surjective.
Soit (l’o,i’o) € R.
Alors il existe une fonction g solution du probléme de Cauchy d’ordre 2 suivant :
Viel, ag”"(t)+bg'(t)+cg(t) = 0
9(0) = o
g9'(0) = o
Ainsi il existe g € Sy tel que : (g((]),g’(())) = (x0,Zo. Autrement dit, il existe g € Sy tel que :

®(g) = (20, o).
On en déduit que @ est surjective.

e On sait :
x d’abord que ® est linéaire,
« ensuite : dim(Sy) = 2 = dim(R?). En effet, la famille (f) est :
- libre car constituée de 2 vecteurs non colinéaires,
- génératrice de Syy.
C’est donc une base de Sy et : dim(Sy) = Card ((f1, f2)) = 2.
x enfin que ® est surjective.

On en déduit que @ est bijective.
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IV. Systémes différentiels linéaires a coefficients constants

IV.1. Définitions
Définition
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.
Soit n € N*.
. 2
Soient (ai’j)(i,j)e[[l,n]]Q e R™.
Soient b1, ..., b, des fonctions continues sur I.

N

o On appelle systéme différentiel linéaire a coefficients constants tout systéme d’équations
différentielles de la forme, pour tout ¢t € I :

1(t) = apx(t) + apxa(t) + + arnan(t) + bi(t)
z5(t) = azix1(t) + agewa(t) + - 4+ agnwn(t) + ba(f)
(£)
() = apizi(t) + apowa(t) + - A+ appan(t) + bu(t)
d’inconnues z1, ..., £, des fonctions dérivables sur 1.
o Les réels a; ; sont appelés coeflicients du systéme linéaire.
o On peut ré-écrire ce systéme différentiel sous la forme, pour tout ¢t € I :
X'(t) = AX(t)+ B(t)
ou
a1 G, v QAlgp z1(t) b1 (1)
a1 G2 -+ A2n x2(t) ba(t)
A = . . | X(t) = . et B(t) =
an,1 Aan,2 - dnn ivn(t) bn(t)

« On appelle systéme différentiel homogeéne associé¢ a (F) le systéme défini, pour tout ¢ € I par :

X'(t) = AX(t) (H)

A On notera que X et B sont des fonctions de I dans ., 1(R).

Exercice 8
Ecrire sous forme matriciel le systéme d’équation différentiel suivant :

?'(t) = 3 (y(t) +2(t))
y(t) = 3 (a(t) +2(t))

() = 5 (a(t) +y())

Commentaire

On peut bien stir utiliser les résultats sur les équations différentielles scalaires pour résoudre
des systémes différentiels.

Exercice 9
!

Résoudre le systéme différentiel : { ;/U'
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IV.2. Etats d’équilibre et trajectoires
IV.2.a) Etats d’équilibre

Définition

Soit A € M, (R).

On note (H) le systéme différentiel X’ = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit a
un point.

On appelle état d’équilibre (ou point d’équilibre) du systéme différentiel (H) toute solution
Xo : I — A,1(R) telle que :
Vvtel, AXo(t) =04, (v

Théoréme 3.
Soit A € Mn(R).

On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit
a un point.

Alors :

Xo état d’équilibre de (H) < J(ci,...,cn) €ER™ Xp:t—

Autrement dit :

les coordonnées de Xg sont

Xo état d’équilibre de (H .
o ctat d’équilibre de (H) des fonctions constantes sur I

Démonstration.
Soit X une solution de (H). Alors il existe des fonctions 1, ..., x, définies sur I telles que :
1(t)
Viel, Xo(t) = :
Zn(t)

On remarque :
Xo état d’équilibre & Vt € I, AXo(t) =04, (r)

& Vtel, Xj(t) =04, (r) (car Xo est solution de (H))

2} (¢) 0
& Viel, ; =
), (¢) 0
ml(t) C1
< d(ep,...,cn) ER" Ve, =
Zn (1) Cn
¢
< Jep,...,cn) ERY Xo it —
Cn
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Proposition 8.
Soit A € My (R).

On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit
a un point.

Alors :

A inversible < lunique état d’équilibre de (H) est t +—

Démonstration.
On procéde par double implication.

(=) Supposons que la matrice A est inversible.
Soit X une solution de (H).

Xo point d’équilibre de (H) <« Vte I, AXo(t) =04, &)
& Vtel, AP AXo(t) = A7 x 0.y, ,(v)
& Vtel, Xo(t) =04,,®
L’unique état d’équilibre de (H) est donc bien la fonction :

Xo + I — Mpi1(R)

0
t — |:
0
0
(<) Supposons que 'unique état d’équilibre de (H) est ¢t — | :
0
Soit t € I. Le systeme A X () = 0,4, ,(r) est un systéme de Cramer (systéme de n équations a n

inconnues).
Ce systéme de Cramer admet une unique solution. La matrice A est donc inverible.

Exercice 10
Déterminer les états stables du systéme différentiel :

() = § (y(t)+2(1))
y'(t) = 5 (x(t)+2(t)
) = 3 (z(t)+y(@)
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IV.2.b) Trajectoires
Définition
Soit A € M, (R).
On note (H) le systéme différentiel X’ = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit a
un point.
T
Soit Xog = [ : | une solution de (H).
Ln

Alors ensemble { (z1(f),...,zn(t)) | t € R} est appelé trajectoire du systeme différentiel (H).

Notons que la trajectoire d’'un état d’équilibre est réduite & un unique vecteur.

Définition
Soit A € M (R). Soit ({1,...,4,) € R™.
On note (H) le systéme différentiel X’ = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit a
un point.
x1
Soit Xo = [ : | une solution de (H).
Ln

+ On dit que la trajectoire { (z1(t),...,zn(t)) | t € R} converge vers ({1,...,0,) si :
Vi e [1,n], tilgloo xi(t) = ¥;

« S’il n’existe pas de tel n-uplet (¢1,...,4,), alors on dit que la trajectoire diverge.

Commentaire

La trajectoire d’un état d’équilibre est toujours convergente.

METHODO Démontrer qu’une trajectoire est divergente

Pour montrer qu’une trajectoire { (z1(t),...,zn(t)) | t € R} est divergente, il suffit de démontrer que
I'une des coordonnées x; vérifie :
li (t) = £
i alt) = o
Exercice 11
On considére le sytéme différentiel (S) suivant :

d(t) = 5 (y(t) +2(t))

y(t) = 3 (z(t) +2(t))

) = 3 (z(t)+y(@)
1. Vérifier que les fonctions suivantes sont solutions de (S) :

X1 R — //371(R) X2 : R — ,/%371(]R)
0 ot et
t — | t 0
et et

2. Les trajectoires définies par les solutions précédentes sont-elles convergentes 7
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Deéfinition
Soit A € M, (R).

On note (H) le systéme différentiel X’ = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit a
un point.

Lorsque toutes les trajectoires du systéme (H) convergent vers un méme état d’équilibre, on dit que
cet état d’équilibre est stable.

Exercice 12
Le systéme différentiel de I’exercice 9 admet-il un état stable ?

IV.3. Probléme de Cauchy
Définition
Soit A € A, (R).

Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

1
Soient tg € I et Xy = o | € A1 (R).
Tp
Un probléme de Cauchy est la donnée :

o d’un systéme différentiel :

X = AX
« d’une condition initiale de la forme :
X(to) = Xo
Autrement dit, c’est la donnée du probléme suivant :
Viel, X'(t) = AX(t)
{ Vi € [1,n], x;(to) = To
Théoréme 4.

Soit A € M, (R).

On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit
a un point.

Soient ty € I et Xo € M1 (R).
1l existe une unique solution au probléme de Cauchy :
X = AX
{ X(to) = Xo
Exercice 13

1. Montrer que si X est une solution non nulle de X’ = A X, alors X ne s’annule en aucun point de I.

2. Montrer que si X; et X2 sont deux solutions distinctes de 1’équation différentielle (H), alors : Vt € I,
X (1) # Xa(t).

3. Soit A € R. Déterminer I'unique solution du systéme différentiel X/ = X\ X satisfaisant X (0) =
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IV.4. Résolution du systéme homogéne
IV.4.a) Généralités

Proposition 9.
Soit A € Mp(R).

On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit
a un point.

On note Sy 'ensemble des solutions de (H).

Alors Sy est un espace vectoriel.

Théoréme 5.
Soit A € M (R).

On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit
a un point.

Soit tg € 1.
On note Sg ’ensemble des solutions de (H).

L’application ® suivante est un isomorphisme :

o SH — '///n,l(R)
X = X(to)

En particulier : dim (SH) =n.

Démonstration.
o La fonction ® est linéaire par linéarité de la dérivation et linéarité de ’évaluation en 0.

o Montrons que ® est surjective.
Solent tg € I et Xo € My 1(R).
Alors il existe une fonction X solution du probléme de Cauchy suivant :

{ vtel, X'(t) = AX(t)
X(to) = X

Ainsi il existe X € Sy tel que : X (tg) = Xo. Autrement dit, il existe X € Sy tel que : ®(X) = Xj.
On en déduit que @ est surjective.

« Montrons que ® est injective.

Soit X € §p,.
X eKer(®) & @(X)= 0ﬂn,1(R)
& X(to) =04, ,®
X =AX
< X solution du probléme de Cauchy
X(tp) =0
Or :

x La fonction nulle 0, gy : ¢+ 04, (&) est solution de ce probléme de Cauchy,
x ce probléme de Cauchy admet une unique solution.

On en déduit :
X € Ker(@) s X = 0.///71,1(R)1

Ainsi : Ker(®) = {04, ,(r)’}. L'application ® est donc injective.
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Finalement, 'application ® est :
x linéaire,
x injective et surjective, donc bijective.

C’est donc un isomorphisme. En particulier :

dim (SH) = dim (,//ml(R)) =N

O
IV.4.b) Cas ou A est diagonalisable
Proposition 10.
Soit A € M, (R).
Soient A € Sp(A) et Xo € My,,1(R) un vecteur propre associé.
Alors la fonction X : t — e\ X est solution du systéme différentiel X' = AX sur R.
Démonstration.
Mt
On note X : t +— eM Xo = :
e, Mt
Soit t € R.
o D’une part :
Acpert ¢ et
X'(t) = : = A 1| = AX(0)
Aep et cp et
o D’autre part, comme X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A :
AX(t) = - AXg = A Xy = NA
Finalement : Vt € R, X'(¢t) = A X (¢).
La fonction X est donc solution du systéme différentiel X’ = A X. O

Théoréme 6. (HP)
Soit A € Mn(R).

On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit
a un point.

o Supposons que A est diagonalisable. On note :
X 1, ..., ap les valeurs propres de A (non nécessairement distinctes),

x (Ur,...,Uy) une base de M, 1(R) constitutée de vecteurs propres de A telle que, pour tout i €
[1,n], le vecteur U; est un vecteur propre de A associé a la valeur propre o.

Alors l’ensemble des solutions Sgy de (H) est :
SH = {t>—> Z /\ieaitUi ’ <)\1,---7/\n> ER”}
i=1

= Vect (f1,..., fn)

ot f1 it e UL, ..., foit = e tU,.
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Proposition 11.
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

Soit X : I — M1 (R) une fonction dérivable sur I (i.e. dont chaque fonction coordonnée est dérivable
sur ).

Soit M € A, (R).
Alors la fonction Y = B X est dérivable sur I et :

VteR, Y'(t) = BX'(t)

On retiendra :

(BX) = BX'

METHODO | Reésolution de X' = AX dans le cas A diagonalisable

Pour résoudre le systéme différentiel X’ = AX, noté (H), dans le cas ou A est diagonalisable, on
procéde de la fagon suivante.

1. On détermine les valeurs propres de A.
2. On détermine une base de chacun des sous-espaces propres de A.
3. On démontre que A est diagonalisable et on obtient :

x une matrice P € .#,(R) inversible qui est la concaténation des bases des sous-espaces propres
de A,

x une matrice D € .#,(R) diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A,
telles que : A= PDP!.
4. Soit X : I — A, 1(R).

X solution de (H) & X' =AX
& X'=PDP'X
& P'X'=DP'X
& (P'X)=D(P!'X)
& Y'=DY (ouY =P7'X)

5. On résout le systéme Y’ = DY grace aux résultats sur les équations différentielles linéaire d’ordre
1 a coefficients constants.

6. On en déduit les solutions de (H) en calculant : X = PY.

Exercice 14

On note : A = (2 1). Résoudre le probléme de Cauchy suivant :

1 2
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Démonstration.

« Déterminons les valeurs propres de A.

Soit A € R.
det(A— A1) = det((zz/\ 21A>>
= (2-)2-1
= (2-A-1)(2-A+1)
= 1=XB-X
Ainsi -

A€ Sp(A) < A — Ay non inversible
& det(A—AI) =0
S A=100 A=3
On en déduit : Sp(A) = {1, 3}.
« On remarque que :
x A€ M (R),
x A admet 2 valeurs propres distinctes.

Cette matrice est donc diagonalisable.

« Déterminons Fy(A). Soit U € #51(R). Alors il existe (z,y) € R? tel que : U = (2)

UeEi(A) & (A-DL)U=04,r

= (1)0)= 0

s {z +y =0

On en déduit :

B = () 1e=-u = () 1vem

o On démontre de méme : F3(A) = Vect <G>>

o Comme A est diagonalisable, alors il existe :

x une matrice P € .#5(R) inversible qui est la concaténation des bases des sous-espaces propres de
A,

x une matrice D € .#5(R) diagonale donc les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A,
telles que : A = PDP~!. On obtient ici :

(11 (10
P—(1 1) et D_<03>
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e Soit X : R — #,1(R).

X'=AX

X'=PDP X

P'X'=DP'X

(P7'X) =D(P'X)

Y' = DY (ouY = P71X)

X solution de (H)

t 00O

« Résolvons alors le systéeme Y/ = DY, noté (H').
Soit Y : R — #51(R). Alors il existe deux fonctions y; et ys telles que :

VEER, Y() = <yl(t)>

ya(t)
e (-9
<~ (yé 0 3)\»2
yi = W
=
{yé = 3y2
2 yi(t) = Me
& H(Al,AQ)e]R,VtE]R,{y?(t) — e

On en déduit que I'ensemble des solutions Sy+ de (H') est :
)\1 et

Sw = {te (A 3t> | (A1, Ao) € R?}
2¢€

« Revenons a la résolution de (H).
Soit X : R — A4, 1(R).

X solution de (H) < Y'=DY (oY =P 'X)

& 3(ALX) eR? VEER, Y(I) = <Alet>

& I h) ER? VEER, PIX(t) = <

& I, ) €R? VEER, X(t) :P(

& I, h) ER, VEER, X(t) = (—1 1)(
(

& 3\, A) €ERE VEER, X(t) =
On en déduit que I'ensemble des solutions Sy de (H) est :

et + e’
Sy o= {tes ( Allet+)\22e3t) | (A, As) € R?)

32



« Il reste enfin a trouver 'unique solution du probléme de Cauchy.
Soit X € Sy. Alors il existe (A1, A2) € R? tel que :

—A et + Mg edt
VEER, X(t) = ( )\1lct + )\2203t )

A+ A = 2

Lo« Lo+ Ly { _)\1 + )\2 = 2

= 2Ny = 2
L1201 — Ly —2) - 9
2 = 2
— M = 1
Ay = 1

Finalement, I’'unique solution au probléme de Cauchy est la fonction :

R — t/fg’l(R)

of 1 o3t
t = <_et+eSt

Théoréme 7.
Soit A € Mp(R).
On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur un intervalle I de R non vide et non réduit
a un point.
Supposons que A est diagonalisable.

o Si toutes les valeurs propres de A sont négatives ou nulles, alors toutes les trajectoires de (H)
convergent vers un état d’équilibre.

o Si A posséde au moins une valeur propre strictement positive, alors il existe des trajectoires de (H)
divergentes.

Exercice 15

1. Résoudre le systéme différentiel suivant :

o(t) = 5 (y(t) +=(t)
y(t) = 3 (a(t) +2(t))
A(t) = 5 (z(t) +y(t))

2. Les trajectoires de ce systéme sont-elles convergentes ou divergentes 7

Commentaire

Dans le cas ot A n’est pas diagonalisable, on se laisse guider par 1’énoncé. On donne ci-
dessous un exemple d’un tel cas.
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Exercice 16
On considére le systéme différentiel défini sur R suivant :

= x + 2y — 2z
y = —4x — 3y + 4z (E)
2 = 2z + oz

oil x, y et z sont trois fonctions inconnues de classe C! sur R.
1. Soit X € .#31(R). Donner une matrice A telle que :

(E) & X'=AX

2. a) Déterminer les valeurs propres de A et leurs sous-espaces propres associés.

01 -1
b) On note P = (1 0 2 ) . Démontrer que P est inversible et calculer P~!,
11 0

¢) Déterminer la matrice T telle que : T = P~1AP.
3. a) Résoudre, pour tout ¢ € R, I'équation f' = —f +2ce™".
b) On note : Y = P~ X. Démontrer :

X = AX & Y =7TY

c¢) Résoudre le systéme différentiel Y =TY.
4. En déduire 'ensemble des solutions Sg du systéme X' = A X.

5. En déduire une solution non stationnaire (i.e. non constante) qui converge vers 'unique état d’équi-
libre du systéme (E).

IV.4.c) Cas ou A € .#>(R) et A diagonalisable
Proposition 12.

Soit (A1, X2) € RZ. On note : A = <)\1 0).
0 Ao

On note (H) le systeme différentiel X' = AX défini sur R.
Cing cas se présentent.
1. Sid > A2 >0, alors
x aucune des trajectoires non stationnaires de (H) n’est convergente.
x le systeme (H) admet un unique point d’équilibre (0,0)

x ce point d’équilibre est instable.
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2. Si M > A =0, alors :
x aucune des trajectoires non stationnaires de (H) n’est convergente.
x le systeme (H) admet une infinité de points d’équilibre.

x tous ces points d’équilibre sont instables.

A
Y

3. Si A\ >0> Ao, alors :

x toutes les trajectoires de (H) sauf 2 sont divergentes.
x le systeme différentiel (H) admet (0,0) comme unique point d’équilibre.

x les deuz trajectoires non divergentes convergent vers le point d’équilibre.
On dit que ce point d’équilibre est un point selle.

Y




4. Si A1 = 0> Ay, alors :
x toutes les trajectoires de (H) sont convergentes.
x le systéme (H) admet une infinité de points d’équilibre.

x tous ces points d’équilibre sont stables.

5. 510> A1 > Ay, alors :
x toutes les trajectoires de (H) sont convergentes.
x le systeme (H) admet (0,0) comme unique point d’équilibre.

x ce point d’équilibre est stable.

Remarque
Le tableau suivant récapitule la nature des points d’équilibre du systéme différentiel X’ = AX suivant
le signe des valeurs propres de A.

A2
)\2 <0 )\2 =0 )\2 >0
A1
AL <0 unique et stable une infinité et stables unique et point selle
A1 =0 une infinité et stables une infinité et stables une infinité et instables
AL >0 unique et point selle une infinité et instables unique et instable
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Démonstration.
Soit X : R — #51(R). Alors il existe x : R - Ret y : R — R telles que : X = (x)

Y
"= A=z z(t) = x(0)eM?

X' =AX & " ! @VteR,{
{y’ = Ay y(t) = y(0)er?

Deux cas se présentent alors.
e Siz(0) =0, alors : Vt € R, z(t) = 0.

Autrement dit, la fonction x ne s’annule en aucun point de R.

x(t
Ainsi : Vt € R, Q =eMt > (. D’on, pour tout t € R :

(0)
(t

~
I
x|
=
7N
818
—
Sl
N———

On en déduit :

En écrivant cette égalité sous la forme d’une égalité de fonctions, on obtient :

A2

y = y(0) (gﬁﬁ»)M

On obtient les différents cas a l'aide de la formule précédente, puis en intervertissant le role de x et

Y- O

IV.5. Lien avec les équations différentielles linéaires d’ordre 2

Soit (a,b) € R2.
On note (E) I’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants homogéne définie

sur R par :
y'(t) +ay'(t) +by(t) = 0

) e (3

On peut alors écrire I'équivalence suivante :

On pose alors :

(E) & X' = AX

On peut alors déterminer les solutions de 1'équation différentielle (E) avec les méthodes de résolution
des systémes différentiels.

1. On commence par déterminer Sp(A).

Soit A € R.
-A 1
det(A— A1) = det <<—b o A))

= Aa+A)+b
= M +ar+b = QN
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On retrouve le polynéme Q caractéristique de (E).

On obtient :
A€ Sp(A) & A — A\ non inversible

= det(A—)\Ig):O
< QN =0

Trois cas se présentent alors.

o Si Q admet deux racines distinctes r; et ro, alors : Sp(A4) = {r1,r2}.

2. On sait alors :
- Ae #(R),
- A admet 2 valeurs propres distinctes.
La matrice A est donc diagonalisable.

3. On démontre aisément :

dim (E,, (4)) = 1 et dim(E,(4)) = 1

U2

On note U; = <Zl> une base de E, (A), et Uy = <u2> une base de E,.,(A).
1
On peut alors écrire A = PDP~! ot :

p=("") o p= ("
v, v 0 ro

X'=AX < X =PDPlX

4. De plus :

< PlX' =DP1lX
& (P'X)Y=D(P'X)
< Y' =DY (ouY =P 1X)

5. Résolvons alors le systéme Y/ = DY, note (H').
Soit Y : R — .51 (R). Alors il existe deux fonctions y; et yo telles que :

VteR, Y(t) = <yl(t)>

Yya(t)
!
e e ()G 2)C)
Yo 0 ro)\ye
N {yi = "y
yé = Y2

t) = et
& I(u, ps) € R2, Vt € R, y(
(Nl H2) { ya(t) = pge

rot

On en déduit que I’ensemble des solutions Sy+ de (H') est :

r1t
S = {m(‘“e )I(m,ﬂ2)€R2}

12 eT‘zt
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6. Revenons a la résolution de (E).
y solution de (F) < X' =AX
& Y'=DY

rit
g El(/‘Llnu’Q) € RQ’ vt € Ra Y(t) = <Mle )

M2€T2t

Tlt
~ 3(“17/”'2) € R27 vt € Rv Pil X(t) = (NIC )

2 e’ t

r1t
A El(/‘Ll’IU’Q) € RQ’ vt € Rv X(t) = P(’ule )

12 e?"2t

& A(p1,p2) €R?, VEER, y(t) = ur pne™! + ug pge™?
Ainsi 'ensemble des solutions Si de (E) est :

Sg = {t— ALt 4 Ngen2! | (A1, 2) GRz}

« Si (Q admet une unique racine o, alors : Sp(A) = {ro}.

2. On peut démontrer, en raisonnant par ’absurde, que la matrice A n’est pas diagonalisable car

A # 7“0[2.

3. On démontre aisément :

dim (E,(4)) =1
On note Uy = (ZO> une base de E, (A).
0

Soit Uy = (:“j“) non colinéaire & Up. Alors (Up, U;) forme une base de .#51(R) (a démontrer

1
proprement) et il existe ¢ € R tel que, en notant :

p <u0 u1> ot T <7°0 c >
vy U1 0 7o
on obtient : A = PT P!

(on peut démontrer, en raisonnant par labsurde, que T s’écrit forcément sous cette forme (et

non <7(§) 2) ot d # ro) sinon A admettrait deux valeurs propres distinctes, ce qui n’est pas le

cas)

4. De plus :
X' =AX & X' =PTP'X
& PlX' =TP7'X
& (P'X)=T(P'X)

s Y =TY (ouY =P 1X)
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5. Résolvons alors le systéme Y’ = TY, noté (H').
Soit Y : R — .51 (R). Alors il existe deux fonctions y; et yo telles que :

VteR, Y(i) = (yl(t)>

Yya(t)
e e (-G )0
Yy 0 710/ \y2

o {yé = 1oY1t+cy2
Yo = ToYy2
yi(t) = royr + pice™?
< dup €R, VEER,
& {yz(t) = et

MQeTot —‘r/,LlCterot

rot (a démontrer proprement)

t)
& I(up, pe) € R2, Vit € R, yi(
(1 p2) {yz(t) = e

On en déduit que I'ensemble des solutions Sy de (H') est :

el + g ctet
S = (= (M AT | o) € B2

6. Revenons a la résolution de (E).
y solution de (E) & X' = AX
& Y =TY

erot 4 g eterot
& 3(ui,p) € R, VEER, Y(t)=<“2 " )

T e’o t

ol 4y cterot
g EI(#D,“Q) S R2a Vit € Ra P_l X(t) = <'u2 m )

1 e’ t

el + g cte’o!
g 3(“17/"2) € RQ, Vit € R> X(t) = P<M2 'Ullt )
0

pie
& Ipg, p2) €ERZ VEER, y(t) = (ugpo +ug pr) el 4+ ug ppcte™?!
Ainsi 'ensemble des solutions Sg de (E) est :

Sp = {t—= et 4+ Mate™ | (A, \) € R?}

« Si @ n’admet pas de racine, alors : Sp(A) = &. Dans ce cas, on ne peut pas conclure.
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IV.6. Equations différentielles d’ordre supérieur a 3

[lustrons la résolution de ce type d’équation différentielle sur un exemple.

Exercice 17
On note (F) 'équation différentielle linéaire d’ordre 4 & coefficients constants homogéne définie sur R
par :
y () = 5yD () +5y"(y) + 5y (1) = 6y(t) = 0
)
1. Soit y € C*(R,R). On note X = 3,, . Expliciter une matrice A telle que :

~

y®)

(B) o X' =AX
2. a) Démontrer : Sp(A) = {-1,1,2,3}.

b) Justifier que la matrice A est diagonalisable.

¢) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale dont les coefficients diagonaux
sont placés dans 'ordre croissant telles que : A = PDP~1L.

3. a) On note Y = P~'X. Démontrer :
X' =AX & Y' =DY

b) Résoudre le systéme différentiel Y/ = DY'.

4. En déduire ’ensemble des solutions Sg de I’équation différentielle (F).
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