Matrices

I. Définitions des matrices

Définition (Matrice)
On appelle matrice a n lignes et p colonnes tout tableau de la forme

a1 a2 v Alp
a1 G2 - G2p

= . ,
Gp1 An2 - dnp

ol les a;; sont des réels appelés coefficients ou entrées de la matrice. On pourra écrire la matrice

précédente A = ((Ii7j)1<i<n.
I<ysp
L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes est noté M, ,(R).

Remarque Lorsque p = n, on parlera de matrice carré et 'on notera 'ensemble M,,(R) au lieu de
M, »(R). Lorsque p =1 (resp. n = 1) on parlera de matrice colonne (resp. matrice ligne).

Exemples

-1 2
8§ 0 €M3,2(R), (\/g -1

1 1

1

-1

0 M471(R), (—3 —4 1)€M173(R)
0

Définition (Matrice nulle)
On appelle matrice nulle & n lignes et p colonnes la matrice de M,, ,(R) dont tous les coefficients sont
égaux a 0. Cette matrice est notée 0y, p.

Définition (Matrice triangulaire)

o On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice A = (ai’j) 1<i<n telle que pour tout @ > j,
1<jsn
a; ; = 0. La matrice A est de la forme

a1 ai2 - Qg
0 a2 -+ a2n

A= ) . _ .
0 0 apn



o On appelle matrice triangulaire inférieure toute matrice A = (ai’j) 1<i<n telle que pour tout @ < j,
1<j<n
a; ; = 0. La matrice A est de la forme

ag 0 o 0
a1 Q22
A — 5 )
0
an,1 AGn2 - GQnpn

o On appelle matrice diagonale toute matrice A = (am) 1<i<n telle que pour tout ¢ # j, a;; = 0. La

1<j<n
matrice A est de la forme
a171 0 0
0
A — az 2
0
0 0 ann

Définition (Transposée)

Soit A = (ai7j)1<i<n une matrice de M,, ,(R). On appelle matrice transposée de A, notée ' A, la matrice
1<y<p

de M, ,,(R) définie par

tA=! (aw)lgi@ = (%z)l@‘@
J<p j<n
Exemples
t (1 2 1 3 5 1 t /1 -1 O 1 1 7
34:(246>v ‘12 3)=|2/, L2 —)={-1 20
5 6 3 7 0 3 0 -1 3

Remarque On vérifie aisément que *(*A) = A.

Remarque La transposée d’une matrice triangulaire supérieure est triangulaire inférieure (et récipro-
quement).

Définition (Matrice symétrique)
On appelle matrice symétrique, toute matrice A vérifiant ‘A = A.

Remarque
« Une matrice symétrique est nécessairement une matrice carré.
« Une matrice diagonale est un cas particulier de matrice symétrique.

II. Calcul matriciel

I1.1. Multiplication d’une matrice par un réel

Définition
Soit A = (a;,j)1<i<n une matrice de My, ,(R). Pour tout A € R, on note
I<j<p
A (aig)icicn = (Aaig)icicn
\p =
Exemple 1
-1 2 2 4
—2)- |1 1| =[-2 -2
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Proposition 1.

On a les reégles élémentaires de calculs suivantes :

o Pour toute matrice A et tout réel A\, : A(nA) = p(AA) = (M)A,
« Pour toute matrice A et tout réel X : NPA =t (\A),

o Pour toute matrice A € My, p(R) : 0- A =0,,,

o Pour tout réel X : X- 0y p = Oy .

I1.2. Addition de deux matrices

Définition
Soit A = (ai,j)lgign et B = (bi,j)lgign deux matrices de M, ,(R). On note
1<y<p 1<<p
A+ B = (aij)1<i<n + (bij)1<i<n = (aij + bij)1<i<n,
1<j<p 1<j<p 1<j<p
la. somme des matrices A et B.

Remarque Pour toutes matrices A et B de M, ,(R), on peut définir leur soustraction A — B comme
étant égale & A+ (—1) - B. On dira que la matrice —B est ['opposée de la matrice B.

Tout comme il n’est pas possible d’additionner un réel et un vecteur, ’addition n’est pas
possible qu’entre deux matrices de méme taille, c’est-a-dire ayant le méme nombre de lignes et le méme
nombre de colonnes.

Exemples
2 -8 0 n -3 4 1\ (-1 -4 1 1 0 n i et d6fini
1 1 =1 2 1 -1 3 0 -2/ 3 _9 ; n’est pas définie.

Proposition 2.
On a de méme les regles élémentaires de calculs suivantes : Pour toutes matrices A, B et C' de My, ,(R)

« A+ B=B+ A,

« '(A+B)=t A+!'B,

e (A+B)+C=A+(B+0),

« A+0,,=A.

De plus, on peut vérifier que la définition de ’addition de matrices est en accord avec celle de la
multiplication par un réel : Pour toutes matrices A et B de My, ,(R) et pour tous réels \,

e« M(A+ B)= XA+ B,

o AN+ p)A=XA+ uA,

Exercice 1

1. On définit une suite de matrices (4,) dans My (R) par

1 -1 0 2
w=(4 ) A= (O 0)

Calculer Ay, Ao, exprimer A, en fonction de n.
2. On définit une suite de matrices (By,) dans M3z ;(R) par

0 2
Byp=1|-4], Bpii==-B,+ |2
3 0

Calculer By, By puis exprimer B,, en fonction de n. On pourra étudier la suite C,, = B, —

O W W



I1.3. Multiplication de deux matrices
Définition
Pour toute matrice A = (a;j)1<i<n € Mnp(R) et toute matrice B = (b;j)1<i<p € Mp4(R), on définit

1<g<p 1<y<q
la matrice AB, produit entre A et B, comme la matrice de M,, 4(R) par

p

AB = (Zai,kbk,j)lgign € My q(R).

prt 1<j<q

Le produit entre deux matrices A et B n’est possible que si le nombre de colonnes de A
est égale au nombre de lignes de B et le résultat est une matrice ayant le méme nombre de lignes que
A et le méme nombre de colonnes que B.

Exemple 2

(1 —1> <2 0 —1> _ <1><2—|—(—1)><8 1x0+(=1)x1 1><(—1)+(—1)><(—1)>

4 0 8 1 —1 4x24+0x8 4x0+0x1 4x (=1)+0x(=1)
(-6 -1 0
o 8 0 —4

Remarque Dans le cas particulier du produit entre une matrice ligne a n colonnes A = (a1 e an) et

b1
une matrice colonne & n lignes B=| : |,ona
bn
b1 n
AB:(a1-~-an) :a1b1+~--+anbn:2akbk.
b, k=1

Définition (Matrice identité)
On appelle matrice identité de taille n, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients diagonaux sont
égaux a 1 et tous les autres égaux a 0. Cette matrice est notée I,,.

1 0 0

I, = 0 1
0
0 0 1

Proposition 3.
o Pour toutes A € My, n(R), B € M, ,(R) et C € My, ,(R)

A(BC) = (AB)C.
o Pour toutes A € My, n(R) et B € My, ,(R) et A€ R
AMAB) = (AM)B = A(\AB).
o Pour toutes A € My, »,(R) et B,C € M, ,(R) et D € M, 4(R)

A(B+C)=AB+AC et (B+C)D=BD+CD.
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o Pour toutes A € My, n(R) et B € M, ,(R)
"(AB) =' B'A.

o Pour toute matrice A € My, »n(R)
Al, = I,A = A.

Remarque Le dernier point nous dit que la matrice identité est neutre pour la multiplication : c’est-
a-dire que multiplier par la matrice identité n’influence pas le résultat (tout comme ajouter la matrice
nulle).

Meéme si toutes les régles de calculs ressemblent a celles du produit classique entre deux
réels, il y a deux grandes différences importantes.

1. Premiérement, on n’a pas, en général, AB = BA, d’une part parce que méme si le produit AB est
défini, rien n’assure que le produit BA le soit et d’autre part méme si les deux produits sont définis,
on trouve rapidement des contre-exemples :

A T R AN R AN
2 0 0 2) \2 =2 4 0/ \0o 2 2 0/
2. Deuxiémement, on peut avoir un produit entre A € My, ,(R) et B € M,, ,(R) tel que AB = 0,
sans que pour autant A = 0, , ou B = 0y, .

1 —1\[/1 -3\ (00
2 2 -1 3) \0 0
Définition (Puissance k-iéme)

Pour tout entier k > 0 et toute matrice A dans M, (R), on appelle puissance k-iéme de A, notée AF,
la matrice
A'=1, k>1, AF=AxAx---xA.
k fois

Comme on sait que toutes matrices A et B dans M, (R) ne vérifient pas nécessairement
AB = BA, on perd certaines identités algébriques comme

k
pour tout k > 2, (A+ B)¥ # Z <k> A'B*t (AB)k £ AkBF.
i
i=0

Définition (Inversibilité, inverse)
Soit A € M, (R). On dit que la matrice A est inversible s'il existe une matrice B € M,,(R) telle que

AB = BA =1,.

La matrice B, lorsqu’elle existe, est unique et est appelée inverse de A et est notée AL
L’ensemble des matrices inversibles de M,,(R) se note GL, (R).

Preuve.
Supposons qu’il existe B et B’ deux matrices telles que AB = BA = I,, et AB' = B’A = I,,. Alors, on
a d’une part

BAB' = (BA)B'=1,B' =B’

d’autre part
BAB' = B(AB') = BI,, = B.

On en conclut que B = B'. O



Exemples

o La matrice indentité I, est une matrice inversible et est son propre inverse puisque
Iy I, =1I,.

o Plus généralement, toute matrice diagonale D de M, (R)

dy
D =
dn
dont les coefficients diagonaux (d;) sont tous non nuls est inversible et admet pour inverse
1
di
D! =
1
dn

o La matrice nulle 0,, n’est pas inversible.

Proposition 4.
Soit A et B deux matrices inversibles et soit X € R*, alors

« (AB)"! = B7tAL
1
[ )\A -1 = *Ail
( ) )\ ?
o HATYH = (fA)TL
De plus, si A est inversible, alors pour toutes matrices B et C

AB=AC = B=C

et
BA=CA = B=C.

Remarque La derniére propriété revient a dire qu’une matrice inversible peut se « simplifier » a
gauche ou a droite.

Exercice 2
Soit A € M,,(R) tel qu'il existe une matrice B non nulle tel que AB = 0,. Montrer alors que la
matrice A n’est pas inversible. (On pourra supposer par ’absurde que la matrice A est inversible).

Proposition 5.

Soit A = <CCL Z) une matrice de Ma(R). Alors, A est inversible si et seulement si ad — be # 0. De
plus,
1 d -b
ATl = .
ad — be (—c a )
Preuve.

On vérifie sans peine que AA~! = A='A = I,. Supposons maintenant que ad — be. Premier cas, A est
la matrice nulle (donc n’est pas inversible). Second cas, A n’est pas nulle, donc la matrice

B:<d —b>’
—c a

n’est pas nulle non plus et on vérifie que AB = 0. On en déduit que A n’est pas inversible
(cf. Exercice 2). O
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Exercice 3

. 1 2 0 3 1
801tA_<0 1 _1> etB-(_1 0).

Calculer, lorsque c’est possible, les expressions suivantes : AB, BA, A'B, 'AA+ B, A'A — B.

Exercice 4

. 1 2 0 2
SmtA-(_l _1) etB-(1 1).

Calculer A% | B2, A — B et A + B puis calculer A2 — B2 et (A — B)(A + B). Commenter.

Exercice 5

Calculer la puissance k-iéme des matrices suivantes : A = <(?; (1)>, B= <(1) 1)

Exercice 6

On définit la suite (A,) suivante : Ay = ((1) i) et pour tout n >0, A,11 = A4, <(2) i)

Calculer A1, Aa, Az et conjecturer la forme de A,, pour tout n. Montrer par récurrence la conjecture.

Exercice 7

3 6 —4
Soit A= | -2 —4 2 |. Calculer A% et montrer que A? = A+ 2I5. En déduire que A est inversible
-2 -3 1

et donner son inverse.

III. Matrice d’un systéme linéaire

Définition (Matrice associée a un systéme)
Soit (S) un systéme linéaire d’équation & n équations et & p inconnues

a1121 + a1 + -+ aipr, = b (L)

211 + ag2x2 + - +aspry, = by (La2)
(S) - .

Ap, 101 + Ap2%T2 + - + AppTy = bn, (Ln)

On appelle matrice associée au systéme la matrice A de M,, ,(R)

a1 G2 -t Glp
a1 G2 - G2p
A= . : :
Gp1 Ap2 - dnp
On dit que la forme matricielle du systéme (S) est AX = B avec X € My 1(R) et B € M,,1(R) sont
I bl
T2 ba
des matrices colonnes : X = | . et B =
Tp b,

Remarque Lorsque que la matrice associée au systéme est triangulaire supérieure, le systéme est
échelonné.



Exemple 3
Le systéme suivant
r+3y—z = 1
—2xr —2y+=z = 0
T -2z = 3
1 3 -1 x 1
admet comme forme matricielle | —2 -2 1 y] =10
1 0 -2 z 3

Pour extraire la matrice associée & un systéme donné, on fera attention & ce que les variables
soient dans le bon ordre et les constantes du coté droit. En effet, la forme matricielle du systéme

r+3y+z = 1
z—=2y+3 =1
r—2z+4+y = 2

1 3 1 x 1

mais plutét [0 —2 1 vyl =1-2

1 1 =2 z 2

IV. Calcul de I’'inverse d’une matrice carrée : méthode de Gauss-Jordan

On connait déja une formule pour obtenir I'inverse, lorsqu’elle existe, d’'une matrice carrée de taille
deux. Cette formule peut se généraliser pour une taille quelconque mais devient trés compliqué et
n’est pas au programme du cours d’ECE. Nous allons adopter une approche en lien avec les systémes
linéaires. En adaptant 'agorithme du pivot de Gauss, on peut calculer I'inverse d’'une matrice : c’est
ce que 'on appelle la méthode de Gauss-Jordan.

Proposition 6.
Soit (S) un systéme linéaire & n équations et n inconnues ayant pour forme matricielle AX =Y et tel
que la matrice A soit inversible. Alors, le systéme admet une unique solution X = A~'Y.

Preuve.
Si A est inversible, alors AX =Y = X = A~'Y (en multipliant & gauche par A™1). O

Remarque Cette proposition nous permet de dire que si la matrice A associée au systéme () est
inversible, alors le systéme est de Cramer et donc le pivot de Gauss engendre n pivots non nuls. On va
se servir de ca pour calculer explicitement A~!. En effet, en partant du principe que

AX =1,Y & I,-X = A 'Y,

I'idée est de dire que la succession d’opérations élémentaires nécessaires pour passer de la matrice A &
I,,, nous permet aussi de passer de la matrice I,, 4 A™1.

Méthode de Gauss-Jordan : La méthode reprend le principe du pivot de Gauss, a I'exception
que l'on “enregistre” chaque opération au fur et & mesure en agissant sur la matrice identité. Premiére
étape, on se raméne & une matrice triangulaire supérieure dont les coefficient diagonaux, les pivots,
sont égaux a 1. Seconde étape, on cherche & se ramener a 'identité en neutralisant toutes les entrées
au dessus des pivots avec des opérations du type L; <— L; — a;;L; et en commencant par la derniére
colonne. Pour mieux comprendre, nous allons le faire sur un exemple.




IV. CALCUL DE L’INVERSE D’UNE MATRICE CARREE : METHODE DE GAUSS-JORDAN 9

2 -1 0
Exemple 4 On souhaite inverser la matrice A= | 3 1 1. On commence par écrire la matrice
-2 3 1

coOte & cote avec la matrice identité.

2 -1 0 100
3 1 1 010
-2 3 1 0 01

Chaque opération sera effectuer sur la matrice de gauche mais aussi sur la matrice de droite.

3
L2 — L2 — *Ll
On commence par les opérations 2 .
L3+ L3+ 14
2 -1 0 1 00
5 3
0o - 1 —— 10
2 2
0 2 1 1 01

Puis on effectue 'opération Lo < 2Ly pour se débarrasser des fractions.

2 -1 0 1 00
0 5 2 -3 20
0 2 1 1 01
. 2
On continue par L3 <+ Lg — ng
2 -1 0 1 0 O
0 5 2 -3 2 0
1 11 4
0 0 - — ==
5 5 5

puis L3 < 5L3 (toujours pour revenir a des valeurs entiéres).

2 -1 0 0

0 5 2 -3 0

0 0 1 11 -4 5

On remarque que la matrice de gauche est triangulaire supérieure & coefficients diagonaux non nuls.
Elle est donc inversible.

Maintenant, on se débarrasse des coefficients non nuls au dessus de la diagonale. Pour cela, on commence

par la derniére colonne. On effectue Lo < Loy — 2L3

2 -1 0 1 0 0
0 5 0 —-25 10 -10
0 0 1 11 -4 5

1
puis on effectue sur la deuxiéme colonne par Ly < L1 + ng,

2 00 -4 2 =2
050 -25 10 -10
0 01 1 -4 5
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1
Ly + §L1
Enfin on termine en faisant apparaitre la matrice identité a gauche avec les opérations 1 .
L2 — gLQ
1 00 -2 1 -1
010 -5 2 =2
0 0 1 1 -4 5
-2 1 -1
On en déduit que la matrice A~' = [ =5 2 -2
1 -4 5

Gréace a la méthode de Gauss-Jordan, on a la proposition suivante.

Proposition 7.

Soit (S) un systéme linéaire a4 n équations et n inconnues ayant pour matrice associée A. Alors (S)
est un systeme de Cramer si et seulement si A est inversible.

Définition (Systéme linéaire avec second membre a paramétres)

On appelle systéme linéaire avec second membre & parameétres tout systéme linéaire d’équations dont
le second membre est constitué de paramétres. Dans ce cas, les solutions du systéme s’expriment en
fonction des paramétres.

Exemple 5
xr = a—c
r +y + z = a b c
Pour le systéme suivant y — z = b ,onacomme solution { Y = 92 +§
y + 2z = ¢ b ¢
z = —54—5

Théoréme 1.
Soit (S) un systéme linéaire de Cramer a n équations et n inconnues avec second membre & paramétres

a11x1 + ai2r2 + -0+ AQaTn = Y1
a21r1 + ag2xr2 + -+ A2pTn = Y2
(S) .
an1T1 + ap2T2 + - + ApnTn = Yn
ot les yi,...,yn sont des paramétres. On suppose que les inconnues x1,...,x, de (S) s’exprime en
fonction des y1,...,y, de la maniére suivante
1 = byt + bigyx + - 4+ biayn
To = boiyr + baay2 + -+ bonyn
Tpn = bn,lyl + bn,2y2 + -+ bn,nyn

Alors, la matrice A associée au systéme (S) admet pour inverse

big big - bin

. bo1 baa - bay

bn,l bn,2 bn,n
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On passe d’un systéme & inconnues x1,...,Z, et & paramétres yi,...,¥y, & un systéme a inconnues
Y1-.-,Yn et & parameétres x1,...,x,. On dit que 'on inverse le systéme.

Remarque Appliquer 'algorithme du pivot de Gauss & un systéme avec second membre & parameétre
revient exactement a calculer A~! avec la méthode de Gauss-Jordan.

Exemple 6
1 3 1
Soit A la matrice égalea | 0 —1 —1 |. Pour calculer son inverse, on considére le systéme & paramétre
1 2 1
T + 3y + z = a
(a, b, c) suivant (5) : -y - z =

r + 2y + 2z =
On applique 'algorithme du pivot de Gauss :

z + 3y + z = a

r + 2y + =z =

L3 < Ly — Ly
<~

Lo+ —Lso

<~ Yy 4+ z = b

z = —a — b + ¢
Ly Li—Ls
Lo z + 3y = 2a + b —

e lai D {:c + 3y + z = a

Ly« L —3L, x = —a + b + 2

— Y = a - ¢

z = —a — b + ¢
-1 1 2
On en déduit que A~ ' = 1 0 -1
-1 -1 1

Remarque De part I'unicité de I'inverse d’une matrice, tous les moyens sont bons pour inverser le
systéme. Dans des cas simples, on pourra se passer du pivot de Gauss ou de la méthode de Gauss-Jordan
et inverser plus rapidement, en particulier lorsque la matrice posséde beaucoup de 0.

Exemple 7
4 0 3
Pour inverser la matrice A= | 1 0 1], on pose le systéme & paramétres
-2 10
4x + 3z = a
(S): x + 2z =

-2z + y = c
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On applique l'algorithme du pivot de Gauss :

4z + 32 = a . x = a — 3b
x + z = —= x + 2z = b
—2r + y = c -2z + y = c
nenon [ ® = a - 3
= z = —a + 4b
Y = 2a — 6b + ¢
x = a — 3b
= Y = 2a — 6b 4+ ¢
z = —a + 4b
On en déduit que
1 -3 0
At =12 -6 1
-1 4 0

Ici, une proposition immédiate et trés utile qui donne un dernier critére d’inversibilité pour les matrices
triangulaires.

Proposition 8.
Une matrice carrée triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et seulement si tous ces
coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Preuve.
Cette matrice a donc n pivots non nuls. D’aprés la méthode de Gauss-Jordan, cela revient a dire que
la matrice est inversible. O
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