Espaces vectoriels

I. Définitions

Un espace vectoriel est un ensemble sur lequel on peut ajouter les éléments entre eux (addition interne)
et multiplier les éléments par un nombre réel (produit externe). Plus précisément, on a la définition
suivante.

Définition (Espace vectoriel)
On dit qu'un ensemble E est un espace vectoriel si

1. Addition interne :
o (Stabilité) Vu,v € E, u+v € E,
o (Associativité) Vu,v et w € E, (u+v) +w =u+ (v + w),
o (Commutativité) Vu et v € E, u +v = v + u,

o (Elément neutre) 3 0 € E tel que Vu € E, u+ 0 =0 + u = u,
e (Opposé) Vue E, Ive E,u+v=v+u=0g.
2. Produit extérieur :
« (Stabilité) Vu € B, VA€ R, A-u € E,
o (Associativité) Vu € E, V(A u) € R, X+ (p-u) = (A x p) - u,

A . = )\ .
« (Distributivité) V(u,v) € E?, V(\, u) € R?, A+ p)-u u+ u7

A(ut+v) =Xut+A-wv
o (Elément neutre) Vu € E, 1-u = u.

L’élément Og est appelé vecteur nul.

Commentaire .

Vocabulaire
Soit E un espace vectoriel sur R.

o On parle aussi de R-espace vectoriel. A notre niveau, on pourra méme omettre le R et
parler simplement d’espace vectoriel.

o Les éléments de E sont appelés vecteurs.

« Afin de faire la différence entre réels et vecteurs on note souvent les vecteurs & ’aide d’une
fleche : 2.

o Les réels participant a la multiplication externe sont parfois appelés des scalaires.
On parle aussi de multiplication par un scalaire pour désigner la loi -




Exemples

o Les ensembles R? = {(z,y) | (z,y) € R?}, R3 = {(2,9,2) | ,y,2 € R} et
R* = {(z,y, 2,t) | (x,9, 2,t) € R} sont des premiers exemples d’espaces vectoriels. Plus généralement
R™ pour n > 1 est un espace vectoriel : ces éléments, les n-uplets sont appelés vecteurs. Le vecteur
nul de R” est le n-uplet de 0.

« Plus généralement, pour tout m,n > 1, I'ensemble .#,, ,,(R) est un espace vectoriel. Le vecteur nul
de A, n(R) est la matrice nulle 0y, ,,. On pourrait (mais on ne le fera pas!) identifier I’ensemble
AMr1(R) des matrices colonnes de taille n avec I'ensemble R™ des vecteurs de taille n. On parlera de
vecteurs colonnes pour .4, 1(R) et de vecteurs lignes pour R".

R = {(z,9,2) | (v,9,2) €R’} = M3:1(R) = {|y]| | (2,9,2) eR’}.

o On verra plus tard dans 'année d’autres exemples plus exotiques : ’ensemble des polynémes de degré
n, 'ensemble des fonctions continues, I’ensemble des suites qui convergent vers 0...

Exercice 1
L’ensemble des fonctions positives réelles muni des lois + et - habituelles sur les fonctions est-il un
espace vectoriel 7

Définition (Sous-espace vectoriel)
Soit F un espace vectoriel. On dit que F' est un sous- espace vectoriel de E si :

« FCE,
« Op € F,
e Vu,v e F.YAER u+A-verF.

Commentaire

Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. Dans la pratique, pour montrer qu’un en-

semble est un espace vectoriel, on vérifiera qu’il est un sous-espace vectoriel d'un espace
3 n

vectoriel usuel tel que R", 4, »,(R), ...

A Un espace vectoriel n’est jamais vide! Il contient toujours un vecteur nul.

Application
X

1. Montrons que I'ensemble F' = {| y | € #31(R) | z+ y+ z = 0} est un espace vectoriel.
z

« Tout d’abord, on identifie que F' est un sous-ensemble de .#5 1(R) par définition.
Donc F C #31(R),

o On vérifie que le vecteur nul appartient & F' : le vecteur nul est le vecteur tel que x =0,y =0 et
z=0,or 0+0+0=0 donc :
0
0] €F.
0



x1 X2
e Soitu= |y | et v= [y | deux vecteurs de F' et soit A € R. Vérifions que le vecteur w = u+A-v
21 22
appartient & F. On écrit :

xr3 X1 T2 T1 + Ao
w=|lys | =u+r-v=y|+A- || =+
z3 21 29 2z1 + Azo

et on vérifie que x5 + y3 + 23 = 0,

x3+y3+Z3:x1+>\x2+y1+)\yg+21+/\z2:x1+y1+21+)\-(a?2+y2+Zg):0R-

=0 car ueF =0 car vEF

Donc w € F.

2. Montrons que ’ensemble G = {<xx) | + € R} est un espace vectoriel.
« Tout d’abord, on identifie que G est un sous-ensemble de .#51(R) : G C #51(R),

o On vérifie que le vecteur nul appartient & G : en effet, pour z = 0, on obtient le vecteur (8)

Donc (8) €Gq.

e Soient u et v deux vecteurs de G. Autrement dit, il existe x1 et xo tel que :
- (2) ()
—I1 —I9
Soit A € R, vérifions que le vecteur w = u + X - v appartient & G. On écrit :

. T2 _ 1 + Az [ z3 _
v (‘931) R (—932) B (—(:m +)\x2)> B <—9c3>’ avec T3 = 1 + AZ2.

Donc w est bien de la forme ( I; >, donc w € G.
—3

Commentaire \

o Les sous-espaces vectoriels de .#5 1 (R) sont {021}, .#5 1 (R) et toutes les droites qui passent
par 0.

« Les sous-espaces vectoriels de .#3 1 (R) sont {031}, .43 1(R), toutes les droites qui passent
par 0 et tous les plans qui passent par 0.

Proposition 1.
L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire d’équations homogéne a n inconnues

ay1ry  taypry 4+ t+aipr, = 0
as1r1  +aspry +--- +azpr, = 0
am1T1 +am2T2 +--- +ompTn = 0

est un sous-espace vectoriel de My 1(R).



Preuve. 1
On écrit matriciellement le systéme homogeéne : on obtient que X = o | € Mn1(R) est solution
Tn
du systéme ssi
AX = 0, avec A= (ai’j)lfi‘gm € //m,n(R).

<Isn

On note S I'ensemble des solutions du systéme et on vérifie que S satisfait les conditions d’un sous-
espace vectoriel de ., 1(R) :
« On sait déja que S C A, 1(R), 0
o Le systéme est homogéne, on sait donc que le vecteur nul est toujours solution : | : | € S.

0
o Soient X et X’ deux vecteurs solutions du systéme et soit A € R. Vérifions que X + A - X’/ est aussi

solution :
AX+A-X) = AX 414X =0
=0 car XES =0 car X'eS

S est donc bien un sous espace vectoriel de ., 1(R). O

Proposition 2.
Soit B un espace vectoriel et soient F' et G deuz sous- espaces vectoriels de E.
Alors F NG est un sous-espace vectoriel.

Preuve.
e Ona(FNG)C FCE.
e Comme Og € F et Og € GG, alors O € FNG.
e Soient u,v € FNG et A € R.
Siuetve FNG, alorsu et v e F.
Comme F' est un sous-espace vectoriel, on a alors que u+ A-v € F.
De méme, comme G est un sous-espace vectoriel de £, u+X-v € G. On en déduit que u+\-v € Fﬂ%

A L’union de deux espaces vectoriels n’est pas (en général) un espace vectoriel !

Définition (Combinaison linéaire)
Soit E/ un espace vectoriel et u1,...,u, p vecteurs de F.
On dit que v est une combinaison linéaire des vecteurs uq,...,u, siil existe A\1,..., A, € R tel que :

P
Vo= AMcurt AUy = Y A
k=1

Les ()\;) sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.
On appelle combinaison linéaire triviale, la combinaison linéaire dont tous les coefficients sont pris
égaux a 0.

Commentaire

Le vecteur nul est combinaison linéaire de n’importe quelle famille de vecteurs (en prenant
par exemple la combinaison linéaire triviale).

A On peut avoir plusieurs combinaisons linéaires qui donnent le méme vecteur v.

s (B) () ) = )2 ()20 = ()




Application
Pour montrer qu’un vecteur donné est une combinaison linéaire d’une famille de vecteurs donnée, on
se rameéne a résoudre un systéme linéaire et 8 montrer qu’il existe au moins une solution. Par exemple,

on veut montrer que le vecteur 4
v=10
3
1 -2 3
est une combinaison linéaire de la famille 1, 2],]1-1 . Pour cela, on cherche au moins un
1 -1 2

triplet (A, u, v) de réels tels que :

4 1 -2 3 A—2u+3v
Ol =A-(1]4+p-| 2 |+v-|-1|=| X+2u—v
3 1 -1 2 A=+ 2w
- 2u + v 4
= A+ 20 — v =0
A — o + 2v 3
Ly Lo — Ly
ol A — 2n + 3v = 4
u — v = —4
w — v = -1
{)\ - 20 4+ v = 4
—
w - v = -1

Les triplets solutions (A, u, ) de ce systémes sont donc {(2 —v,—1 4+ v,v) | v € R}, il y a donc au
moins une solution : v est donc une combinaison linéaire des trois autres vecteurs.

Définition (Sous-espace vectoriel engendré)
Soient w1, ..., u, p vecteurs de £. On note :

Vect (u1, ..., up)
I’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs uy, ..., u,. Autrement dit :
v € Vect (ur,...,up) < F(A1,..., ) ERP, A+ + X up = v

Proposition 3.
Soit E un espace vectoriel et soient uy,...,u, p vecteurs de E.
Alors Vect (u1, ..., up) est un sous espace vectoriel de E.

Preuve.

e Vect (uy,...,up) CE : Soit v € Vect (ug,...,up), alors :

H(Al,...,Ap)ERp, v=Aur+-o A up €F

par propriétés de stabilité de ’espace vectoriel E.
Ainsi v € E et donc Vect (uq,...,up) C E.

e Op € Vect (uy,...,up) : Op est une combinaison linéaire des u,...,u, en prenant :

(\y.oAy) = (0,...,0).

Donc 0 € Vect (u1, ..., up).



« Soit (v,w) € (Vect (u1,...,up) )2 et soit av € R. Vérifions que (v + a - w) € Vect (u1, ..., up).

Comme (v, w) € (Vect (u1, ..., up) )2, alors :

P
E(Al,...,Ap)ERp, v = AUk
k=1
P
Iy pp) ERPL v =37 ppuy
k=1
donc :
P P j2
vta-w = > Apruptac Y ppcup = Y, ()xk—l—axuk) ~up € Vect (ui,...,up)
k=1 k=1 k=1
L’ensemble Vect (u1, ..., u,) est donc un sous espace vectoriel de E.
Si v est une combinaison linéaire des vecteurs uq, ..., up,, alors :
Vect (v, u1,...,up) = Vect (u1, ..., up).
En fait, on peut voir Vect (u1,...,up,) comme le plus petit sous-espace vectoriel de E qui
contient les vecteurs ug, ..., up,.
Exemple

Montrons que l’ensemble G = {<_xx) | x € R} est un sous-espace vectoriel de .51 (R).

(%) ==(4)

Donc G = Vect ((_11)> D’ou G est un sev de .#> 1(R).

Soit x € R. On remarque que :

A On ne change pas le sev engendré par une famille :
1. en changeant l'ordre des vecteurs de la famille;
2. en substituant au vecteur u; le vecteur £ - u;, pour £ € R*;

3. en substituant au vecteur u; le vecteur u; + £ - uj;, pour ¢ # j et £ € R.

Proposition 4.
Soit E un R-ev.

1. Stu# 0g, on a Vect (u,0r) = Vect (u).

2. De maniére générale, on a :
Umt1 € Vect (ug, ..., up) = Vect (U1, ..., Un, Ums1) = Vect (ug, ..., Up)

3. VA € R*, Vect (g, ..oy A= Uiy ooy Upy) = Vet (Ug, ...y Uiy oo vy Upy)



Preuve. 2. Supposons 11 € Vect (U, ..., Un).
Démontrons que Vect (w1, . .., U, Umt1) = Vect (U1, ..., Un).

(D) Evident.

m+1
(C) Comme u € Vect (uq, ..., Unm, Um+t1), alors le vecteur u s’écrit u = > A; - u;.
~
m 1
Or U1 € Vect (U1, ..., Up), done upmi1 = >, fi - u;. Ainsi :
i=1
m
u = (Z Ai - uz) + Amt1 - Umg1
i=1

= (Zl/\zuz) + )\m+1'<zlﬂz"uz’>

m

= (i + A1 i) -

1=

—_

et donc u € Vect (u1, ..., Up).

Exemple
On se sert notamment de ces propriétés pour simplifier ’écriture d’espace engendré par des parties.
Par exemple :

3x +2
(L) e ta® | @) e B

- G’>+y @>+z- ((1)) | (2,9, 2) € B3}

)

II. Familles génératrices, familles libres, bases

Définition (Famille génératrice)
Soit E un espace vectoriel et (up,...,up) une famille de p vecteurs de E. On dit que la famille
(u1,...,up) est génératrice si :

Vect (u1,...,up) = E.

Autrement dit, si tout vecteur de E peut s’écrire comme combinaison linéaire de vecteurs de la famille
(Ut ... up) :

p
Yu € E, 3()\1,...,/\p)€Rp, U:Z/\zuz
i=1

Lorsque E = Vect (uy,...,up), on dit que la famille (uy,...,up,) engendre E.



Exemples

2 0 0
o La famille (2), ( 1 ), (1) est une famille génératrice de .#31(R). Pour le prouver, il faut
2 -1

T
trouver une combinaison linéaire des trois vecteurs qui permet d’obtenir un vecteur quelconque (y) .
z

x
Soit (y) un vecteur de .#31(R), cherchons A, i, v tels que :

z

x 2 0 0 2\
yl=A-2|+p-| 1 |+v- 1] =122+pu+v
z 2 -1 1 IN—p+v
2\ =z
— 20 + p + vo= Y
20 — uw + v z
Ly Lo — Iy _
Ly« Ly— Ly 22 - x
<~ w + v = —x + vy
- u + v = —x + =z
Ly« Ly + Ly 22 = x
= nw + v = -z + y
2V = 22 4+ y + =z
Lg(—?Lz*Lg 2)\ = €
= 2u = y — z
v = 2z 4+ y + =z
( 1
Li+ 11 AN = —
Ly 11, 2
Ly 5 Ly 1 1
g = _ I
a 2¥ T 27
+ L + =
v = —x - -z
\ Qy 2

Donc :

B) =5 (0)+ o) () = (o) () v 3). (5)- 1)

2 0 -3

o Cependant, la famille (O), ( 0 ), ( 0 ) n’est pas une famille génératrice de .#3;(R). Pour
2 -1 4

le prouver, il suffit de donner un vecteur de .#3;(R) qui n’est pas combinaison linéaire des trois

vecteurs. Par exemple :
0 2 0 -3
1| ¢ Vect ol,{o0],]o0
0 2 —1 4



Proposition 5.
Soit E un espace vectoriel et soient (ui,...,up) et (v1,...,vq) deux familles de vecteurs de E.
Alors, si (u1,...,uy) est génératrice, (uq,..., Uy, vV1,...,0,) est aussi génératrice.

) ) s Up g ) ) s Ups ) » Vg g

Commentaire

Si une famille de vecteurs admet une sous-famille génératrice, la famille est alors elle-méme
génératrice.

Définition (Famille libre)
Soit E un espace vectoriel et (ug,...,up) une famille de p vecteurs de E.

« On dit que la famille est libre si pour tout (A1,...,A,) € RP

p
siZ)\k-ukzo, alors \{f = Ag = --- =\, = 0.
k=1
« On dit alors que les vecteurs (ui,...,up) sont linéairement indépendants : aucun des w; ne peut

s’exprimer comme combinaison linéaire (non triviale) des autres vecteurs.
(la seule relation de dépendance linéaire entre les u; est la relation triviale)

o Une famille de vecteurs qui n’est pas libre est dite liée.

Commentaire \

Si une famille de vecteurs est libre alors la seule maniére d’obtenir le vecteur nul comme
combinaison linéaire de la famille est de prendre la combinaison linéaire triviale : i.e. tous
les coefficients égaux a 0.
Inversement, une famille de vecteurs est liée s’il existe une combinaison linéaire non triviale
qui donne le vecteur nul.

\. J

Commentaire \

Une famille contenant le vecteur nul n’est jamais libre.

\. J

Commentaire N

Une famille de vecteurs dont I'un d’entre eux est une combinaison linéaire des autres est une
famille liée. Par exemple, une famille (u,v,w) de vecteurs telle que :

w =3 u—2-v

est liée car :
3-u—2-v—1-w = 0.

On a donc trouvé une combinaison non triviale qui donne le vecteur nul.

\. J

Commentaire .

Pour deux vecteurs, on pourra dire colinéaires au lieu de liés (et non colinéaires pour libres).

,
\.

Application
Dans la pratique, pour montrer qu’une famille (u1, ..., up) est libre/liée, on résout un systéme homogéne
en les inconnues A,..., A, :

0

0



Si le systéme admet pour unique solution A\; = Ag = --- = A, = 0, alors la famille est libre, sinon, elle
est liée.

1 1 1
1. La famille suivante est-elle libre ? 11,12],1 1
0 1 -1
Soit (A, pu,v) € R3.
1 1 1 0
A1 +p-[2]+v-[1] = |0
0 1 -1 0

Supposons :
On obtient alors les équivalences suivantes :

1 1 1 0 A+ 4+ v =0
A1) +p- (2] +v-| 1] = [0 — A+ 20 + v =0
0 1 -1 0 pw — v = 0
Lo+ Ly — Ly )\ + ,LL + v.o= 0
— 7 = 0
pw — v = 0
Ly« L3y — Lo A + 2'u =0
= " = 0
- v =0

{A=p=v=0
(par remontées successives)

La famille est donc libre.

1 0 -1
2. La famille suivante est-elle libre ? (3) , (1) ) (—1)
1 1 1

Soit (A, pu,v) € R3.
Supposons :

10



On obtient alors les équivalences suivantes :

1 0 -1 0
A3l +p- 1] +v-|-1]=10 —
1 1 1 0
nenli {A - v=20

I
o

A
3N+ — v
A

<
A — v = 0

A = v
<

En notant S I’ensemble des solutions, on obtient alors :

S = {(\ puv)eER} | N=vET u=—-2v}
= {(v, 2v,v)|veR} = {v-(1, =2, 1) | v e R}

= Vect((1, -2, 1))

On a donc une infinité de solutions, on peut en particulier en choisir une pour donner une combi-
naison non triviale des vecteurs qui donne le vecteur nul. Par exemple pour v =1, on a A = 1 et
@ = —2, ce qui revient a dire :

(1, 3,1)—2-(0, 1, 1)+ (-1, -1, 1) = (0, 0, 0)

La famille est liée.

Commentaire \

Parfois, il est possible qu'une combinaison linéaire non triviale donnant le vecteur nul « saute
aux yeux ». Dans ce cas, on peut montrer qu’une famille est liée plus simplement.

1 1 0
Par exemple : la famille (1), (O), (1) est liée car :
1 1 0

11



Proposition 6.

Soit E un espace vectoriel.

Soit (u1,...,up) une famille libre de vecteurs.

St un vecteur uw € E s’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs de (u1, ..., up) alors cette combi-
naison linéaire est unique.

Preuve.
Supposons que u s’écrive a I'aide de deux combinaisons linéaires de (up, ..., up).
Autrement dit, il existe (A1,...,\p) € RP et (u1,...,p1p) € RP tels que :

X U= U+ -+ Ay Up
X u:M1u1++Mpup

Par soustraction, on obtient :

Op = (A1 — 1) -ur + -+ (Ap — pip) - up

Comme (uq,...,up) est une famille libre, cette relation de dépendance linéaire est la relation triviale.
Autrement dit, pour tout i € [1,p], A\j — p; =0, i.e. \j = ;. O]
Proposition 7.

Soit E un espace vectoriel et soient (u1,...,up) et (vi,...,vq) deur familles de vecteurs de E.

Alors, si (U1, ..., up,v1,...,0q) est libre, (u1,...,up) est aussi libre.

Toute sous-famille d’une famille libre de vecteurs est elle-méme libre. ]

Définition (Base)
Soit F un espace vectoriel.
On appelle base de E toute famille de vecteurs qui est a la fois libre et génératrice.

Commentaire

Si F' est un sous-espace vectoriel de E, une base de F' est une famille de vecteurs de F' qui
est libre et génératrice de F'.

Théoréme 1.

Soit (u1,...,u,) une base de E.
Alors, pour tout vecteur v € F, il existe une unique combinaison linéaire de la famille (ui, ..., uy)
valant v :

3!(}\1,...,)\n)€Rn, v o= EAkuk
k=1

Les coefficients (A1, ..., \p) sont appelés coordonnées du vecteur v dans la base (ui, ..., Uyp).

12



Preuve.
Soit (u1,...,uy,) une base de E et soit v un vecteur de F.
Montrons qu’il existe une combinaison linéaire des (u;) qui donne v et que cette combinaison est unique.

« Existence :

La famille (ug,...,uy) est une base, donc est génératrice : Vect (uq,...,u,) = E.
Donc v € Vect (ug,...,u,)), ce qui signifie par définition qu’il existe une combinaison linéaire des
(u1,...,uy) qui donne v.

o Unicité :

Soient (A1, ..., Ap) et (g1, ..., pn) € R™ tels que :
n n
vo= > Arup et v o= > pup-u.
k=1 k=1

donc :
n n n

n
2 AkcuR= D Uk S Y Akcuk— o pkup =0p
k=1 k=1 k=1 k=1

S > (A — ) up =0g
=1

Comme la famille est libre, seule la combinaison linéaire triviale permet d’obtenir 0, donc pour tout
k € [1,n], on a A\, = pg. La combinaison linéaire est donc unique.

O

Théoréme 2 (Théoréme de la base incompléte (HP)).
Soit E un espace vectoriel.

o Toute famille libre de vecteurs de E peut étre complétée en une base de E.
o De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base de E.

Corollaire 1.
Tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E posséde dans E un sous-espace supplémentaire.

Preuwve.

Soit B une base de F.

La base B est donc en particulier une famille libre de F, donc une famille libre de E. D’aprés le
théoréme de la base incompléte, on peut compléter B en une base B’ de E.

L’espace engendré par les vecteurs de B’ qui ne sont pas des vecteurs de B est un supplémentaire de
F dans F. O

I1I. Espace vectoriel de dimension finie

II1.1. Bases canoniques

Pour certains espaces vectoriels d’usage fréquent, on choisit par convention une base assez simple que
I’on utilisera souvent. Ce type de base est appelée base canonique. Les trois exemples suivants sont a
connaitre par coeur et il n’est pas nécessaire de redémontrer que ce sont des bases.

Proposition 8 (Base canonique de R").
On définit pour tout i € [1,n], le vecteur e; de R™ par :

1€MEplace

La famille (eq,...,en) est une base de R™ que [’on appelle base canonique de R™.

13



Exemple
La base canonique de R? est ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)).

Proposition 9 (Base canonique de R, [X]).
La famille (Py, Py, Pa, ..., P,), ot :

Vi € [0,n], Pi(X)= X"
est une base de R, [X]| que l’on appelle base canonique de R,,[X].

Exemple

La base canonique de Ro[X] est (Py, Py, P»).

Les coordonnées du polynéme Q(X) = 2X? — X + 3 dans cette base sont (3, —1,2).
Eneffet : Q=3-Py+(—-1)- P +2- P».

Proposition 10 (Base canonique de .7, ,(R)).
Pour tout i € [1,n], pour tout j € [1,p], on définit la matrice E; ; dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui de la i®™ ligne et de la 4™ colonne qui lui vaut 1.

0O ... ... 0 .. ..0
E; = | o 010 0 i
0
0 0 0
|
J

La famille (E; ;) est une base de 4, ,(R) que l'on appelle base canonique de ., p(R).

Exemple
La base canonique de .Z5(R) est :

(6 6) (o) ()G )

Les coordonnées de la matrice (g 11> dans cette base sont (3,1,0,—1).

II1.2. Dimension d’un espace vectoriel

Définition (Espace de dimension finie)
On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.

Commentaire

Lorsqu’un espace vectoriel ne posséde pas de famille génératrice finie, on dit que cet espace
est de dimension infinie. Par exemple, les espaces RY et R[X] sont de dimension infinie.

Théoréme 3 (Théoréme de la dimension).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0}.

Alors E admet une base et toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.

Le nombre d’éléments d’une base est appelé dimension de 'espace vectoriel E et est noté dim(FE).
Par convention, on dira que ’espace vectoriel E = {0} est de dimension 0.
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Les dimensions des espaces vectoriels usuels suivants sont & connaitre par coeur.

Proposition 11 (Dimensions d’e.v. usuels).

o dim(R") = n.

o dim(R,[X])=n+1.

o dim (A, ,(R)) = np. En particulier, dim (4, 1(R)) = n et dim (#,(R)) = n?.

Application

1 1 1
1. Montrons que la famille (0), (0), (1) est une base de .#51(R). Pour cela on va montrer
1 1

qu’elle est libre et génératrice :

T
« Génératrice : Soit | y | un vecteur quelconque de .#3 1 (R), montrons qu’il existe une combinaison
4
linéaire de la famille égale & ce vecteur : on résout en A, u, v le systéme

1 1 1 T A+ op o+ v o=z
Aol +p-{o)+v-{1] = |y = v = y
1 2 1 z A+ 20 + v = z
Ly Ly~ Ly At p +v=
= v = y
I = — + =z
Ly Li—Ly—Ly A vt — Yy - oz
— v o= y
o = - + =z

La famille est donc génératrice.

« Libre : Soit (), pu,v) € R3.
1 1 1 0
A-lo)+p-[o]+v-[1] = [0
1 2 1 0

Supposons :
On obtient alors I’équivalence suivante :

1 1 1 0
A-lo)l+p- |0l +v-|1] = [0] & {A=p=v=0
1 2 1 0
on peut utiliser la résolution du systéme qu’on a effectué précédemment pour un second membre

)0

La famille est donc libre.

1 1 1
On obtient finalement que la famille (O) , (O) ) (1)
1 2 1

x engendre .3 1(R),
x est libre.

C’est donc une base de .3 1(R).

15



3 1 1 1
2. Déterminons les coordonnées du vecteur | 2 | dans la base o],(0],(1
-1 1 2 1

Pour cela, on résout un systéme linéaire : cherchons (\, i, v) € R3 tel que :

1 1 1 0 A+ opu o+ v o= 3
Aol +p-lo]+v-(1] = [0 & v o= 2
1 2 1 0 20 + v = —1

On a déja résolu ce systéme, on obtient :

A = 2x3 - 2 — (-1
v = 2
p = -3 + (=1
3 1 1 1
Ainsi, les coordonnées de | 2 | dans la base of,{o}],[1 sont (5, —4,2), c’est-a-dire :
-1 1 2 1
3 1 1 1
2 | = 0 —4-(0] +2 1
-1 1 2 1

Commentaire \

1 1 1
La famille (0], 0], [ 1] est de cardinal 3, ce qui correspond & la dimension de .#3;(R).
1 2 1

On expliquera plus tard que 'on a juste alors besoin de montrer que la famille est soit libre,
soit génératrice. Dans la pratique, montrer qu’une famille est libre est en général plus simple.

\. J

Application
Déterminer une base d’un sous-espace vectoriel exprimé de maniére implicite (ou une base de I’espace
des solutions d’un systéme linéaire homogéne) :

e On effectue un pivot de Gauss sur le systéme & résoudre.

o Une fois le systéme rendu échelonné, on enléve les équations inutiles.

o Si le systéme obtenu a autant d’équations que d’inconnues, c’est que le systéme est de Cramer donc
la seule solution est le vecteur nul. Sinon, le systéme obtenu a moins d’équations que d’inconnues,
dans ce cas, on paramétrise I’ensemble des solutions en utilisant certaines des inconnues comme

paramétres. Il doit y avoir autant de paramétres qu’il manque d’équations pour que ce systéme ait
autant d’équations que d’inconnues.

On obtient alors une famille de vecteurs générateurs. On vérifie ensuite que la famille est libre.

xT
1. Soit F le sous espace vectoriel de .#51(R) définie par F = {[y| |z +2y—2 =0et x4+ 2 =
z
0 et z —y = 0}. Déterminons une base de F.

16



r + 2y —

= T +

Ly Ly— Ly T+ 2y -

<= - 2y +

pS _
{1‘ + 2y

z = 0
z = 0
z = 0
z = 0
2z = 0
z = 0
z = 0
z = 0

On a donc un systéme échelonné a 2 équations et 3 inconnues : il nous faut donc choisir un parameétre

(disons z). On obtient :

{

r + 2y
Yy

On obtient alors :

-1
La famille (—1) :
1

x engendre donc F,

-2z =0 {m + 2y = z
—
+ 2z =0 - Yy = —z
Ly« Ly +2Ls T = 5
—
— Yy = —2z
x = —z
—
Yy z

{(z)mz-my:z}
-1

{z-(l) | z€ R} = Vect (
1

x est libre, car constituée d’un unique vecteur non nul.

C’est donc une base de F'.

17



2. Soit G le sous espace vectoriel de .#y 1 (R) définie par G = { | t+y+2+t =0ET x+2y—t = 0}.

SRS SN

Déterminons une base de G.

X
Soit X = Z 6%4’1(R).
t
T+ Yy + z +t =0
Xed {x+2y —t =0
LyeLi—I r + y + z + t =0
y — z — 2t =0

On a deux équations, quatre inconnues : on a besoin de deux paramétres (disons z et t). On obtient :

z + y + 2z + t =0 r + Yy = —z -
y — z — 2t =0 y = z + 2t
Ly« Li— Ly T = -2z — 3z
<~
y = z + 2t
On obtient alors :
T —2z—3t
y z+2t 9
G = { z | e =—-22—3tETy=2+2t} = { B} | (2,t) € R%}
t t
—2 -3 —2\ /-3
B 1 2 0y 1 2
= {z N A | (2,t) e R°} = Vect bl o
0 1 0 1
-2 -3
. 1 2
La famille Ll o
0 1

x engendre donc G,
x est libre, car est constituée de deux vecteurs non proportionnels.

C’est donc une base de G.
Exercice 2

Montrer que 'ensemble Sy(R) = {M € .#>(R) / M = M} des matrices symétriques de .Z2(R) est un
espace vectoriel puis en déterminer une base et sa dimension.
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II1.3. Propriétés des espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 12.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale a n.

1.

Toute famille libre de E posséde au plus n vecteurs.

2. Toute famille de p vecteurs avec p > n est liée.
3.
4

Toute famille génératrice de E posséde au moins n vecteurs.

. Toute famille de n vecteurs avec p < n n’est pas génératrice.

Commentaire

Dans un espace de dimension n, toute famille comportant plus de n vecteurs est donc forcé-
ment liée et toute famille comportant moins de n vecteurs n’est jamais génératrice.

Exercice 3

1.
2.

La famille 71 = ((1,2),(2,1),(1,1)) est-elle libre dans R??
La famille 7 = ((1,1,1),(1,2,1)) est-elle génératrice dans R3?

Théoréme 4.
Soit B un espace vectoriel de dimension finie égale a n.

1.
2.

Toute famille libre de E composée de n vecteurs est une base de E.

Toute famille génératrice de EE composée de n vecteurs est une base de E.

METHODO

Lorsqu’on connait la dimension n d'un espace et que 'on se donne une famille de n vecteurs, il suffit
de montrer que cette famille est soit libre, soit génératrice pour montrer que c’est une base.

Comme on a le choix, on préférera souvent montrer que la famille est libre (plus simple).

On écrira par exemple :

X

X

La famille (e, ..., ep) est une famille libre de E,
Card((eg,...,en)) = n = dim(E)

Donc (eq,...,e,) est une base de E.

Exemple
Montrons que la famille 7 = (2X + 1, X? — 2,3X — 2X?) est une base de Ro[X].

Montrons que la famille F est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3.
Supposons :
A (2X 1) + A2 (X2 —2) + A3 (3X — 2X?) = Og,[x]

On obtient les équivalences suivantes :

A (2X+1) 4+ (X7 =2)+A3:(3X —2X?) = Oy(x] < (A2—2A3)- X+ (2A143A3)- X +(A1—2A2)-1 = Og,[x]
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Ce polynéme admet une infinité de racines. Il est donc identiquement nul. On obtient alors les
relations suivantes :

A — 2X3 = 0 Lo Ly A — 2 =0

2\ + 3X3 = 0 < 2\ + 3X3 = 0
A — 2 = 0 A — 2X3 = 0
Ly + Ly — 2Ly A= 20 =0

= 4X9 4+ 3X3 = 0

Ao — 2X3 = 0

Ly 4Ls— Ly A= 2 =0

< 4 + 3A3 = 0

— 11X3 = 0

{M=X=X=0
(par remontées successives)
Donc la famille F est libre.
« On obtient alors :
x la famille F est libre,
x Card(F) = 3 = dim (Ry[X]).
Donc F est une base de Ry[X].

Théoréme 5.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous- espace vectoriel de E.

o Alors F' est de dimension finie et on a dim(F) < dim(E).
o Cas d’égalité : dim(F) = dim(F) & F = E.

Commentaire

On utilise souvent le théoréme précédent sous la forme suivante.

FcFE

dim(F)_dim(E)} = F=E

IV. Rang

IV.1. Notion de rang d’une famille de vecteurs
IV.1.a) Définition et propriétés

Définition (Rang)
Soit E un espace vectoriel de dimension n et (e1,...,e,) une famille de vecteurs de E.
On appelle rang de la famille (eq, ..., ep,), noté rg((e1, ..., ep)) la dimension de Vect (eq, ..., ep). Ainsi :

rg((eq,...,ep)) = dim (Vect (e1,...,ep))

Exemple
On considére la famille F = (u,v,w) de R3 avec u = (1,3, -3), v = (4,2, -3) et w = (—1,7, —6).
1. Calculer —3u + v + w.

wusnew s (3 (1) (2)
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2. Déterminer le rang de la famille F.

o La famille F est liée d’aprés la question précédente.
La dimension de Vect (u, v, w) est donc au plus 2.

« De plus la famille (u,v) est libre, car les vecteurs u et v ne sont pas proportionnels.
Donc la dimension de Vect (u, v, w) est au moins 2.

Finalement la dimension de Vect (u, v, w) est 2, i.e. le rang de la famille F est 2.

Proposition 13.
Soit E un espace vectoriel de dimension n et (e1,...,ep) une famille de vecteurs de E.

1. rg((e1,...,€ep)) < p (p= Card((e1,...,ep)))
2. rg((e1,...,ep)) < n (n=dim(E))

IV.1.b) Détermination pratique du rang

Proposition 14.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et (e1,...,ep) une famille de vecteurs de E.
1. Soit X#0, rg((e1,...,€5...,€p)) =18((€e1,..., A €5,...,€p)).

2. Soit p € R, rg((er,...,ei,...,ep)) =18((€1,..., €6+ €f ... €p)).

Proposition 15.
Soit E un espace vectoriel de dimension n et (e1,...,ep) une famille de vecteurs de E.

erp1=-=e =0 = 1g((e1,...,ep)) <7

Exemples

1. On considére la famille (e;) constituée d’un unique vecteur. Alors :
x si e; = 0g, alors rg((e1)) =0
x sie; # 0p, alors rg((e1)) =1

2. On considére la famille (e, e2) constituée de 2 vecteurs. Alors :
x siep = ey = 0p, alors rg((e1,e2)) = 0.

x sie; # 0 ou eg # Op et s'il existe A € R tel que e; = A-eg (i.e. si e; et ey sont colinéaires),
alors rg((e, e2)) = 1.

x si e et ez ne sont pas colinéaires, alors rg((e1, e2)) = 2.

3. On considére une famille (e, ..., ep) de 3 vecteurs ou plus. Alors on simplifie la famille de vecteurs
au maximum, grace aux opérations des Propositions 14 et 15 et on utilise la définition du rang.
IV.2. Notion de rang d’une matrice
IV.2.a) Définition et propriétés
Définition (Rang d’une matrice)
|
Soit A = cCy, Cy - Cp € %n,p(R)
|

On appelle rang de la matrice A, noté rg(A) la dimension de ’espace vectoriel engendré par ses vecteurs
colonnes C1,Ca,...,Cy. Ainsi :

rg(A) = dim(Vect (Cy,Cy,...,Cp)).
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Proposition 16.
Soit A € My p(R).

1. 1g(A) <p
2. r1g(A) <n
3. Si A est une matrice triangulaire & coefficients diagonauz non nuls, alors rg(A) = min(n, p)

Preuve.
Toutes ces propriétés se démontrent en revenant & la définition du rang d’une matrice. O

IV.2.b) Détermination pratique du rang

Théoréme 6.
Soit A € Mp,(R).

Preuve.
Admis.
Fait appel aux matrices J,.. O

Proposition 17.
Soit A € My p(R).
1. En notant Cy,--- ,C, les colonnes de A, alors :
x YA #£0,
| - |

x Yu eR,
|- | A
rg(A) = rg (01 o Citp Gy Gy
Donc les opérations élémentaires sur les colonnes laissent invariant rg(A).

2. En notant Ly,--- , Ly les lignes de A, alors :
x YA #0,

x Yu e R,

Donc les opérations élémentaires sur les lignes laissent invariant rg(A), i.e. on peut déterminer
rg(A) a I’aide du pivot de Gauss.
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Preuve.
1. On revient a la définition de rg(A) et on applique la Proposition 14.

2. On applique le Théoréme 6, puis on revient a la définition de rg(*A) et on applique
la Proposition 14.

Proposition 18.
Soit A € My p(R).

1. Si A posséde r colonnes non nulles (r < p), alors rg(A) < r
T

2. Si A posséde r lignes non nulles (r < n), alors rg(A) <

Si 2 colonnes (resp. 2 lignes) sont proportionnelles, alors, par opération élémentaire (pivot
de Gauss), on crée une colonne (resp. une ligne) nulle.

Exemples
1. Si A € M,1(R), alors
x Si A=04, (r), alors rg(A) = 0.
x S1A#04,  (r), alors 1g(A) =1
2. Si A € M, 2(R), alors
x Si A =04, ,(r), alors rg(A4) = 0.
x Si les 2 colonnes de A sont proportionnelles (et I'une des 2 est non nulle), alors rg(A) = 1.
x Siles 2 colonnes de A ne sont pas proportionnelles, alors rg(A) = 2.

3. Si A € M, p(R) avec p > 3, alors on simplifie la matrice A par pivot de Gauss puis on revient a la
définition du rang d’une matrice.

Commentaire

On saura adapter les exemples précédents dans les cas A € #1,(R), A € Ms,(R) et
A e My ,p(R) avec n > 3.

Exemples
Déterminer le rang des matrices suivantes

IV.2.c) Intérét du calcul du rang

Théoréme 7.

Soit A € M, (R).
1. A est inversible < 1g(A)=n
2. A nest pas inversible < rg(A) <n
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V. Récapitulatif de méthodes sur les familles libres, génératrices et
bases

METHODO

Soit (e1,...,ep) une famille de p € N* vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension n.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

« Liberté d’une famille : Pour montrer que la famille de vecteurs (e1,...,ep) est libre, on dispose
de 2 méthodes :
a) Soit (A1,...,A,) € RP.
Supposons :
)\1-€1+"’+)\p'6p:0E
On doit alors prouver que tous les coefficients Ay, ..., A, sont nuls.
b) On montre que la famille (eq, ..., e,) est une sous- famille d’une famille libre.
« Famille liée : Pour montrer que la famille de vecteurs (ey, . .., ep) est liée, on dispose de 3 méthodes :
a) On cherche un jeu de coefficients A, ..., A non tous nuls tels que :

ettt A e =0g
b) On constate que c’est une sur-famille d’une famille liée.
¢) On constate que le cardinal de la famille est strictement supérieur & la dimension de l'espace
vectoriel F, c¢’est-a-dire : p > n.
o Famille génératrice :

a) Pour montrer que la famille de vecteurs (eq,...,ep,) engendre l'espace vectoriel E, on prouve
que tout vecteur de E peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs de la famille
(é1,...,€p), i.e. pour tout u € E, il existe (A1,...,A,) € RP tels que :

P
i=1
b) Pour montrer que la famille (eq,...,ep) est génératrice du sev F' de E, on prouve que :

i. Vi € [1,p], e; € F.

1. tout vecteur de F' peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs de la famille

(é1,...,€p), i.e. : pour tout u € F, il existe (A1,...,\p) € RP tels que :
P
i=1
« Base : Pour montrer que la famille de vecteurs (eq,...,e,) est une base, on dispose de 3 méthodes :

a) On prouve que :

x la famille (eq,...,ep) est libre,

x Card((e1,...,ep)) = p = n = dim(E)
b) On prouve que :

x la famille (eq,...,e,) engendre E,
x Card((e1,...,ep)) = p = n = dim(FE)

¢) On prouve que tout vecteur de E s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de (eq, .. ., ep),
i.e. : pour tout u € E, il existe un unique n-uplet (A1,...,A,) € R" tels que :

p
u = Z )\i © €5
i=1
o« Coordonnées d’un vecteur dans une base : Pour trouver les coordonnées d’un vecteur u dans

une base B, on écrit le vecteur u sous la forme d’une combinaison linéaire & coefficients quelconques
des vecteurs de A. Puis on trouve le jeu de coefficients (souvent par résolution d’un systéme linéaire).

24



	Définitions
	Familles génératrices, familles libres, bases
	Espace vectoriel de dimension finie
	Bases canoniques
	Dimension d'un espace vectoriel
	Propriétés des espaces vectoriels de dimension finie

	Rang
	Notion de rang d'une famille de vecteurs
	Définition et propriétés
	Détermination pratique du rang

	Notion de rang d'une matrice
	Définition et propriétés
	Détermination pratique du rang
	Intérêt du calcul du rang


	Récapitulatif de méthodes sur les familles libres, génératrices et bases

