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4. Dans la suite, on note : 7 = dim (Im(p)) et s = dim (Ker(p)).

Proj ecteurs (HP) On considére % = (eq,...,e,;) une base de Im(p) et By = (f1,..., fs)
Cet exercice fait le point sur les propriétés classiques des projecteurs. Cette une base de Ker(p).
notion n’est pas officiellement au programme mais se retrouve réguliérement a) Démontrer que la famille obtenue par concaténation des vecteurs de
dans les énoncés d’algébre théorique, notamment dans les sujets HEC. P est Py est une base de E. On note A cette base.

b) Déterminer Matgz(p).

c¢) Quelle est la forme de la matrice obtenue dans la question précédente ?
Pourquoi était-ce prévisible 7

Définition (Projecteur)
Soit E' un espace vectoriel.
o Une application p est appelé un projecteur de F si elle vérifie :
(1) pe Z(E) (p est un endomorphisme de F). 1. a) Démontrer que les seules valeurs propres possibles de p sont 0 et 1.
(2) pop=p (Vx € E, p(p(x)) = (pop)(x) = p(x)).

« La propriété (2) est appelée idempotence.
Un projecteur est donc un endomorphisme idempotent.

Démonstration.
Par définition de p, on a : pop = p ou encore : p> —p = 02(E)-
On en déduit que :

Exercice PX)=X?-X=X(X-1)

Soit E/ un espace vectoriel réel de dimension finie. .
est un polynéme annulateur de p.
Soit p € Z(F) un projecteur de p.

On suppose dans la suite : p # idg et p # 0.2(g). Sp(p) C {racines de P} = {0,1} O

1. a) Démontrer que les seules valeurs propres possibles de p sont 0 et 1. b) Démontrer : Sp(p) = {0, 1}.
b) Démontrer : Sp(p) = {0,1}.

2. a) Démontrer : Ker(p) = Im(idg — p).
b) Démontrer : Ker(idg — p) = Im(p).

Démonstration.
Il s’agit de démontrer que 0 et 1 sont bien valeurs propres de p.

o Tout d’abord : 0 est valeur propre de p < p est non inversible.

¢) En déduire que p est diagonalisable. On procéde par ’absurde.
3. a) Démontrer : Im(p) N Ker(p) = {0g}. Supposons que p est inversible.

b) Démontrer : E = Im(p) + Ker(p). Alors, en composant par p~—! dans I'égalité (2), on obtient :
(si A et B sont des ensembles, on note A+B = {a+b|a€ Abe B}) plo(pop) = plop

¢) En déduire que tout élément z € E se décompose de maniére unique | '
sous la forme :

Tr =1+ X2 p = idp

ou z1 € Im(p) et x5 € Ker(p). Ceci contredit I’hypothése de 1’énoncé.

On en déduit que 0 est valeur propre de p.
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e De méme : 1 est valeur propre de p < p — idg est non inversible.

On procéde par I'absurde.
Supposons que p — idg est inversible.
Remarquons que 'égalité (2) peut s’écrire sous la forme :
po(p—idr) = 0gp)
Alors, en composant par (p —idg)~! dans I’égalité, on obtient :
po(p—idg)o(p—idp)™" = Ogmo(p—idp)™!
I I

D = 205

Ceci contredit I’hypothése de I’énoncé.

On en déduit que 1 est valeur propre de p.

2. a) Démontrer : Ker(p) = Im(idg — p).

Démonstration.
On procéde par double inclusion.

(D) Soit y € Im(idg — p).
Il existe alors x € F tel que y = (idg — p)(z) = x — p(z).
On a alors :

ply) = pla—p())
= p(x) —p(p(x)) (carp est linéaire)
(

= p(z) —p(2) (carpop=p)

Ainsi y € Ker(p).

Im(idg — p) C Ker(p)

(C) Soit z € Ker(p).

Alors p(z) = Op
donc r—pr) = x
et (idg—p)(x) = =

Ainsi : z = (idg — p)(z) € Im(idg — p).

Ker(p) C Im(idg — p)

b) Démontrer : Ker(idg — p) = Im(p).
Démonstration.

On proceéde par double inclusion.

(C) Soit z € Ker(idg — p).
Alors: (iddg —p)(z) = O .

z —p(x)
On en déduit : = p(z) € Im(p).

Ker(idg — p) C Im(p)

(D) Soit y € Im(p).
Il existe alors x € E tel que y = p(z).
On a alors :

(ide —p)(y) = y—py)
= p(x) —p(p(z)) (par définition de y)

= p(z) —p(x) (carpop=p)

Ainsi y € Ker(idg — p).

Im(p) C Ker(idg — p)
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N ¢) En déduire que p est diagonalisable.

La démonstration de cette question fait apparaitre des arguments
analogue a ceux présents dans la question précédente. En réalité, on
peut se servir du résultat précédent pour démontrer cette question.

Détaillons cette méthode. dim(E) = dim (Im(p)) + dim (Ker(p))
« On commence par montrer : , . .
= dim (Ker(idg — p)) + dim (Ker(p)) (d’apres 2.b))

Démonstration.
D’apreés le théoréme du rang :

p est un projecteur = idg — p est un projecteur = dim (El (p)) + dim (Eo(p))
Considérons un projecteur p. Alors idg — p € Z(F) et : On en déduit que p est diagonalisable.
(idg —p)o(idg —p) = idg—p—p+pop 3. a) Démontrer : Im(p) N Ker(p) = {0g}.
= idg—p—p+p
= idg—p Démonstration.
On procéde par double inclusion.
Ainsi, ¢ = idg — p est un projecteur de E. (5) Tout d’abord :
« En utilisant le résultat de la question 2.a), on obtient : « 0g € Im(p) car Im(p) est un espace vectoriel.
Ker(q) _ Im(idg — q) x 0p € Ker(p) car Ker(p) est un espace vectoriel.
| | Ainsi, 0 € Im(p) N Ker(p).
Ker(idg — p) Im(idg — (idg —p)) = Im(p) {0g} C Ker(p) N Im(p)

(C) Soit y € Im(p) N Ker(p).
x y € Im(p), donc il existe = € E tel que y = p(x) (x).

Insistons par ailleurs sur I'écriture Im(p) = Ker(idg — p).

o Un élément x de Ker(idg — p) vérifie : = p(z). Ainsi :
x y € Ker(p), donc p(y) = 0g.

vz € Im(p), p(z) == En appliquant p de part et d’autre de I'égalité (x) :

ce qui s’écrit encore : pipy ) = idim(p) (sur I'ensemble Im(p), _ _ _
Papplication p opére comme I'application identité). P(y) p(p(z)) = (pop)(z) = ple)
e On a: Ker(idg — p) = Ker(p —idg) = Ei1(p). En effet : !
Or

z € Ker(idg —p) < z=p(z)

o pa)=z & xcKer(p—idp) On en déduit, d’aprés (x) : y = p(z) = 0g.

{ J Ker(p) NIm(p) C {0g}
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N « Synthése : soit « € E. Ecrivons :

Notons que Ker(p) = Ey(p) et Im(p) = E1(p). Cette question est
donc une instance particuliére du résultat suivant :

z=p(x) + (z-p@))

Alors :
« feZ(E) x p(x) € Im(p).
e A1 et Ay sont deux x (z —p(x)) € Ker(p).

= Ex\(f)NEN(f) = {08}

valeurs propres

ale En effet : p((l‘ — p(:E))) =p(z) — p(p(z)) = p(z) — p(r) = 0g.
distinctes de f

On a bien : E = Im(p) + Ker(p)

Commentaire \

o Tout d’abord : | E) (f)NEx(f) D{0g} | car E (f) et

E),(f) contiennent O en tant qu’espaces vectoriels.

D'autre part, si @ € Ey, (f) N Ex, () alors : o Formellement, la partie Analyse du raisonnement n’est pas
batt, M A2 ' indispensable. Elle permet simplement d’expliquer d’ou pro-
f@) =XA-z et flz)=X -z vient la décomposition z = p(x) + (z — p(x)).

« Il faut noter que le raisonnement par analyse-synthése n’est
mentionné que dans le programme ECS. Dans un sujet ECE,
il ne peut étre demandé de faire seul un tel raisonnement.

By, (f) N Er, (f) C {05} Comme le signale le point précédent, nous avons ici opté

pour cette présentation pour expliquer d’oil provient la dé-

composition présentée dans la partie synthése. g
b) Démontrer : E = Im(p) + Ker(p). \ J

On en déduit : A\ -z = Ag-xzet: (A —A2) -2 =0g.
Par hypothése, A1 # Ag. On en déduit x = Op.

\. J

Démonstration ¢) En déduire que tout élément x € F se décompose de maniére unique

On procéde par Analyse-synthése. sous la forme :

« Analyse : supposons E = Im(p) + Ker(p). T =Tt 2

Soit x € E. Il existe alors (z1,22) € Im(p) x Ker(p) tel que : ou x1 € Im(p) et z2 € Ker(p).

. T =21+ Démonstration.
En appliquant p :

Cette décomposition a déja été présentée dans la question précédente.
p(z) = plz1) + p(r2) Il reste & démontrer 'unicité.
I I Soit x € E. On suppose qu’il existe :
(car x1 € Ker(idg — p)

o Or et zo € Ker(p))

x (x1,22) € Im(p) x Ker(p) tel que : x = z1 + x9.

x (u1,uz) € Im(p) x Ker(p) tel que : x = uq + us.
On en déduit : 1 = p(x) et za =2 —x1 =z — p(x). (w1, u2) ») () telq P
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On en déduit : 21 + z9 = w1 + ug ou encore : De plus, par le théoréme du rang :
Ti—U = T — U dim(E) = dim (Im(p)) + dim (Ker(p)) = r+s
— —— )
€ Im(p) € Ker(p) La famille £ est :
x libre.
Ainsi :

x tell : Card(%) = =n =dim(L).
x o1 —up € Im(p) N Ker(p) = {Og} donc 21 —u1 = 0p et 21 = u;. elle que : Card(#) =745 =n = dim(E)

x @2 — up € Im(p) N Ker(p) = {0g} donc x5 — uz = Op et w2 = us. Ainsi, la famille Z est une base de FE. =
Ainsi, tout élément x se décompose bien de maniére unique b) Déterminer Mat(p).
comme somme d’un élément de Im(p) et d’un élément de Ker(p). Démonstration
n o Comme e; € Im(p), p(e1) = ey.
~ PO S R S
Il y a une subtilité dans le raisonnement : la deuxiéme décom- « Comme es € Im(p), p(e2) = ea.
position envisagée n’est pas forcément supposée différente de la Ainsi:es=0-e;+1-ea+0-e34+---+0-€,+0-fi+---+0- fs.

premiére. On ne raisonne pas ici par ’absurde : on considére
deux décompositions (éventuellement mais pas forcément diffé-
rentes) et on démontre que ce sont les mémes. On conclut alors
qu’il y a unicité de la décomposition. ]

\. J

o Comme e, € Im(p), p(e,) = e,.
Ainsi:e, =0-e1+0-ea+--+1ee,+0-fi+-+0-fs.

] ] ] o Comme f; € Ker(p), p(f1) =0.
4. Dans la suite, on note : r = dim (Im(p)) et s = dim (Ker(p)). Ainsi i p(f1) =0-e1+0-est - +0-ert0-fr+-t0-fs
On considére #; = (e1,...,e,) une base de Im(p) et B2 = (f1,..., fs)

une base de Ker(p). e
) o Comme fs € Ker(p), p(fs) =0.

Ainsi : p(fs) =0-e1+0-ea4+---+0-€,+0-f1 +---4+0- fs
On obtient donc :

a) Démontrer que la famille obtenue par concaténation des vecteurs de
P est By est une base de E. On note % cette base.

Démonstration. ple) plea) - ple)) p(fi) - p(f)
« La famille %) est une famille libre (car c’est une base de Im(p)) de 1 0 ... 0 0 .. 0
vecteurs propres associés a la valeur propre 1. 0 ) . : : : : il
« La famille %5 est une famille libre (car c’est une base de Ker(p)) de . o . . R
vecteurs propres associés a la valeur propre 0. Mat 5 (p) = : h h 0 :
0 0 0 0 Er
0 0 0 0 h
Ces deux valeurs propres étant différentes, la famille Z obtenue : : : : : : :
par concaténation de ces deux familles est une famille libre. 0 0 0 0 Js
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Commentaire

On peut aussi présenter Mat z(p) sous forme de matrices par blocs
de la maniére suivante :

I, ‘ 0.z, .(®) I ‘0.,¢/T,n,r(u§)
Matz(p) =

0.4, () ‘ O.z.() 0.tt—r.r(R) ‘ 0. s (R)

Cette présentation met en exergue des propriétés déja rencontrées :
X Plim(p) = idIm(}o)-
On retrouve ainsi le bloc I, en haut a gauche de la matrice.

< PlKer(p) = 0.2(Ker(p))-
On retrouve ainsi le bloc 0 4, k) en bas a droite de la matrice.D

\.

c¢) Quelle est la forme de la matrice obtenue dans la question précédente ?
Pourquoi était-ce prévisible ?

Démonstration.

La famille # étant une base de vecteurs propres, la matrice
Matg(p) est diagonale.




