ECE2

A. Suite des noyaux itérés

Suite des noyaux et images itérés (HP) 1. Démontrer : Vi € N, Ker (f1) C Ker (£+1).
. Démonstration.
Exercice 1 Soit i € N
On considére E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit € Ker ( fi) Ainsi, fi(z) = 0

On considére f un endomorphisme de .Z(E). En appliquant f de part et d’autre de ’égalité, on obtient :

A) Suite des noyaux itérés

1. Démontrer : Vi € N, Ker (f*) C Ker (). f(fi@) = f(0x)

2. Dans cette question, on suppose qu'il existe » € N tel que : ! !

(car f est une

i+1
Ker (fr) = Ker (fTH) f@) O application linéaire)
Démontrer : Vi € [r,+oo[, Ker (f*) = Ker (f"). Ainsi, 2 € Ker (f1+1).
3. Pour tout ¢ € N, on note : d; = dim (Ker (f )) vie N, Kot (fz)  Kor (fi“'l) -

a) Démontrer que la suite (d;);cn est monotone.

b) En procédant par I'absurde, démontrer qu'il existe r € [0,n] tel 2. Dans cette question, on suppose qu’il existe r € N tel que :
que : dy =dpy1. o

T S T
¢) En déduire que la suite (d;);en est stationnaire. Ker (f ) = Ker (f )

B) Suite des images itérées Démontrer : Vi € [r, +o0o[, Ker (fz) — Ker (fi+1).

1. Démontrer : Vj € N, Im (fj‘H) CIm (fj)

2. Dans cette question, on suppose qu’il existe s € N tel que : Démonstration.
’ d ’ pposed due Démontrons par récurrence : Vi € [r, +-oo[, P(7)
Im (f**) = Im (f*) ot P(i) : Ker (f*) = Ker (f1).
. ' » Initialisation :
Démontrer : Vj € [s, +oo[, Im (f]H) = Im (f])- Par hypothése : Ker (f”) = Ker (fT“).
3. Pour tout j € N, on note : m; = dim (Im (fj)). Dou P(r).
a) Démontrer que la suite (m;);en est monotone. » Hérédité : soit i € [r, +-o0l.
b) Démontrer : m,y; = m, (ou r est lentier défini en question Supposons P (i) et démontrons P (i+1) (i.e. Ker (fZH) = Ker (f2+2)>~
A.3.b)). On démontre cette égalité en procédant par double inclusion.
¢) En déduire que la suite (m;);en est stationnaire. (C) On obtient ce résultat en appliquant la propriété de la question

A.1. aurang ¢ + 1.
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(D) Soit € Ker (f*?). Ainsi, f*(z) = 0p.
Par définition de fi+2 :

FHH(f () = 0p
On en déduit : f(z) € Ker (f7+1).

Or, par hypothése de récurrence : Ker (f“) = Ker (f”l).
Ainsi, f(z) € Ker (f™1), ce qui s'¢écrit :

fi+1 (.T)

Et ainsi, z € Ker (f").
Dot P(i + 1).

Par principe de récurrence : Vi € [r, +oo[, Ker (fz) = Ker (f”l). O

3. Pour tout ¢ € N, on note : d; = dim (Ker (f’))

a) Démontrer que la suite (d;) ey est monotone.

Démonstration.
Soit ¢ € N. D’aprés la question A.1. :

Ker (fz) C Ker (f”l)

Ainsi : A ,
dim (Ker (f%)) < dim (Ker (1))
1 I

d; diy1

Ainsi : Vi € N, d; < d;iy1. La suite (d;);en est donc croissante. [

b) En procédant par I'absurde, démontrer qu'’il existe r € [0, n] tel que :
dyr = dypi1.

Démonstration.

On procéde par I'absurde.

Supposons : Vi € [0,n], d; # dit1.

La suite (d;);en étant croissante, on en déduit, pour tout ¢ € [0,n] :

di < di+1

Ainsi, (d;)ic[on+1] est une famille strictement croissante d’entiers
positifs (pour tout i € [0,n + 1], d; = dim (Ker(f*)) € N).
On en déduit :

dn+1 = n+1

Or, par définition : Ker (/") C E. On en déduit :
dim (Ker (f”+1)) < n

I
dn+1

Et par suite : n > dyp+1 = n+ 1. Absurde!

Il existe donc bien r € [0,n] tel que : d, = dy41. O

¢) En déduire que la suite (d;);en est stationnaire.

Démonstration.
o D’aprés la question A.1. :
Ker (fr) C Ker (f”'l)
e Or, d’apres la question précédente :
dr — dr+1
I I

dim(Ker (f’”)) dim (Ker (frﬂ))

On en déduit : Ker (f”") = Ker (fr+1).
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« On applique alors le résultat de la question A.2. : » Hérédité : soit j € [s, +oof.
Supposons P(j) et démontrons P(j+1) (z’.e. Im (fj+2) =Im (fj-i-l)).

On démontre cette égalité en procédant par double inclusion.

Vi € [r, +o0[, Ker (f?) = Ker (fi*1)

Ce qui permet de conclure : (C) On obtient ce résultat en appliquant la propriété de la question
4 4 B.1. aurang ¢ + 1.
i € [ bocl, ds = dim (er (1)) = dim (Ker (1) = e (5) Soit y € I (£7°1).
Il existe donc = € E tel que : y = fi*(z) = 0p. Ainsi :
La suite (d;);en est donc stationnaire. 0 1 .
y= ") = f(F (@)
B. Suite des images itérées Ona: fi(z) € Im (f9).
1. Démontrer : Vj € N, Im (fj+1) c Im (fj). Or, par hypothése de récurrence : Im (fj) = Im (fj+1). Ainsi :
. . -
Démonstration. f(z) € Im (fj) =Im (fj+ )
Soit j € N. Il existe donc z € E tel que : f/(x) = f/1(z). Et enfin :

Soit y € Im (f771). 1l existe éonc x € E tel que : y = f/T1(x). Ainsi : ) f(fj(:c)) _ f(fjJrl(z)) _ ()
y=f"a) = F (f(:t)) Et ainsi, y € Im (fj+2).
et donc z € Im (fJ) Dot P(j +1).

Par principe de récurrence : Vj € [s, oo, Im (f/*1) = Im (f7).0

Vi € N, Im (f7+1) € Tm (f7) m

3. Pour tout j € N, on note : m; = dim (Im (fj))

a) Démontrer que la suite (m;);cn est monotone.

s+1\ __ S
Im (f ) =Im (f ) Démonstration.
Soit j € N. D’aprés la question B.1. :

Im (fjH) C Im (f])

2. Dans cette question, on suppose qu’il existe s € N tel que :

Démontrer : Vj € [s, +o00[, Im (fjH) =Im (fj).

Démonstration.

Démontrons par récurrence : Vj € [s, +oo[, P(j) Ainsi :

ot P(j) : Im (f7t1) = Im (7).

» Initialisation : I I
Par hypothése : Im (f**!) = Im (f*).
D’ou P(s).

dim (Im (1)) < dim (Im (f7))

Mj+1 mj

Ainsi : Vj € N, mjy1 < mj;. La suite (m;);en est donc décroissante.
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b) Démontrer : m,y; = m, (ou r est 'entier défini en question
A.3.b)).
Démonstration.

« En appliquant le théoréme du rang a f" € Z(F), on obtient :
dim(E) = dim (Ker(f")) + dim(Im(f"))
I I I

n = dy + my

« De la méme fagon, en considérant maintenant f"+! € Z(E), on

obtient :
dim(E) = dim (Ker (/")) + dim(Im (f7))
I I I
n = dri1 + My 41
e On en déduit :
mry1 = n_errl
= n—d, (par définition de r)
(d’apres Uégalité du
= m, . .
premier point)
On a bien : m,11 = m,. O

¢) En déduire que la suite (m;);en est stationnaire.

Démonstration.

« D’aprés la question B.1. :

Im (fTJrl) C Im (fT)

e Or, d’apres la question précédente :
My = my
I I

dim (1m (/741) dimn (1m (7))

On en déduit : Im (fr“) = Ker (fr)
o On applique alors le résultat de la question B.2. :

Vj € [r,+oo[, Im (/') = Im (/)
Ce qui permet de conclure :

Vj € [r,+oo[, mjy1 = dim (Ker (fj+1)) = dim(Im (f])) =m;

La suite (m;);en est donc stationnaire. O

Commentaire \

« Dans cet exercice, on a démontré que :

x la suite (Ker ( f’))z cn ©st une suite croissante (pour l'inclusion)
et stationnaire a partir d'un certain rang r € [0, n].

x la suite (Im (fj))jeN
et stationnaire a partir du méme rang r € [0, n].

est une suite décroissante (pour I'inclusion)

o Plus précisément, en procédant par I'absurde, on a démontré qu’il
existe 7 € [0,n] & partir duquel la suite (d;);en est stationnaire.
Evidemment, cette suite est aussi stationnaire & partir de n’importe
quel rang plus grand que r. Autrement dit, r n’est pas défini de
maniére unique. Généralement, parmi tous les entiers vérifiant cette
propriété, on distingue celui qui est le plus pertinent, a savoir le
plus petit a partir duquel la suite (d;);en est stationnaire.

o L’étude de la suite des noyaux itérés est un grand classique des
mathématiques. Il est de ce fait assez fréquent qu'une partie de
cette démonstration (cela peut se limiter a un inclusion Ker(f) C
Ker(f?)) soit présente aux concours dans les exercices d’algébre

théorique que 'on trouve dans les épreuves HEC.




