I GENERALITES 1
Applications linéaires

I. Généralités

Définition (Application linéaire)
Soient F et F' deux espaces vectoriels. On appelle application linéaire toute fonction f de E dans F
satisfaisant les propriétés suivantes : pour tout (u1,u2) € E? et pour tout A € R,

1. f(ur +uz) = f(ur) + f(u2),
2. f(A-u) = A f(u).
L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté Z(E, F).

Théoréme 1 (Caractérisation des applications linéaires).
Soient E et F' deur espaces vectoriels. Soit f € ZL(E,F).
L’application f est linéaire ssi :

Y(ui,uz) € B2, Y(A\1,X2) € R%, f(Ap-ug 4+ A -up) = A1 - fur) + Ao - flug)

Commentaire

De maniére équivalente, on peut aussi montrer que f est linéaire avec la relation suivante :

V(ui,uz) € E%, YA€ R, f(A-up +uz) = X- fuy) + f(ug)

Proposition 1.
Soient E et F' deux espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).

1. f(OE) =0p
2. Vu€eE, f(—u) =—f(u)
3. V(A1 ., \n) € R, Y(ug,...,u,) € E™,

JOT-ur+- Ay rup) = A flur) + -+ Ay - fug)

Preuve.

1. Soit v € E.

2. Soit u € E.

3. Récurrence surn > 1

Exemples

« L’application qui a tout u € E associe O est une application linéaire de E dans F'. Cette application
est appelée application nulle.

o L’application qui & tout u € E associe u est une application linéaire de F dans E. Cette application
est appelée application identité (notée parfois i ou id).



Application
Montrons que I'application de .#31(R) dans .#5 1(R) définie par :

o) - Cnn)

est une application linéaire.

X X2
Soient uy = [ y1 | € A#51(R) et ug = [ y2 | € #31(R) et soit (A, \2) € R2.

21 22

€ X9 A1x1 + Aaxo

fOr-ur+A2-ug) = flA- o]+ |w = f || M+ Aepe

21 29 A121 + A2z

B 2()\11‘1 + )\2(172) - 3()\12’1 + )\22’2)
(A1z1 + Aaw2) + (A1y1 + Aaya) + (M121 + A222)

_ )\1(2x1 —3z1) + )\2(2%2 — 322)
(@1 + Y1+ 21) + Ae(@2 + Y2 + 22)

. . 2$1 - 321 . 2.%’2 - 322
=M <$1 +y1+ Zl) A2 (562 + Y2+ 22)
= A - f(ur) + A2 - f(u2)

Exercice 1

1. On considére I’application ® définie par :
®: C°0,1]) — R
1
f = / f(t) dt
0

Montrer que ® est une application linéaire.

2. On considére 'application f définie par :

f: RX] — R[X]
P - P

Montrer que f est une application linéaire.

Définition (Endomorphisme, isomorphisme, automorphisme)
Soit E et F' deux R-espace vectoriels.

o Une application linéaire de E dans E (f : E — E) est appelée endomorphisme de E.
L’ensemble des endomorphismes de E est noté £ (F).

« Une application linéaire bijective de E dans F, est appelée isomorphisme de E dans F.
Lorsqu’il existe un isomorphisme entre deux espaces E et F', on dit qu’ils sont isomorphes.

o Un endomorphisme bijectif (isomorphisme de E dans F) est appelé automorphisme de E.
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METHODO
Pour montrer qu’une application f est un endomorphisme de F, il faut :

o Prouver que f est linéaire.

o Vérifier : Yu € E, f(u) € E.

Proposition 2.
Soient E et F' deux espaces vectoriels.
L’ensemble £ (E, F) est un espace vectoriel.

Ainsi, soient (f1, f2) € (L(E,F))? et (M, \2) € R? :
Al fi+ X fo Eg(E,F).

Preuve.
Soit (fl,fg) S (X(E, F))2 Soit ()\1,)\2) € R2. Montrons : M-fi+t X foc€ X(E, F)
Soit (u1,us) € E2. Soit (a1, as) € R2.
(M- fi+ Ao f1) (o -ur + g - ug)
= M- fi(og-ur +ag-ug) + Ao fo(ag - up + oo - ug)

(par linéarité de

= a1 A fi(ur) + a2 M- fi(uz) + a1 de - fo(ur) + s Ag - g(uz) [ etdeg)

= a1 (M- filwr) + Ao- falwr)) +az- (A1 fi(ug) + A2 - fa(uz)))

(par définition

= ar- (M- fit A fo)(w) +az(A - fi + Ao - f2) (u2) des lois + et -)
L’application Aj - f1 + A2 - f2 est donc linéaire : Z(FE, F) est donc stable par combinaison linéaire. [

Proposition 3.
Soient E,F et G trois espaces vectoriels, f € ZL(E,F) et g € Z(F,G). Alors :

| E = G
s D sty SHBO)

Proposition 4.
Si f est un isomorphisme de E dans F, alors Uapplication réciproque f=1 est un isomorphisme de F
dans E. En particulier, =1 est linéaire.

Commentaire .

1. Si f€ Z(E),onnote fO=idg; fl=f; f2=fof; - ;f"=fofo---of.

n fois

Alors, pour tout n € N, f" € Z(F).

2. Si f et g sont deux automorphismes de E alors go f est également un automorphisme de
E et son application réciproque est (go f)™1 = f~lo g™t




Exercice 2
Soit E un espace vectoriel réel.
Soient f et g deux endomorphismes de E tels que f et g commutent :

fog=gof
1. Montrer que, pour tout entier naturel k, f* et ¢ commutent :
ffog=gof*

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n :

n

(f+9)" =) (Z)fkog”_k

k=0
I.1. Noyau et image d’une application linéaire

Définition (Noyau et Image d’une application linéaire)
Soit f : E— F une application linéaire.

o On appelle noyau de f, noté Ker(f), 'ensemble défini par :
Ker(f) = {ue B | f(u) = O0r}.
o On appelle image de f, noté Im(f), ’ensemble défini par :
Im(f) = {veF|JueE, f(u)=v} = f(E).

Commentaire \

On peut aussi définir le noyau et I'image d’une matrice A € 4, ,(R) en disant que c’est le
noyau et 'image de 'application linéaire f définie par :

f ) %n,l(R) — .//mJ(]R)
' X — AX

On pourra voir la notation Im(A) ou Ker(A).

\. J

Proposition 5.
Soit f: E — F une application linéaire. Alors :

x Ker(f) est un sous espace vectoriel de F,

x Im(f) est un sous espace vectoriel de F.

Preuve.

- Op € Ker(f) car f(0g) =0p
- Soit (u1,us) € (Ker(f))? et soit (A1, o) € R2, vérifions : A1 - uj + A2 - ug € Ker(f), i.e. montrons :
JO - ur+ A2 -u2) = 0F ¢

FOr-ur+ A2 -u2) = Ar-f(ur) + e~ f(ua) (car f est linéaire)

(car uy € Ker(f) et

= M\ -0p+ X 0p up € Ker(f))

= Op

Donc A; - uyp + A2 - ug € Ker(f).
Ker(f) est donc un sous espace vectoriel de E.
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- Im(f) C F par définition.
- Op € Im(f) car f(Op) = OF
- Soit (v1,ve) € (Im(f))? et soit (A1, A2) € R?, vérifions : v3 = A - v1 + Ay - v2 € Im(f), c’est-a-dire :

Jus € F, f(U3) = V3.
Comme vy et vy appartiennent & Im( f), on sait alors :

El(ul,UQ) € EZ, f(U1) =1 et f(UQ) = V9

Donc, comme f est linéaire :
vg = A-vr+Acve = - fur) + Ao fuz) = f(Ar-ur + Ao - ug)

Donc en posant us = Ay - u1 + Ag - u2, on a bien f(us) = vs, donc vs € Im(f).

On conclut que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

Proposition 6 (Caractérisation de I'image).
Soit f : E — F une application linéaire et soit (ey,...,e,) une base de E. Alors :

Im(f) = Vect(f(e1),...,f(en)).

Preuve.
Montrons que Im(f) = Vect (f(e1),..., f(en)) par double inclusion.

o Im(f) C Vect(f(e1),...,f(en)) :

Soit v € Im(f), alors il existe u € E tel que v = f(u). De plus, u € E, donc il s’écrit comme une

combinaison linéaire de la base canonique, i.e. il existe (A1,...,A,) € R™ tel que :
n
u= 3 A eg
k=1
Donc :

v = fu) = <§Z: M- ek> él - flen).
(e1),..., f(en)), donc v € Vect (f(e1),..., f(en)).

v est donc une combinaison linéaires des (f

o Vect (f(e1),..., f(en)) C Im(f) :

Soit v € Vect (f(e1),..., f(en)), donc v s’écrit comme combinaison linéaire des (f(e1),..., f(en)).
Ainsi, il existe (A1,...,\,) € R™ tel que :

Uzkzn:l Ak flew) = f <k§:1 )\k'ekz>

n

donc en posant u = Y A - ek, on a bien f(u) =v. On en déduit que v € Im(f).
k=1



Application
Pour déterminer le noyau d’une application linéaire, on résout un systéme homogéne.
Soit f: 41 (R) — > 1(R) 'application linéaire définie par :

x
f Y r—2y+z2+2t
z 2y —t
t
Déterminons le noyau de f :
€T
Soit u = Z 6%4’1@@)
t
u € Ker(f) — f(u)=0
T—2y+z+2t\ _ (0
— 2y —t >_(0>
r — 2y + z + 26 = 0
{ 2y -t =0
Ly i+ Lo T + 2z +t =0
2y -t =0
T = —z—1
— 1
= ¢
Y73
On obtient alors :
X
1
Ker(f) = {u€E|fu)=0} = {|}| € Maa(R) [z =—2—tety=t}
t
—z—t -1 ~1
1y 0 1
= { 22 | (z,t) € R?} = {z- 1 +t- 8 | (2,t) € R%}
t 0 1
-1 -1 -1 -2
_ 0 i _ 0 1
= Vect N = Vect 1o
0 1 0 2
-1 —2
- . 0 1
Ainsi la famille L1 o
0 2

x engendre Ker(f),

x est libre, car elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires.

C’est donc une base de Ker(f).

Commentaire

En fait, déterminer le noyau d’une application f dont la matrice associée est A revient &
résoudre le systéme homogéne ayant pour matrice associée A.
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Application
Pour déterminer I'image d’une application linéaire, on détermine simplement ’espace engendré par la

famille (f(e1),..., f(en)).
Soit f: .31 (R) — 5 1(R) application linéaire définie par :

T r+y+ 22
folyl — [z—2y—2=
z T—y
1 0 0
« La base canonique de .#3 1(R) est : 0o],11],(0
0 0 1

Donc, par caractérisation de 'image d’une application linéaire :

1 0 0
i = (o)) o (1)) (1)
0 0 1

1 1 0 1 0 2
(0)-00)-6) (6)-0)
0 1 0 -1 1 0
1 1 2
Donc : Im(f) = Vect (1), (—2), (—1)
1 -1 0
1 1 2
« Déterminons alors une base de Im(f) = Vect (1) , (2) , (1)
1 -1 0

On remarque déja :

—_

On a de plus :

la famille est donc liée, ainsi :

1 1 2 1 1
Vect 1),1-21,1-1 = Vect 1], -2
1 -1 0 1 -1
1 1
Ainsi : Im(f) = Vect | [ 1], | -2
1 -1
1 1
On en déduit que la famille 1], -2
1 -1

x engendre Im(f),
x est libre, car elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires.
C’est donc une base de Im(f).



Proposition 7 (Caractérisation des applications injectives/ surjectives).

Soit f € L(E,F). Alors :

1. f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g} (i.e. Vu € E, f(u) =0p = u =0g).
=F

2. f est surjective si et seulement si Im(f) .

Preuve.
1. On raisonne par double implication.

(=) Supposons f est injective alors, par définition :

(u1’u2) € E2’ f(ul) = f(u2) = U] = U2

Soit u € Ker(f).
Alors f(u) =0 = f(0g), i.e. f(u)= f(0g).
Donc, comme f est injective, u = 0.
Donc Ker(f) = {0g}.
(<) Supposons Ker(f) = {0g}.
Soient (u1,uz) € E? tel que f(u1) = f(uz), alors par linéarité de f :

flu) = f(ug) & f(ur) = f(uz2) =0F & f(u1 —u2) =0pF & uy —uz € Ker(f)

On en déduit que u; — uos = Op donc uy = ue, i.e. f est injective.
2. On procéde par double implication.

(=) Supposons f est surjective, alors pour tout v € F', il existe u € E tel que f(u) = v.
Donc v € Im(f). On en déduit : Im(f) = F.
(<) Supposons Im(f) = F.
Soit v € F. Alors v € Im(f).
Donc, par définition de Im(f), il existe u € E tel que : v = f(u).
On en déduit que f est surjective.

Proposition 8.
Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimension finie. Soit f € Z(E,F).

L L’image par f de toute famille libre finie de E est une
] est injective < famille (finie) libre de F.
L’image par f de toute famille génératrice finie de E est

t ecti =1 . . .
| est surjective une famille (finie) génératrice de F'.

L’image par f de toute base finie de E est une base (finie)

f est bijective < de F.

Théoréme 2.
Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimension finie.
S’il existe un isomorphisme de E vers F alors dim(F) = dim(F').
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I.2. Rang d’une application linéaire

Définition (Rang d’une application linéaire)
Soit f € Z(E, F). On appelle rang de ’application linéaire f, et on note rg(f), la dimension de Im(f)
si celle-ci existe

rg(f) = dim(Im(f)).

Si E est de dimension finie, alors rg(f) est bien défini.

Théoréme 3 (Théoréme du rang).
Soit f € L(E,F), avec E un espace vectoriel de dimension finie et F espace vectoriel quelconque.
Alors

dim(E) = dim (Ker(f)) + rg(f).

METHODO

Le théoréme du rang permet d’obtenir des informations sur I'image de f connaissant des informations
sur son noyau et inversement. On 'utilise généralement de la maniére suivante ;

1. On commence par déterminer une base du noyau (ou de I'image) de f et donc sa dimension.
2. Connaissant la dimension de l'espace E, on en déduit grace au théoréme du rang la dimension de
I'image (ou du noyau) de f.
Exercice 3
R3[X] — R[X]
P - P

. Montrer que ® est un endomorphisme de R3[X].

On considére 'application ® : {

a
b. Déterminer le noyau de .

. En déduire la dimension de Im(®).
. Vérifier que Im(®) = Ry[X].

L 0

Proposition 9.
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' un espace vectoriel quelconque et f € L (E,F).

o [ est injective <= rg(f) = dim(E).
o [ est surjective <= rg(f) = dim(F).
Théoréme 4 (Caractérisation des isomorphismes).

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F' un espace vectoriel tels que dim(E) = dim(F), et
soit f € Z(E,F). Alors :

f est bijective <= f est injective <= f est surjective

sout
f est bijective <= Ker(f) ={0} <= rg(f)=dim(F).

Dans ce cas, f est un isomorphisme de E vers F'.
Exemple

L’application linéaire
%2 (R) — R4

9N (a b
<c d) = (c,a+d,b—c,d)

est-elle un isomorphisme ? un automorphisme ?
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I.3. Cas particulier des matrices

Définition (Application linéaire canoniquement associée 4 une matrice)
Soit A une matrice de ., ,(R). Alors 'application

pof® o ®
’ X — AX

est une application linéaire, dite application linéaire canoniquement associée a A.

Preuve.

On commence par vérifier la bonne définition de f. Si X € .#),1(R), alors le produit matriciel AX est
bien défini et est une matrice colonne de .4, 1 (R).

La propriété de linéarité est automatiquement vérifiée par les propriétés du calcul matriciel :

Soient (Xl,XQ) € (.//p,l(]R))Q et (/\1,)\2) € RQ,

FOq-X14+ X -Xo) =AM - X1+ X Xo) =AM -AX1+X- AXo = A+ f(X1) + Ao - f(X2).

Définition (Noyau d’une matrice)
Soit A une matrice de .4, ,(R).
On appelle noyau de A, et on note Ker(A), le sous-ensemble de .7, 1(R) défini par :

Ker(A) ={X € #,:(R) /| AX =0}.
Définition (Image d’un matrice)
soit 4 = (él e c'p)  ap(R).
On appelle z'|magL d(.e“A, elt on note Im(A), le sous-ensemble de .7, 1(R) défini par :
Im(A) = Vect (C1,Cy,...,Cp).
Ainsi on retrouve la définition du rang de la matrice A :

rg(A) = dim (Im(A4)) = dim (Vect (C1,Ca, ..., Cy)).

Théoréme 5 (Théoréme du rang).
Soit A une matrice de My ,(R). Alors

dim(Ker(A)) +rg(A4) = p.

Proposition 10 (Caractérisation de I'inversibilité).
Soit A une matrice de M,(R). Alors

A est inversible <= Ker(A) = {0} < rg(4)=n
Exemple

-1 1 0 1
On considére les matrices A = ( 0 -1 1 ) et U = (1) .
1

1. Déterminer le rang de A.
2. Calculer AU.
3. En déduire Ker(A).
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II. Applications linéaires et matrices

Dans cette section, on considére E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie avec dim(E) = p et
dim(F) = n. On note aussi Bg = (e1,...,ep) et Bp = (f1,..., fn)-

I1.1. Matrice associée a une application linéaire

Définition (Vecteur colonne associé a une base)

Br = (e1,...,ep) étant une base de E, pour tout vecteur u € E, il existe un unique (z1,...,z,) € RP
tel que :
U==Ty-€1+Ta €+ - F+Tp-€p
« Le p-uplet (z1,...,xp) représente les coordonnées de u dans la base B.
x1
« Le vecteur colonne X = | : | € .#,1(R) s’appelle le vecteur colonne associé a u dans la base
Tp

BEg. Ce vecteur est noté :

Matp(u) = ( Sl)

On parle alors de la matrice colonne de u dans la base Bg.
Exemple
Soit P(X) =2(X —1)2-3(X —1) — 4.
1. Quel est le vecteur colonne associé a P dans la base canonique de Ro[X]?
2. Quel est le vecteur colonne associé a P dans la base (1, (X — 1), (X — 1)) de Ry[X]?

Proposition 11.
Awvec les notations de la définition précédente, application :

@ EF — %p71(R)

u +— Matg(u)
est un isomorphisme de E dans 4 1(R).

Démonstration.

« Montrons que I'application ¢ est linéaire.
Soit (u,v) € E%. Soit (A, u) € R2.
Comme (u,v) € E?, il existe (z1,...,7,) € RP et (y1,...,yp) € RP tels que :

u =ux1-€1+--+Tp-e e v =yr-e1t+--+yp-e
Ainsi :
x d’une part :
T Y1
o(u) = Matg(u) = et @(v) = Matg(v) =
Lp Yp
x d’autre part, comme :
AMutp-v = X (zr-er+-Fap-e) +u-(yi-er+-+yp-ep)

= Azi4+py)-er+-+Axp+pyy) - ep
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on obtient :
Axy+ pyr
P\ -utpev) = Matyhutp-v) = |
ATy + 1 Yp
Z1 Y1
Lp Yp

= X-Matg(u) + p - Matg(v)

= Ap(u) +p-p(v)
On en déduit que 'application ¢ est linéaire.
« Montrons que l'application ¢ est injective, i.e. montrons : Ker(¢) = {0g}.
Soit u € E. Alors il existe (z1,...,2,) € RP tel que :
u = $1'€1+"'+$p'€p

On obtient :

ueKer(p) & o(u) =04, ®)

& Matg(u) = 0J/p,1(R)

T 0
= S =04.m) =

Tp 0
& T1=T2=--=x3,=0

& u=0-e1+---+0-¢,=0g
Ainsi : Ker(p) = {0g}. D’ou ¢ est injective.
o On sait maintenant :
x (p est une application linéaire injective,
x dim(E) = dim (.#},1(R)) = p (dimension finie).
On en déduit que ¢ est bijective.

Finalement, ¢ est une application linéaire bijective, i.e. un isomorphisme de E dans ., 1(R). O

Définition (Matrice d’une application linéaire)
Soit f € Z(E,F).
Br = (f1,--., fn) étant une base de F, pour tout vecteur f(e;) € F (j € [1,p]), il existe un unique
n-uplet (a1 j,...,an;) tel que :
flej) =arjfi+ - +an;fa

« On appelle matrice de f relativement aux bases Br et Bp la matrice, notée Matg, 5, (f), définie
par

ai,l ai2 v Glp

a1 a2 - A2y
MatBE,BF (f) =

an,1 Aan2 - Gnp

o Il s’agit de la matrice de ., ,(R) dont la j-iéme colonne donne les coordonnées du vecteur f(e;)

dans la base Br = (fi,..., fn).

e Si FE et F sont de méme dimension finie n (c’est notamment le cas lorsque £ = F'), la matrice
associée & f est une matrice carrée de taille n.
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Commentaire \

o Les coordonnées des f(e;) étant uniques, la matrice Mat g, 2, (f) associée & f est unique.

« Réciproquement, & toute matrice de ., ,(R) correspond une unique application f € Z(E, F).

e Si f € Z(E) est un endomorphisme de F, la matrice associée & f est une matrice carrée de
taille n.

METHODO

Pour déterminer la matrice associée a une application linéaire f dans les bases Zp et B, on calcule
simplement I'image par f de chaque vecteur de la base .

Exemple
Soit f I'application linéaire suivante :

. T—z
2y + 3z

AN 7 I
e rT+y+z
—2x + 2z

Déterminer sa matrice représentative de la base canonique de .3 1(R) dans celle de .#4 1 (R).
On calcule :

1 1 1 0 0 0 1 1
f 0 _ |0 =1- 0 +0- 1 —-1- 0 -2 0 . Donc Matg, , | f|0 |
0 -1 0 0 1 0 ’ 0 -1
—2 0 0 0 1 —2
0 0 1 0 0 0 0 0
2 0 1 0 0 2
f 1 = =0- 0 +2. 0 +1- 1 +0- 0 . Donc Matg, , | f[1 =13
0 0 0 0 0 1 0 0
-1 1 0 0 0 -1
NY (3] 0 1 0 0 NY [ 3
f 0 =17 =—1- 0 +3- 0 +1- 1 +2- 0 . Donc Matg, , | f0 =1,
1 1
2 0 0 0 1 2

Donc la matrice représentative de f de la base canonique de .#3;(R) dans celle de .#1(R) est

1 0 -1
0o 2 3
Mate@sll,z@4,1(f) — 111 1
-2 0 2

I1.2. Utilisation de la matrice d’une application linéaire

Souvent une application linéaire f est définie par sa matrice A dans les bases canoniques. On passe
alors par une étude de la matrice A pour en déduire certaines propriétés de f.

Théoréme 6.

Soit f € L(E,F).

Soit A = Matg, B, (f) la matrice de f relativement auz bases By et Bp.

Soient (u,v) € E x F, de représentation matricielle X = Matp, (u) et Y = Matg, (v).

o Alors :
v=f(u) &Y =AX
o En particulier : u € ker f <& AX = 0.

On retiendra :
Ma’tBF (f(u)) = MatBE,BF (f) X Ma‘tBE (u)
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Exercice 4

1. Soit f I'endomorphisme de Ro[X] dont la matrice dans la base canonique de Ro[X] est la matrice

-1 1 0
A= ( 0 -2 1) . On considére le polynéme P(X) = 3X?% — 2X + 1. Calculer f(P).

0 0 1
-1 2 -1
2. Soit g ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est B = :;L g :1
-2 3 -1

Calculer g(z,y, z) pour tout (x,y,z) € R3.

Il est fréquent qu’une application linéraire f soit donnée seulement par sa matrice dans
certaines bases. Lorsque 'on doit calculer f(u), on doit alors jongler avec les notations.

Exercice 5
On note B = (e1, e, e3) la base canonique de R3. Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans
cette base est :

3 -1 1
A=12 0 2
1 -1 3

On note : u; = (1,1,0), ug = (0,1,1).
On pose enfin : uz = e; + e2 + es.

a. Montrer que la famille (ug,ug,u3) est une base de R3.

b. Veérfier que la matrice T de f dans la base (uq, ug, u3) est triangulaire et que ses éléments diagonaux
sont égaux a 2.

METHODO

Soit f € Z(E,F) et A= Matg, 2, (f). Pour déterminer Im(f), on peut

« soit déterminer les images (f(e1, ..., f(e,)) a'aide de leurs coordonnées représentées par les colonnes
de la matrice A puis écrire Im(f) = Vect (f(e1),..., f(en))

« soit commencer par déterminer Im(A) puis en déduire Im(f).

Proposition 12 (Noyau d’une application linéaire).
Soit f € Z(E,F) et A=Matg, 2,(f). On a :

u € Ker(f) <= f(u) =0<= AX =0 <= X € Ker(4).

En particulier, on a Ker(f) = {0} <= Ker(A) = {0}.

METHODO

Pour montrer qu’une application linéaire f € Z(FE, F) est injective,
« on peut faire un raisonnement direct et montrer que Ker(f) = {0}.

« lorsqu’on connait la matrice de f, il est souvent plus simple de raisonner matriciellement en montrant
que Ker(A4) = {0}, avec A = Matg, 2, (f).
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Théoréme 7.
Soient B et F' des espaces vectoriels de dimension finie.
On note Br une base de E et Br une base de F.

o Les applications
_{.Z(E,F) - MpR) w_{Z(E) - Mu(R)
U F o Matge () LS = Matg,(f)
sont des isomorphismes.

En particulier, la matrice d’une combinaison linéaire d’applications est la combinaison linéaire des
matrices des applications : si (f1, f2) € (L(E, F))? et (A, X2) €R?, on a :

Mat gz, 2, (M - fi + A2+ f2) = A1 - Matg, 2. (f1) + A2 - Matg, 2, (f2).

o D’autre part, on a :
dim(Z(E,F)) =np et dim(Z(E)) =n>

Proposition 13.
Soient E, F, et G trois espaces vectoriels de dimension finie munis des bases respectives Bg, Br et
B .

o La composition des applications linéaires correspond a la multiplication des matrices associées. Ainsi,
si fe L(EF) etge Z(F,G), alors
Mat@E”@G (g o f) = Mat@F“agG (g) X Mat&?Ew%F (f)

o Si f e Z(E), alors :
Wk € N, Matg, (f*) = (Mat, ()"

Proposition 14.
Soit f € L(E) un endomorphisme de E et soit M = Matg, (f) sa matrice relative a la base de Bg.

1.
f est bijectif <= A est inversible

2. Dans ce cas, A™" est la matrice de f~1 relativement a la base B : A~ = Maty, (fH.

METHODO

o Lorsqu’on dispose d’'un endomorphisme et de sa matrice dans une base, pour savoir si I’endomor-
phisme est bijectif, il suffit de regarder si sa matrice est inversible.

o On pourra notamment penser & appliquer I’algorithme du pivot de Gauss pour déterminer si A est
inversible.

METHODO

Etudier l'inversibilité d’une matrice A revient & étudier son noyau. En effet, on :
A est inversible < f est bijectif < f est injectif < Ker(f) = {0} < Ker(A) = {0}.

Ainsi :
« Si Ker(A) = {0}, alors la matrice A est inversible.
« Si Ker(A) # 0, la matrice A n’est pas inversible.
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Proposition 15 (Rang d’une matrice).
On rappelle que le rang d’une matrice A € My, ,(R), noté rg(A), est le rang de la famille de ses vecteurs
colonnes. On a alors :

rg(*A) = rg(A) rg(A) =0 A=0

Proposition 16 (Rang d’une application linéaire).
Soit f € L(E,F) et A= Matg, z,.(f) la matrice de f relativement aux bases B et Br. Alors :

rg(f) = rg(A).

METHODO

Etudier Iinversibilité d’une matrice
Soit A € M (R).

« A est inversible < Ker(A) = {0}

o A est inversible < rg(A) =n

o A est inversible < f est bijective (si A = Matg, 2, (f)).

« Une matrice ayant au moins une colonne (ou une ligne) nulle n’est pas inversible.

« Une matrice ayant deux colonnes (ou deux lignes) proportionnelles n’est pas inversible. En particulier,
une matrice ayant deux colonnes (ou deux lignes) égales n’est pas inversible.

« Une matrice ayant une colonne (ou une ligne) combinaison linéaire des autres n’est pas inversible.

Théoréme 8. Soit A € #,(R).

A est inversible & A est la matrice associée & un isomorphisme

III. Récapitulatif de méthodes sur les applications linéaires

METHODO

Soient E et F' des espaces vectoriels. Soit ¢ : E — F' une application.

o Linéarité : Pour prouver que ¢ est linéaire, on montre :
V(ui,ug) € E, V(A1 Ad2) € R®, f(Ar-ur + Az -ug) = Ar - f(ur) + Ao+ flug).

« Noyau : On a, en général, intérét a chercher le noyau avant I'image (sauf pour l'ev R[X]). Pour
trouver le noyau de 'application ¢, on dispose de 2 méthodes

1. On applique la définition : u € Ker(p) <= ¢(u) = 0g.

2. Si on connait la dimension de I'image, on utilise le théoréme du rang :
dim(Ker (¢)) + dim(Im (¢)) = dim(E),

ce qui donne la dimension du noyau. On peut alors parfois deviner une base du noyau.
« Image : Pour trouver I'image de 'application ¢, on dispose de 2 méthodes.

1. Si on connait une base (e, ...,e,) de E, on utilise la caractérisation de I'image :

Im(‘ﬂ) = Vect (Qp(el)a ce Qp(en)) )

puis on extrait une base de Im(p) de cette famille génératrice.
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2. Si on connait la dimension du noyau, on utilise le théoréme du rang :
dim(Ker (¢)) 4+ dim(Im (¢)) = dim(E),
ce qui donne la dimension de I'image. Il est alors facile d’extraire une base de la famille génératrice

(p(e1),...,p(en)) = ce sera une sous-famille libre de cardinal dim(Im (¢)).

« Isomorphisme : On suppose que les espaces vectoriels E et F' ont la méme dimension n (cas

particulier : E = F'). Pour montrer que ¢ est un isomorphisme de F vers F, on dispose de 5
méthodes.

Prouver que Ker(¢) = {0g};
Prouver que Im(p) = F';
Prouver que dim(Im(p)) =n;

Prouver que I'image de toute base de F est une base de F.

SR

Prouver que I'image d’une base de E est une base de F.

Les méthodes 1. et 5. sont les plus utilisées.
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