ECE2 Mathématiques

EML 2022

EXERCICE 1

Dans tout I'exercice, p désigne un réel de ]0,1[ et on pose : ¢ =1 — p.

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé noté (€2, o7, P).

On considére en particulier une variable aléatoire X a valeurs dans N, dont la loi est donnée par :

VkeN, P([X=k]) = ¢"p = (1-p'p

PARTIE A

1. Montrer que la variable aléatoire Y = X 41 suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre.
2. En déduire que X admet une espérance et une variance, et préciser E(X) et V(X).

3. Compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en entrée le réel p, elle renvoie une simu-
lation de la variable aléatoire X.

1 function X = simule_X(p)
2 Y= ......

3 while ......

4 Y=Y+ 1

5 end

6 X =Y -1

7 endfunction

PARTIE B

Un casino a cong¢u une nouvelle machine & sous dont le fonctionnement est le suivant :

« le joueur introduit un nombre k de jetons de son choix (k € N), puis il appuie sur un bouton pour
activer la machine ;

o si k est égal & 0, alors la machine ne reverse aucun jeton au joueur;

o si k est un entier supérieur ou égal a 1, alors la machine définit k variables aléatoires Xy, ..., Xg,
toutes indépendantes et de méme loi que la variable aléatoire X étudiée dans la partie A, et reverse
au joueur (X +---+ Xj) jetons;

« les fonctionnements de la machine a chaque activation sont indépendants les uns des autres et ne
dépendent que du nombre de jetons introduits.

Le casino s’interroge sur la valeur & donner & p pour que la machine soit attractive pour le joueur, tout
en étant rentable.

Le casino imagine alors le cas d’un joueur invétéré qui, avant chaque activation, place 'intégralité de
ses jetons dans la machine, et continue de jouer encore et encore.

On note, pour tout n de N, Z,, la variable aléatoire égale au nombre de jetons dont dispose le joueur
aprés n activations de la machine.

On suppose que le joueur commence avec un seul jeton; ainsi : Zg = 1.

On remarque en particulier que Z; suit la méme loi que X.
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4. Compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en entrée un entier n de N et le réel p, elle
simule ’expérience aléatoire et renvoie la valeur de Z,.
Cette fonction devra utiliser la fonction simule_X.

1 function Z = simule_Z(n, p)
2 Z =1

3 for i =1:n

4 s =0

5 for j=1:172

6 e

7 end

8 Z = ......

9 end

10 endfunction

On définit, pour tout n de N, wu,, la probabilité que le joueur n’ait plus de jeton aprés n activations de
la machine; ainsi : Vn € N, u, = P([Z, =0]).
On note également R ’événement : « le joueur finit par ne plus avoir de jeton ».

5. a) Préciser les valeurs de ug et de u;.
b) Comparer, pour tout n de N, les événements [Z,, = 0] et [Z,,+1 = 0].
En déduire que la suite (uy,)pen est monotone et convergente.

Dans la suite de ’exercice, on note : £ = lim u,.
n—-+o0o

6. Justifier : P(R) = (.

7. @) Montrer que, pour tout k de N, on a : Py 4 ([Z2 = 0]) = (u1)*.
On admet que, pour tout n de N et pour tout k de N, on a : Pz _p ( [Znt1 = 0]) = (up)*.

400
b) En déduire : Vn € N, up41 = > IP( [Z1 = k]) (un)F = _r
k=0 l—qup

8. a) Montrer que ¢ vérifie : (¢ —1)(g¢ —p) =0.

b) On suppose : p > —. Démontrer : P(R) = 1.

¢) On suppose : p <

N = DN =

. Démontrer : Vn € N, u,, € [0, p]. En déduire : P(R) < 1.
q

1
d) Expliquer pourquoi le casino préférera choisir p dans 'intervalle [2, 1} .
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EXERCICE 2

On rappelle que .#5(R) désigne 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels et

. ({1 0\ (0 1\ [0 0\ (0 0 ]
que la famﬂle%’-((() 0>,<0 0>,<1 0),(0 1>> est une base de .5 (R).

a b

Pour toute matrice M = <C d) de #>(R), on appelle trace de M le réel noté tr(M) défini par :

tr(M)=a+d
Soit J une matrice non nulle de .#(R). On définit alors 'application f sur .#(R) par :
VM € #>(R), f(M)=M +tr(M)J

M2 — R
1. a) Montrer que ’application tr : est linéaire.
M — tr(M)

b) Déterminer une base du noyau de I’application tr et vérifier : dim (Ker(tr)) =3.

2. Montrer que f est un endomorphisme de .#5(R).

3. Dans cette question uniquement, on considére le cas ot J = <§) (2)>
a) Déterminer la matrice, notée A, de f dans la base 4.
b) Vérifier : (A — I;)? = 0 ot I désigne la matrice identité de ., (R).

c) En déduire les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

d) Justifier que A est inversible et déterminer A1,

4. On revient au cas général ou J désigne une matrice non nulle quelconque de .Z5(R).
a) Montrer que 1 est valeur propre de f et préciser la dimension du sous-espace propre associé.
b) Justifier que J est un vecteur propre de f et préciser la valeur propre associée.

¢) (i) On considére dans cette sous-question le cas ou tr(J) # 0.
Montrer que f est diagonalisable. Préciser ses valeurs propres et une base de chacun de ses
sous-espaces propres.

(#i) On considére dans cette question le cas ot tr(J) = 0.
On suppose qu’il existe une valeur propre A de f différente de 1 et on note M un vecteur
propre associé. Montrer : tr(M) = 0.
Aboutir a une contradiction.

(i1i) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur tr(.J) pour que f soit diagonalisable.

d) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur tr(.J) pour que f soit bijectif.
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EXERCICE 3




