ECE2 Mathématiques

HEC/ESSEC I 2020

On s’intéresse dans ce sujet au probléme de la double dépense de bitcoins par un groupe d’individus
mal intentionnés.

On rappelle que le bitcoin est une monnaie virtuelle dont I'utilisation pour des transactions est associée
a une structure unique appelée blockchain, partagée sur le réseau des usagers de cette monnaie et ayant
pour but de sécuriser ces transactions.

La modélisation étudiée ne nécessite pas de connaissances particuliéres sur le bitcoin et la blockchain.

Partie I - Deux résultats généraux

On démontre dans cette partie deux résultats préliminaires, aux questions 5. et 6. Ces résultats seront
utilisés dans la suite du sujet et pourront étre admis.

Calcul d’une probabilité

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé, & densité et indépendantes.

On note Fx et Fy les fonctions de répartition de X et Y.

On suppose que Y est a valeurs positives et posséde une densité fy dont la restriction a [0, +o00[ est
continue sur cet intervalle.

Pour tout x € Ry, on pose : H(z) =P([X <Y]N[Y < z]).

1. a) Montrer que H est une fonction croissante sur Ry qui admet une limite finie en 4o0.

Démonstration.
o Soit (CC,y) € R+ X R+.

On suppose T <y
on a alors Y <z] C [Y <y
donc (X <Y]N[Y <z] C [X<Y|N[Y <y]
donc P([X <Y]N[Y <z]) < P([X<Y]N[Y <y))
H(x) H(y)

On en conclut que la fonction H est croissante sur R...

Commentaire \

« La seule difficulté de cette question est de connaitre la définition de croissance d’une
fonction. Pour les fonctions dérivables, la propriété de croissance est souvent obtenue
par la caractérisation & l’aide du signe de la dérivée. Rappelons cependant que la
définition de la croissance n’utilise pas de propriété de régularité de la fonction.

« Démontrons formellement Uinclusion : [Y < z] C [Y <y].

Soit w € Q. Supposons w € [Y < z].
On a alors Y(w) < x et ainsi :

Y(w)<z<y

On en conclut : w € [Y < yl.
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o La fonction H est :

x croissante sur R.

x majorée. En effet, pour tout z € R, P([X < Y]N[Y <

< 1.

On en déduit, par le théoréme de la limite monotone, que la fonction admet

une limite finie en +oo.

b) En utilisant la suite (H(n))
Que vaut H(0)?

Démonstration.

neN’?

lim H(z)=P([X <

T—+400

Y]).

démontrer :

On note (2, .o, P) I'espace probabilisé évoqué dans ’énoncé.

“+oo

« Démontrons tout d’abord : @ = |J [Y < k]. On procéde par double inclusion.

(C) Soit w € Q. Notons m =

Ainsi:we [Y <m] C

k=0
[Y(w)]. On a alors :

“+oo
U [Y <k
k=0

“+o0o
Qc U [Y<H
k=0

(D) Comme pour tout k € N, [Y < k] € o, alors: |J [V <k|]e &.

e On en déduit alors :

(X <Y]

Finalement P([X <Y])

+oo
k=0
+oo
En particulier : |J [Y <k] C Q.
k=0
+o0
- <vin (U [ng:])
= N < . <
- U (X <vIny<#)
+o0
_ P<ka ([XgY] N [ng]))
- lm P k@o ([X <Y]n [Y\k}))

On a bien :

lim H(z) =

T—r+00

(d’apres le théoréme
de la limite monotone)

(car ([X <Y]N[Y <K])
est une suite croissante
d’événements)

keN

(car, d’apres la question
précédente, H admet une
limite en +00)
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Commentaire

o Cette question est a juger comme difficile car elle exige beaucoup d’initiatives de la part
du candidat. Il y a l1a un saut de difficulté par rapport a la question précédente.

« On n’a pas détaillé ci-dessus le fait que ([X <Y] N[V <k]), cn ©st une suite croissante
d’événements. C’est une application directe de la question précédente. En effet, on a
démontré que pour tout (z,y) € Ry x Ry :

<y = [X<Y]N[Y<a] C[X<Y]N[Y <y

Soit n € N. En choisissant z = n et y = n + 1 on obtient le résultat souhaité, a savoir :

X<Y]N[Y<n C[X<Y]N[Y <n+1]

\.

o Par définition :

H(0) = P([X<Y]Nn[r<0])
< P([y <0]) (car [ X <Y]N[Y 0] C[Y <0])
= P([Y <0]) (car'Y est une v.a.r. a densité)
= P(9) (carY est a valeurs positives)
=0
H(0) =0 O

2. Soit (u,v) un couple de réels positifs tels que : u < v.
a) Montrer : H(v) — H(u) =P([X <Y]N[u <Y <v]). Puis :
Fy(v) — Fy(u) < H(’U) — H(U)

X
V—1Uu v—1u v—1u

Fx(u)

Démonstration.

« Il s’agit de démontrer :
Hv) = Huw+P([X<Y]Nu<Y <))

= P(XSYINY <u))+P([X<Y]Nu<Y <))

ot H(v) =P([X <Y]N[Y <v]). Pour ce faire, démontrons :
X <Y|N[Y <v] = [ X<YINY <u] U [XKY]N[u<Y <]
ou plus simplement : [Y <v] = [Y <u] U [u<Y <.

Commentaire

L’énoncé demande ici de démontrer une égalité entre probabilités de différents événements. 11
est classique, pour ce faire, d’agir comme suit :
1) on démontre tout d’abord une égalité entre les événements concernés.

2) on applique alors I'application probabilité P de part et d’autre de I'égalité. On conclut a
I’aide des propriétés de P.

Il est & noter que I'égalité entre événements a démontrer s’obtient évidemment & partir de

I’égalité entre probabilités & démontrer. Pour ce faire, on aura en téte les triptyques :

union / incompatibilité / somme intersection / indépendance / produit
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On procéde par double inclusion. Soit w € 2.
(C) Supposons w € [Y < v]. Ainsi : Y(w) < v.
Deux cas se présentent alors :
x 81 Y(w) <walors w e [Y < ul.

x si NON(Y (w) < u) alors Y(w) >
)

u
Comme on sait de plus : Y (w) < v, on en conclut : w € [u <Y < ).

Finalement, on a bien : w € [Y <u] U [u <Y < v].

(D) Supposons w € [Y <wu] U u<Y <o) Ainsi : Y(w) <u 0U u < Y(w) < v.
Deux cas se présentent alors :

x 81 Y (w) < w alors, comme u < v,on aY(w) <u<wvetainsiw € [Y <0l

Finalement, on a bien : w € [Y < ).

Onen conclut : [Y <v] = [Y <u] U [u<Y <.

Commentaire \

o La démonstration de cette égalité a été développée ici afin d’illustrer la méthode.
Cependant, cette égalité n’étant pas mentionnée dans I’énoncé, il est probable que
I’écrire suffise & récupérer une grande partie des points alloués & la question.

o L’égalité initiale entre probabilités fait apparaitre une différence entre probabilités de
certains événements. Une telle égalité est généralement la conséquence d’une égalité
entre événements ot apparait une différence ensembliste d’événements. Plus précisé-
ment, on pourrait mettre ici en place le raisonnement suivant :

V<o) \ [V <ul=u<Y <] = P(Y<0])-P([Y <u])=P([u<Y <v])
Profitons-en pour rappeler que pour tout événement (A, B) € &/ x &/, on a :
P(A\ B) = IP’(A\AOB) = P(A)-P(ANB)

s .

de T'égalité de sorte a faire apparaitre une somme entre probabilités d’événements.
Une telle égalité est issue d’une réunion d’événements (le plus souvent incompatibles
ou a tout le moins d’intersection négligeable) ce qui permet d’éviter d’avoir a gérer
une différence ensembliste. Ce qui améne ici au raisonnement suivant :

V<uUu<Y <= <] = P([Y<u)+P([u<Y <)) =P([Y <v])

o Ainsi Y <v] = [Y<u] U u<Y <
et X<Y]N[Y<u] = [XgY]m([Ygu}U[u<Y<v])
= [X<Y]N[Y<u U[XLY]N[u<Y <1
enfin  P((X<Y]N[Y<v]) = P(XKY]IN[Y <y U [XLKY]N[u<Y <))
= P(X<Y]N[Y <u])+P([X <Y]Nu<Y <))
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La derniére égalité est obtenue par incompatibilité des deux événements considérés. En effet :
Y<unu<Y <=0

etainsi: [X <Y]N[Y <u] N [XK<Y]Nu<Y <v]=2.

Onabien: H(v) — H(u) =P( [X <Y]N[u<Y <] ).

o Remarquons alors :

X <Y|Nu<Y <v] C [X<vNu<Y <
Démontrons cette inclusion.
Soit w € 2. Supposons w € [X <Y]N[u <Y < ).
On en déduit we[X Y] et weu<Y <.
Autrement dit Xw)<Y(w) et u<Y(w ) v.
En particulier X(w)

Finalement welX <vNu<Y <.

(X <Y]Nu<Y <v] € [X<vNu<Y <)

En particulier, par croissance de I'application P, on obtient :
P(X<Y]Nu<Y <v]) < P([X<vNu<Y <))
e On a alors :
Hv)—H(u) = P([X<Y]N[u<Y <)
< P(X<onu<Y <))

(car les v.a.r. X et Y sont

= P([X <)) xP([u<Y <v]) indépendantes)

= Fx(’l)) X (Fy(’l)) — Fy(’u,))

H(U) —H(u) < Fx(’l)> Fy(?)) —Fy(u).

En divisant par v — u > 0, on obtient bien :

o On raisonne de méme pour 'inégalité de gauche. On établit initialement 1’égalité :
(X <ulnu<Y <v] € [X<Y]Nu<Y < v
Soit w € . Supposons w € [X <u]Nfu <Y < vl.
On en déduit welX <ul et [u<Y <l
) <

Autrement dit Xw)<u et u<Y(w) <.

- X(w) < u<Y(w), ce qui démontre :
En particulier we X <Yl
Finalement welX<YNu<Y <.

On conclut alors, par un raisonnement similaire au précédent :
Fy(v) - Fy(w) _ H(v) - H(u)

X
V—Uu v—Uu

Fx(u)
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Commentaire

o Cette question peut sembler difficile car elle demande de nouveau une prise d’initiative im-

portante. En particulier, il peut paraitre difficile de penser a établir les inclusions entre événe-
ments qui permettent d’obtenir le résultat final. Il est conseillé d’opérer par rétro-ingénierie :
on part du résultat final pour essayer d’en déduire le résultat intermédiaire qui permettra de
conclure. Pour ce faire, on commence généralement par opérer par équivalence afin de pou-
voir écrire le résultat final sous une forme plus simple. Par exemple, ici, on pouvait procéder
comme suit :

Fy(’l}) — Fy(u) < H(v) — H(U)
& Fx(u) (Fy(v) = Fy(u)) < H(v) — H(u) (carv—u>0)

Fx(u)

(par définition de Fx

& P(X <ul) P([u<¥Y <o) < H(v) - Hu) et propriété du cours)

& P(X<u)P(u<Y <v]) < P(X<Y]Nu<X <))

(car X etY sont

& P(IX<unu<Y <)) < PXSY]N[u<X <)) indépendantes)

Une inégalité entre probabilité est généralement obtenue par une inclusion entre événéments.
Il doit donc étre naturel de penser a établir une telle inclusion. Notons enfin que 1’on perd ici
I’équivalence : I'inclusion entre événements suffit & démontrer I'inégalité entre probabilités.

Au passage, soulignons de nouveau I'importance du triptyque :

intersection / indépendance / produit

Lorsqu’une égalité (ou inégalité) a démontrer comporte un produit de probabilités, il est na-
turel de penser que ce produit est obtenu comme probabilité d’une intersection d’événements.

La difficulté d’un sujet se mesure en grande partie & la maniére dont chaque question est
découpée en sous-questions. Moins il y a de sous-questions, plus le candidat doit prendre
des initiatives. Ainsi, un sujet de type TOP3 proposera un découpage en sous-questions bien
moins détaillé qu'un sujet TOP5. Le méme théme améne & un traitement différent lorsqu’il
est abordé dans un sujet du TOP3 ou du TOP5. En guise d’illustration, on peut noter que la
propriété qu’il s’agit de démontrer dans cette Partie I, & savoir :

+o0
P([X <Y]) —/0 F(t) fy (t) dt

(sous les hypothéses de l’énoncé)

est aussi utilisée (elle est admise) dans 'exercice 1 de ’énoncé EML 2019.

b) En déduire que pour tout = € Ry, H est dérivable en x et : H'(z) = Fx(x) fy(z).

Démonstration.

« La fonction fy est continue sur l'intervalle [0, 4+o00].

On en déduit que pour tout g € Ry : lim

On en déduit que la fonction Fy est de classe C! sur cet intervalle.

En particulier, Fy est dérivable en tout point de R;..

Fy(z) — Fy(zo)

T—TQ r — X

= Fy(20) = fy(20).
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o Soit zg € Ry. Rappelons tout d’abord, que d’aprés la question précédente, pour tout = > xg :

Fy() = Fy(ro) _ H@) = Hiw) _ o Fy(e) = Fy(m)
r — Xo r — T r — X0

Fx(x0)

(résultat de la question précédente avec v =x et u = x¢)

On a:
X lim Fx(.CE()) = FX(.T()),
T — o
T > X0
F - F
et lim v(z) = By (o) = F{,(z9) = fy(zo) car Fy est dérivable en zo.
T — x0 r — X0
x > X0

x lim  Fx(z) = Fx(xg) car Fx est continue (a droite) en zg,

T — o
T > X0
F — F
et lim v(z) v (20) = F{ (z0) = fy(xo) car Fy est dérivable en .
T — To T — X0
T > X0

On en déduit, par théoréme d’encadrement que la fonction H admet une limite & droite en xg,
donnée par :

T — xo T — Xo
T > X0

En utilisant de nouveau le résultat de la question précédente, on obtient, pour tout z < xzg :

Fy(xo) — Fy(l‘) < H({Eo) — H(.%') < F)(({L‘()) Fy(wo) — Fy(x)

FX(IE) S
Trog— T Trog— T o — T

(résultat de la question précédente avec v = xg et u = x)

s oo NRT . —1y .
Ce qui s’écrit (en multipliant chaque quotient par =) :

Fy(x) = Fy(zo) _ H(z) — H(wo) Fx (o) Fy(z) — Fy (o)

FX(JZ) — S — o
T — Zo T — Zg T — Zo

N

On en déduit alors, en utilisant de nouveau par le théoréme d’encadrement, que la fonction H
admet une limite & gauche en x(, donnée par :

i OB e Rteo) (e
T < o

« Finalement, la fonction H est dérivable a droite et a gauche en x(y. De plus :

Hy(w0) = Fx(0) fr(zo) = Hj(wo)

Ainsi, pour tout zg € Ry, la fonction H est dérivable en zg et H'(z9) = Fx(z0) fy(z0). il
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x
¢) En conclure que pour tout z réel positif : H(x) = / Fx(t) fy(t) dt.
0

Démonstration.
Dans les questions précédentes, on a établi que la fonction H :

x est dérivable sur R,
x admet pour dérivée sur Ry la fonction h : t — Fx(t) fy (¢),
x vérifie : H(0) = 0.

On en déduit que la fonction H est la primitive sur Ry et qui s’annule en 0 de la fonction h.

En conclusion, la fonction H est telle que :

Vz € Ry, H(z) :/Ox h(t) dt:/ox Fx(t) fy(t) dt.

Commentaire

N

On est confronté ici & une question bilan qui consiste simplement a rappeler puis utiliser
certains résultats précédents. Ces résultats étant fournis par ’énoncé, cette question peut étre
traitée méme si les questions précédentes ne l'ont pas été. Il faut s’habituer & repérer ces

questions qui permettent de prendre facilement des points.
-

+oo
3. Démontrer : P([X <Y]) = /0 Fx(t) fy (t) dt.

Démonstration.
Il suffit de remarquer :

P([X<Y]) = xggloo H(x) (d’aprés la question 1.)
= lim Fx(t) fy(t) dt (d’apres la question 2.c))
r—+o00 Jj

+o0
_ /0 P (t) fy (1) dt

xX

Rappelons que 'on a démontré, en question 1., que la fonction z / Fx(t) fy(t) dt admet
0

une limite finie en +o00 (égale & IP’( [X <Y] )) Cela signifie, par définition, que I'intégrale impropre

400
/ Fx(t) fy (t) dt est convergente. Cela justifie la derniére égalité.
0

+o0o
PUX <V])= [ Fxlt) frle)

Commentaire

o Il s’agit 14 encore d’une question bilan qui ne présente pas de difficulté particuliére. Cela
démontre au passage qu’il n’y a pas forcément de progression croissante de la difficulté des
questions dans les énoncés des épreuves de concours. En conséquence, méme si on ne parvient
pas & traiter plusieurs questions d’affilée, il ne faut pas pour autant passer toute la Partie I.
Il faut au contraire s’atteler a essayer de traiter les questions qui suivent, ce qui permettra a
terme de tomber sur une question dont la résolution est plus simple.
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Commentaire

e Dans I’épreuve EML 2019, on admet 1’égalité :

+o0
X<V = [ An@a

Il est par contre demandé de justifier la convergence de cette intégrale a ’aide d’un théoréme
de comparaison. Rappelons cette démonstration :

x YVt €[0,400, 0 < Fx(t) fy(t) < fy(t)

En effet, pour tout t € [0,+o00[, 0 < Fx(t) < 1 et l'inégalité souhaitée est alors obtenue
par multiplication par fy (¢) > 0.
+o00
x l'intégrale / fy(t) dt est convergente (et vaut 1) en tant que moment d’ordre 0 de la

v.a.r. Y. En effet, comme Y est & valeurs positives, fy est nulle en dehors de [0, +oo[ et :

E(Y?) = L/+a)fy@)dtzzté+“)fy@)dt

—0o0
Ainsi, par critére de comparaison d’intégrales généralisées de fonctions continues positives,

400
I'intégrale impropre / Fx(t) fy(t) dt est convergente.
0

« On pouvait aussi opérer a l'aide d’un équivalent. En effet, comme : . li_IEl Fx(t)=1,ona:
—+00

Fx(®) fy(®) ~ fr(t)

t——+o0

‘ O

4. En utilisant la fonction K : z — P([X <Y]N[Y < z]), on montrerait de méme et nous 'admet-
trons :

+o0
PUX <V]) = [ Fx)frl) &t = B(IX <V])
Que peut-on en déduire pour P([X =Y])?

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord :

e On en déduit :
P(X<Y]) = P([X<Y]U[X=Y])

(car les événements [X < Y]

= P( [X < Y]) + P( [X = Y]) et [X =Y sont incompatibles)

Ainsi: P([X =Y])=P([X <Y])-P([X <Y])=0.
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5. Application auz lois exponentielles
On suppose que U et V sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois exponentielles
de parameétres respectifs A et pu, réels strictement positifs.
Soit 6 un réel positif ou nul.

a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X = U — 6.

Démonstration.
« Notons hy : z — x — 0 de sorte que X = hy(U).
Comme U < £ (A), on considére X () = [0,4o00[. On en déduit :

X(Q) = (ho(U))()

= h(U(Q))

= hy ([0, +OOD

. . (car la fonction hy est continue et
= [re(0), x£1+noo ho()] strictement croissante sur [0,4o00[)
= [0, +o0]

Et ainsi : X (Q) = [0, +o0.

« Soit x € R. Deux cas se présentent :

x six < —0, alors [X < x] =@ car X(Q) = [—6, +o0[. Donc :

= l-exp(—A(z+90)) (car X = EN) etx+60=>0)

0 six < —0

On obtient finalement : Fx : z —
l—eMe e gig>—4

Commentaire \

o Cette question consiste & déterminer la loi de Y, transformée de la v.a.r. X. Ce type
de question est extrémement fréquent dans les sujets traitant de v.a.r. a densité. Leur
résolution ne présente aucune difficulté majeure. Il s’agit simplement de se référer a la
rédaction usuelle.

o En particulier, il faut savoir déterminer la loi d’une transformée affine, du carré et de la
partie entiére d’une v.a.r. a densité X. Cela fait partie du bagage culturel mathématique
nécessaire avant d’affronter les écrits de concours.

o Il faut ajouter & ce bagage la détermination de la loi du minimum et du maximum de
v.a.r. a densité indépendantes. Il suffit une nouvelle fois de mettre en place la rédaction
usuelle associée & ce type de questions.

10
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Commentaire

« Profitons-en pour faire un point sur la notation X (€2).
Rappelons qu'une v.a.r. X est une application X : Q — R.
Comme la notation le suggere, X () est I'image de  par I'application X.
Ainsi, X (£2) n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X(@) = {X(w)|we}
= {z€R|IweQ, X(w)=ua}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité P n’apparait.

« Il est toujours correct d’écrire : X () C | — oo, +00l.
En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est a valeurs dans R, ce qui est toujours
le cas par définition de la notion de variable aléatoire réelle.

« Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’usage relativement courant de confondre :

x ’ensemble des valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (2)),

x l'ensemble {z € R|P([X = z]) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle. Si X est une v.a.r. discréte, cet ensemble est appelé support de X et est noté
Supp(X).

o Dans le cas des v.a.r. a densité, la détermination de ’ensemble image est plus technique.

Dans certains sujets, I’ensemble image des v.a.r. étudiées sera précisé (« On considére une
v.a.r. & valeurs strictement positives »). Si ce n’est pas le cas :

x si X suit une loi usuelle, on peut se référer a I’ensemble image donné en cours. Par
exemple, si X < U([0,1]), on se permet d’écrire :

« Comme X — U([0,1]), on considére : X(Q2) = [0, 1]. »

x s1 X ne suit pas une loi usuelle, on étudie 'ensemble : I = {z € R | fx(z) > 0}.
On se permet alors d’écrire :

« Dans la suite, on considére : X(Q) =1.»

En décrétant la valeur de X (Q2), on ne commet pas une erreur mais on décide d’ajouter
une hypothése qui ne fait pas partie de ’énoncé. Cette audace permet de travailler avec un
ensemble image connu, ce qui permet de structurer certaines démonstrations (I’ensemble
image étant connu, on se rappelle que la fonction de répartition, par exemple, s’obtient par

une disjonction de cas).
[]

J

b) En déduire que pour tout 6 > 0 :

1% Y
—0< = 1- "=
P([U-0<V]) e

Démonstration.

Remarquons tout d’abord que la v.a.r. X = U — 6 est une v.a.r. & densité en tant que trans-
formée affine d’une v.a.r. a densité.

Ainsi, on a :
x les v.a.r. X et V sont a densité.

x les v.a.r. X = U — 6 et V sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions et car U et V
le sont.

11
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x comme V < & (u), on peut considérer V() = [0, 4+o0].
Autrement dit, on considére que la v.a.r. V est a valeurs positives.

x une densité fy de la v.a.r. V est donnée par :

0 sit<0
fvitl—>
pe Mt sit>=0

Et ainsi : fv|[g 4oo[ 1 T 1 e #! est une fonction continue sur [0, 4+oo|.

On est dans le cadre d’application du résultat démontré en question 4.

Commentaire \

« Comme précisé dans la question précédente, on se permet de considérer V() = [0, +o0|.
En réalité, pour toute v.a.r. qui suit une loi exponentielle, cette propriété n’est vérifiée
que presque siirement (avec probabilité 1). Autrement dit, on a toujours, sans hypothése
supplémentaire : IP’( [V > 0] ) = 1. Il est & noter que c’est I’énoncé qui nous améne & consi-
dérer V() = [0, +o0]. En effet, cette hypothése est nécessaire pour se placer dans le cadre
d’application du résultat démontré en question 4. Il aurait donc été préférable que 1’énoncé
précise que V est une v.a.r. a valeurs positives, en début de question 5.

o Comme signalé au-dessus, il est primordial de savoir déterminer la transformée affine d’une
v.a.r. a densité. Ici, on ne demande pas explicitement d’obtenir une densité de la v.a.r.
X. On utilise ici le résultat du cours qui affime que la transformée affine d’une v.a.r. a
densité est une v.a.r. & densité. On peut aussi démontrer que X est une v.a.r. & densité en
établissant que Fx est :

x continue sur R,

« de classe C! sur R sauf (éventuellement) en un nombre fini de points.

\ J

e On a alors :

P(U-0<V]) = P([X<V])

Too +00 (par linéarité de l'intégration,
e Htdt — / e N e M eTHE gt les intégrales en présence
0 étant convergentes)

Il
S—

—+o00
= IE(VO) —e A0 7 / e M emHt gt
0

I
= 1—e My )\+/ (A + p) e~ Attt
HJo

4k V) 0 (ou W est une v.a.r.
= 1oy e TEYY) de 0i € (A + 1))
Finalement, on obtient bien : P([U -0 < V]) = 1— 7>\i e N,
1

12
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Commentaire .

+o0o
« Détaillons I'obtention de ’égalité : / pe Mt dt = IE(VO).
0

+oo +oo
/ pe Htdt = / fy(t) dt
0 0

I (car fv est nulle en

N /OO fv(t) dt dehor;/de [0, +o0])
+oo

= / 0 fy(t) dt

— BV (=1)

« Notons que 'on pourrait exploiter le fait que fy est une densité pour obtenir :
+oo
/ fo(t)dt =1
—0o

Ce n’est cependant pas le choix fait dans ce corrigé, car il faut s’habituer & reconnaitre
les moments d’ordre 1 et 2 d’une v.a.r. de loi exponentielle. Plus précisément :

+00 1
/ tpetdt = E(V) = —
0 H
T s 2 2 2
tPpetdt = E(V?) = V(V)+ (E(V))” = 2
0

On traite ici le moment d’ordre 0 de la méme maniére que 'on traiterait les moments
d’ordre 1 et 2. .

Inégalité de Boole

6. On considére (By)gen+ une famille d’événements d’un espace probabilisé.
n n

a) Montrer par récurrence sur n € N* : P ( U Bk) < > P(By).
k=1 k=1

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n), ou P(n) : P < U Bk>

» Initialisation :

1
o D’une part : P < U Bk> =P (B).
k=1

1
« D’autre part : ) P(By) = P(By).
k=1

On a bien : P(By) < P(By). D’ou P(1).

13
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» Hérédité : soit n € N*.
n+1 n+1
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. P < U Bk> < D> P(Byg) )
k=1 k=1

(G5) - o((§) )

_ " B " (d’apres la

= F (kL:Jl Bk) + P(Buv) ¥ ((kL:Jl Bk) n Bn“) formule du crible)
- " (par hypothese

< _

= kzzjl P(Br) + P(Bn) F ((kL:Jl Bk) : BnH) de récurrence)

< Y. P(By) + P(Bpy1)

i
I

D’ou P(n+1).

n
Par principe de récurrence : Vn € N*, P ( U Bk> < Y P(By).
k=1

b) On suppose que la série > P(Bj) converge. Démontrer :
k>1

+o00o +o00o
P(Um) < e
k=1 k=1
Démonstration.
+o0 N
« Tout d’abord, par le théoréme de la limite monotone : P ( U Bk> = lim P ( U Bk>.
k=1 N—=+oo  \g=1

« Comme la série > P(By) est supposée convergente, on obtient, par passage a la limite dans
k>1
I'inégalité de la question précédente :

N N +o00
li P B < li P(By) = P (B
N <,}:{ k) i, 2 PBi) =2, P(B)

P +OOB < +OO]P’B
<kL:Jl k> h 1;::1 (B O

14
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Partie II - Une compétition entre deux groupes

Dans toute la suite du sujet, on désigne par p un réel de l'intervalle |0, 1] et on pose ¢ =1 — p.
On modélise une compétition entre deux groupes d’individus A et B avec les régles suivantes.

Commentaire

Le groupe A doit résoudre une suite de problémes (Py)x>1 dans 'ordre des indices. Au temps ¢ = 0, le

groupe commence la résolution du probléme P, ce qui lui prend un temps représenté par la variable

aléatoire X. Une fois P; résolu, le groupe aborde immédiatement le probléme P, et on note Xs le

temps consacré a la résolution de P, par le groupe A, et ainsi de suite.

Pour tout k£ € N*, on note X la variable aléatoire donnant le temps consacré a la résolution du

probléme Py par le groupe A.

De méme, le groupe B doit résoudre dans l'ordre une suite de problémes (Qk)r>1 ; la résolution du

premier probléme ()1 commence au temps ¢t = 0 et on note, pour tout k € N*, Y}, la variable aléatoire

donnant le temps consacré par le groupe B a la résolution du probléme Q.

A ce jeu est associé un espace probabilisé (Q, o/, P) sur lequel sont définies les suites de variables

aléatoires (Xg)r>1 et (Yi)k>1, et on fait les hypothéses suivantes :

x pour tout k € N* Xj suit la loi exponentielle de paramétre p, notée & (p), et Yy suit la loi
exponentielle € (q) ;

x pour tout k € N*, les variables aléatoires X1, ..., Xi, Y1, ..., Yi sont indépendantes.

On établit alors la liste de tous les problémes résolus dans l’ordre ot ils le sont par les deux groupes.

En cas de simultanéité temporelle de la résolution par les deux groupes d’un de leurs problémes, on

placera d’abord le probléme résolu par A dans la liste puis celui résolu par B.

Pour tout n € N*, on note U, la variable aléatoire de Bernoulli associée a 'événement « le n®™e

probléme placé dans la liste est un probléme résolu par le groupe A ».

Par exemple, si la liste des cingq premiers problémes résolus est (Py, P2, Q1, P3,Q2), alors U; = 1,

Us=1,U3=0,Uy=1et U; =0.

Pour tout n > 0, on note aussi S, la variable aléatoire donnant le nombre de problémes qui ont

été résolus par A présents dans la liste des n premiers problémes résolus. En particulier, Sy vaut

toujours 0.

o Lorsque 'on propose un probléme & un groupe, il parait étonnant de considérer que le temps de
résolution de celui-ci puisse étre considéré comme aléatoire. On peut au contraire penser que le
temps de résolution est entiérement déterministe car il ne dépend que de la composition du groupe,
des qualités de raisonnement de ses membres et de leurs connaissances. Ce n’est pas pour autant
que la modélisation de I’énoncé n’a pas de sens. En réalité, I'aléa se situe dans le choix aléatoire
réalisé pour décider des problémes qui seront proposés au fur et & mesure aux groupes. Il est alors
pertinent de considérer les temps de résolution comme aléatoires.

o On l'a déja signalé en remarque : une v.a.r. X est une application de ) dans R. Ainsi :

x lorsque I'on note X = 5, cela signifie que la v.a.r. X est la v.a.r. constante égale a 5 (la propriété :
Vw € Q, X(w) =5 est vérifiée).

x lorsqu’on écrit « la v.a.r. X prend la valeur 5 lorsque ... » signifie qu’il existe (au moins) un
tirage w € Q pour lequel X (w) = 5.

Malheureusement, cet énoncé ne fait pas de différence entre ces deux expressions. C’est tout & fait
malheureux car cela revient a confondre les symboles V et 3. Il aurait été plus sage d’écrire :

« Si la liste des cinq premiers problémes résolus est (Py, P2, Q1, P3,Q2), alors Uy prend la valeur
1, Uy prend la valeur 1, Us prend la valeur 0, Uy prend la valeur 1 et U prend la valeur 0. »

On comprend néanmoins que cette présentation a été écartée pour des raisons de lisibilité.
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n
7. a) Que représente la variable aléatoire Y X7

k=1
Démonstration.
Pour tout £ € N*, la v.a.r. X, représente le temps de résolution du k®™° probléme P, par le
groupe A.

n
Ainsi, la v.ar. > Xj prend pour valeur le temps pris par le groupe A
k=1
pour résoudre les n premiers problémes fournis. O

b) On suppose que X1 =5, Xo =2, X3=3, X4 =2,Y1=2,Ys =2 Y3 =4et Yy =2.
Déterminer Uy, ..., Us.
Peut-on aussi en déduire la valeur de Ug ?

Démonstration.

« On présente ci-dessous la frise chronologique représentant les temps de résolution des 4 premiers
problémes donnés a chacun des groupes :

P P, Py Py

0 2 4 L8 10 1

| | | | | | i |

l I | — — i f

0 | 5 7 10 12
Q1 Q2 Q3 Q4

o Ainsi, :
x au bout de 2 unités de temps, un 1°" probléme est résolu. Il s’agit de Q1.

x il faut attendre 2 unités de temps supplémentaires pour la résolution d’un nouveau probléme,
le 2™ pesolu. 11 s’agit de Q.

x il faut attendre 1 unité de temps supplémentaire pour la résolution d’un nouveau probléme,
le 3°™m€ résolu. 11 s’agit de Py.

x il faut attendre 2 unités de temps supplémentaires pour la résolution d’un nouveau probléme,
le 4°m€ résolu. Il s’agit de Ps.

x il faut attendre 1 unité de temps supplémentaire pour la résolution d’un nouveau probléme,
le 5°™€ résolu. 11 s’agit de Q3.

x il faut attendre 2 unités de temps supplémentaires pour la résolution d’un nouveau probléme.
A cette date, P3 et Q4 sont résolus simultanément. Dans ce cas, comme 'indique I’énoncé,
on considére que P3 est le 65™¢ probléme résolu et Q4 est le 76™e.

8éme

x on ne peut déterminer le probléme résolu. En effet :

» soit le groupe B met strictement moins de 2 unités de temps a résoudre le probléme Q5
alors c’est ce probléme qui est le 8™¢ probléme résolu.

» soit le groupe B met plus de 2 unités de temps & résoudre le probléme Q5 alors c’est le
probléme Pj qui est le 8™¢ probléme résolu.

On en déduit que la liste des 7 premiers problémes résolus est
(Q1,Q2, P1, P»,Q3). Les valeurs de Uy, ..., Uy correspondant a la liste
précédente sont respectivement : 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0.

On ne peut pas obtenir la valeur de Ug dans ’exemple fourni par ’énoncé. =
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¢) Compléter le script Scilab suivant pour qu’il simule le jeu et, pour n, p donnés, affiche la liste
des valeurs Uy, Us, ..., Uy :

1 p = input('p = ')

2 n = input('n = ')

3 9=1-p

4 U = zeros(1, n)

5 sommeX = grand(1l, 1, 'exp', 1/p)
¢ sommeY = grand(1l, 1, 'exp', 1/q)
7 mini = min(sommeX, sommeY)

g for k= 1:n

9 if sommeX == ... then

10 Uuk) = ...

11 sommeX = sommeX + grand(l, 1, 'exp', 1/p)
12 else

13 sommeY =

14 end

15 mini = min(sommeX, sommeY)
16 end

17

Démonstration.
Détaillons les différents éléments présents dans ce script.

e Début du programme

x En lignes 1 et 2, on stocke dans les variables p et n, une valeur pour p et n a ’aide d’une
interface de dialogue avec l'utilisateur :

D
)

input('p
input('n

p
n

[

x En ligne 3, on définit la variable q qui stocke la valeur de q.

3 9=1-p

x Les lignes suivantes servent & initialiser les variables qui seront mises a jour dans la structure
itérative a suivre.

U = zeros(1, n)

sommeX = grand(1, 1, 'exp', 1/p)
sommeY = grand(1, 1, 'exp', 1/q)
mini = min(sommeX, sommeY)

I~ 1o 54 [

En ligne 4, on crée une matrice de taille 1 x n intialement remplie de 0. Elle est destinée a
contenir les valeurs des simulations des v.a.r. Uy, ..., Uy.

En lignes 5 et 6, on initialise les variables sommeX et sommeY. Comme leurs noms l'indiquent,

elles sont destinées a contenir les valeurs successives des simulations des suites (R, )nen+ €t
n n

(T)nen+ (on note, pour tout n € N*, R, = >~ Xp et T, = > Yy).

k=1 k=1
Plus précisément, 'instruction grand(1, 1, 'exp', 1/p) sert & simuler la v.a.r. Ry = X3

(en ligne 5) et la v.a.r. Ty = Y; (en ligne 6). Les variables sommeX et sommeY contiennent donc
initialement le temps pris pour chaque groupe pour résoudre le premier probléme fourni.

En ligne 7, on définit une variable mini visiblement destinée & contenir le minimum des
variables sommeX et sommeY.
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o Structure itérative
Avant d’entrer dans le 1°" tour de boucle, les variables sommeX et sommeY contiennent le temps
mis par chaque groupe pour résoudre les problémes qu’on leur a fournis alors que 2 problémes
ont été fournis en tout (ce sont les problémes en cours). La variable U ne contient alors pas
encore de simulation des variables Uy, ..., U,.

On peut généraliser ces constatations a chaque tour. Plus précisément, pour tout k € N*,
avant I'entrée dans le k™ tour de boucle :

x les variables sommeX et sommeY contiennent le temps mis par chaque groupe pour résoudre
les problémes qu’on leur a fournis alors que k + 1 problémes ont été fournis en tout.

x la variable mini contient le minimum des deux variables précédentes.

% les k — 1 premiers coefficients de la matrice ligne U contiennent les simulations des v.a.r. Uy,
e, Up_1.

On entre alors dans le k™€ tour de boucle :

x Structure conditionnelle
On repére tout d’abord quel groupe en a fini avec la résolution de son probléme en cours.

On cherche donc quelle variable entre sommeX et sommeY contient la plus petite valeur. Pour
ce faire, on teste si sommeX contient cette plus petite valeur :

9 if sommeX == mini then

» Si c’est le cas, c’est que le groupe A a résolu son probléme en cours alors que le groupe
B est encore en phase de résolution du sien. Cela signifie que le k™€ probléme résolu 1'a
été par le groupe A. Ainsi, la v.a.r. U prend la valeur 1, ce qui se traduit par la mise a
jour de U(k), k°™¢ coefficient de la matrice U.

10 Uk) =1

Enfin, on fournit au groupe A un nouveau probléme ce qui est simulé par I'ajout du temps
de résolution de ce nouveau probléme & la variable d’accumulation sommeX.

11 sommeX = sommeX + grand(l, 1, 'exp', 1/p)

» Si ce n’est pas le cas, c’est que le groupe B a résolu son probléme en cours alors que le
groupe A est encore en phase de résolution du sien. Cela signifie que le k™€ probléme
résolu I’a été par le groupe B. Ainsi, la v.a.r. Uy prend la valeur 0 et on doit fournir & B
un nouveau probléme. Cela se traduit informatiquement comme suit :

else
Uk) =0
sommeY = sommeY + grand(1l, 1, 'exp', 1/q)

-
IV

e oo
=1 |

end

Jun
ot

En réalité, la ligne 13 est inutile. En effet, la variable U est affectée initialement & une
matrice ligne remplie de 0. Ainsi, son k°™¢ coefficient est déja 0 et il est donc inutile de
le mettre a jour.

x L’une des deux variables sommeX ou sommeY ayant été modifiée, on doit mettre & jour la
variable mini en sortie de structure conditionnelle.

15 mini = min(sommeX, sommeY)
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Commentaire

Ces mises & jour ayant été faites, on est assurés, qu’a l'issue de ce k™ tour de boucle (et donc

avant I'entrée dans le (k + 1)°™€ tour de boucle :

x les variables sommeX et sommeY contiennent le temps mis par chaque groupe pour résoudre
les problémes qu’on leur a fournis alors que (k+1)+1 = k+ 2 problémes ont été fournis en
tout (on a fourni un probléme supplémentaire lors de I’exécution du k®™¢ tour de boucle).

x la variable mini contient le minimum des deux variables précédentes.

x les (k—1)+1 = k premiers coefficients de la matrice ligne U contiennent les simulations des
v.a.r. Uy, ..., Ug (on a mis a jour U(k) lors de I'exécution du k™€ tour de boucle).

Fin du programme

A lissue de cette boucle, c’est-a-dire & lissue du n®™® tour, on est alors assuré que les n

premiers coefficients de la matrice ligne U contiennent les simulations des v.a.r. Uy, ..., U,.

On renvoie cette valeur.

17 disp(U)

o [’énoncé nous incite & écrire des scripts avec des dialogues utilisateurs et des affichages.
Cependant, il pourrait étre pertinent pour cette question de présenter le résultat sous forme
de fonction. On rappelle qu'une fonction permet de réaliser un calcul dont le résultat est
réutilisable par un autre programme. C’est d’ailleurs une des bases de la programmation de
mener une réflexion sur le découpage en sous-fonctions du projet que ’on souhaite coder.

« Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse &
cette question. Cependant, compléter correctement le programme Scilab démontre la bonne
compréhension de la simulation demandée et permet certainement d’obtenir tous les points
alloués a cette question.

On procédera de méme dans les autres questions Scilab.

e On a démontré dans cette question que si une propriété décrivant le contenu des variables
sommeX, sommeY, mini et U était vérifice au rang k — 1 (avant le k*™° tour de boucle) alors
elle était encore au rang k (& l'issue du k°™° tour de boucle et donc avant le (k+ 1) tour
de boucle).

Cette propriété est ce qu'on appelle un invariant de boucle. Elle permet de s’assurer que
la fonction implémentée est correcte et notamment qu’a lissue du dernier tour de boucle la
variable U contient bien les simulations des v.a.r. Uy, ..., U,. 0

d) Quelle(s) instruction(s) faut-il ajouter pour afficher la valeur de S,, 7

Démonstration.

Par définition, pour tout n € N*| .S, est la v.a.r. qui prend pour valeur le nombre de problémes
résolus par A dans la liste des n premiers problémes résolus.

Autrement dit, S,, est le nombre de v.a.r. Uy, ..., U, qui ont pris la valeur 1 au cours de
I’expérience. Ces v.a.r. prenant uniquement la valeur 0 ou 1, on peut alors en conclure :

VneN, S, = 3. Uk
k=1

Dans le programme précédent, on a créé une variable informatique U, matrice ligne de taille
1 x n destinée & contenir la simulation des v.a.r. Uy, ..., U,. Il suffit de sommer tous les
coefficients de cette matrice pour obtenir la simulation de la v.a.r. S,. L’affichage est alors
réalisé par la fonction disp.

17 disp(sum(U))
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Commentaire \

L’énoncé n’oblige pas a traiter cette question en n’utilisant qu’une seule instruction. Par
exemple, il est tout & fait possible de simuler cette v.a.r. S, & ’aide d’une variable infor-
matique S mise a jour par une structure itérative.

Plus précisément, on pouvait écrire le programme suivant & 'issue du précédent :

1 S=0

2 for k = 1:n

3 S =8 + Uk)
4 end

5 disp(8S)

En réalité, le calcul de S peut s’insérer dans la structure itérative déja présente dans le
programme précédent :

x la ligne 1 peut s’insérer entre la ligne 7 et 8 du programme précédent.
x la ligne 3 peut s’insérer entre la ligne 15 et 16 du programme précédent.

x la ligne 4 peut s’insérer en derniére ligne du programme précédent.

8. Loi de U,
Dans cette question, on démontre par récurrence sur n > 1 : P([U, = 1]) = p.

a) Démontrer : P([U; =1]) =P([X; < Y1]) =»p.

Démonstration.

QOH

tr e ¢ ¢

e Les

remarque tout d’abord :

L’événement [U; = 1] est réalisé
Le premier probléme résolu I’a été par le groupe A (ou par A et B simultanément)

Le temps de résolution du probléme P; (proposé au groupe A) est inférieur ou égal au temps de
résolution du probléme @) (proposé au groupe B)

La v.a.r. X; prend une valeur plus faible que la v.a.r. Y

L’événement [X; < Yi] est réalisé

Ainsi : [U; = 1] = [X; < Y1)

v.a.r. X1 et Y7 vérifient les hypothéses de la question 5. de la Partie I.

Plus précisément, ce sont deux v.a.r. indépendantes suivant des lois exponentielles de para-
métres respectifs A\=p > 0et p=q > 0.

On

peut alors appliquer le résultat pour U = X7, V =Y; et § =0 > 0. On obtient :

P(X,—0<V]]) = 1—]%(19,*?*0
= 1l—g (carp+q=1cetd=1)
= p (carp+q=1)

Finalement : P([U; =1]) =P([X; <Y1]) =p.
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b) (i) Démontrer, pour tout réel x < 0 : Py, —qj([Y1 — X1 < 2]) = 0.

Démonstration.
Soit z < 0.

o Tout d’abord :

P[U1=1]([Y1_X1<x]) = P([Ulzl] N D/l—Xlgx])

P([Uh = 1])
_ P([X; <Y NV <X +4a]) (d’apres la démonstration de
B IP’([Ul = 1]) la question précédente)
P(2)
= ———— =0 *
P([U1 = 1)) *)

« Il reste & démontrer : [X; < V7]

N [Yl <X1+.’E} = .
Supposons que 1'événement [X; < Y] N

[Y1 < X + 2] est réalisé. Alors :
x 'événement [X; < Y]] est réalisé.

Ainsi, la v.a.r. Xy prend une valeur plus petite que celle prise par Yj.
x Iévénement [Y] < X7 + z] est réalisé.

Ainsi, la v.a.r. Y7 prend une valeur plus petite que celle prise par X7 + x.

On en déduit, par transitivité que X7 prend une valeur plus petite que celle prise par X1 +x.
C’est impossible car z < 0.

Finalement, on a bien : Vo < 0, Py, —q ( Y1 — X; < x]) =0. =

(it) Soit x un réel positif ou nul.

. 1

Etablir : P, -y (Y1 — X1 < 2]) = = P([X1 <Y1 < X +4]),
p

puis calculer Py, —qj([Y1 — X1 < 2]).

Démonstration.
Soit > 0.

« En reprenant la question précédente, on obtient :

P([X: <Y N[V <Xq+a])
P([U, = 1))
1 (car P([Uy =1]) =p

= - < <
D P([X: <Yi <X +a) d’aprés la question 8.a))

Pr—y([Yi — X1 <2]) =

1
Ve >0, Py,—y([Y1— X1 <2]) :];P([Xl <Y1 < X1 +4a])

o La famille < Y1 < Xy +z],[1 > X1+ 2] > forme un systéme complet d’événements.
On en déduit, par la formule des probabilités totales :

P([X1<Y]) = P([(Xi <V NYi<Xi+a])+P([Xs <Y N Y > X +a])

Comme [Y] > X; + 2] C [Xy < Yi]alors: [X; <Y N[V >X)+a]=[Y1 > X+
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On en déduit, en réordonnant les termes de 1’égalité précédente :

P([X1 <Y1 <Xi+42]) = P([Xi<Yy])-P([V1 > X1 +2a])
= P([Xi <)) - (1-P([V1 <Xy +4a]))
<n]) - (1-P(M1-2<X1]))

(en appliquant la question 5.b)
= p—(l— X — P e_q‘”>> avec U =Y, A=4¢q, V = X,
pTa p=petf=x2>0)

= p—(pet7) (carp+q=1)
= p (1—-e77)

1
Finalement : Va > 0, IP’[UFH([Yl —X; < x]) = - IP’( (X1 <Y1 <Xy —f—x]) =1-e79%,
p O

=

c) On peut interpréter ce résultat en disant que la loi conditionnelle de Y1 — X1 sachant [Uy = 1]
est une loi exponentielle. Quelle est son paramétre 7
Par analogie, quelle est la loi conditionnelle de X; — Y7 sachant [U; = 0] 7 (on n’attend pas une
démonstration précise mais un argument de bon sens pour justifier le résultat proposé).

Démonstration.

« La loi conditionnelle de Y7 — X sachant [U; = 1] est celle d’une v.a.r. Z qui suit la loi expo-
nentielle de paramétre g. En effet :

0 six <0
Vz € R, P[Ul:l]([}/l—Xlgx]) = Fz(x) =
1—e 7% six >0

La loi conditionnelle de Y7 — X sachant [U; = 1] est la loi £ (g).

Commentaire .

« Rappelons que la fonction de répartition d’une v.a.r. caractérise sa loi. En particulier,
donner la fonction de répartition d’une v.a.r. , ¢’est donner sa loi.

o Lorsque I'on cherche la loi conditionnelle d’une v.a.r. X sachant un événement A, on cherche
la loi de X dans le contexte ol ’événement A est réalisé. Se placer dans ce contexte, c’est
considérer P4 en tant qu’application probabilité, en lieu et place de IP.

o Sila v.a.r. X est discréte, sa loi conditionnelle sachant I’événement A est la donnée :
x de son ensemble image X (12),
x des valeurs P4 ([X = z]) pour tout z € X ().

o Sila v.a.r. X est a densité, sa loi conditionnelle sachant I’événement A est la donnée :
x de son ensemble image X (),
x de la fonction z — P4 ([X < z]).

En réalité, cette derniére définition est aussi utilisable dans le cas discret, puisque la
fonction fournie dans le deuxiéme point permet des déterminer les valeurs de la famille

(PA( [X = a] ))xex(g)'
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o De maniére générale, on a démontré que si U et V sont des v.a.r. indépendantes qui suivent
chacune une loi exponentielle de paramétre respectivement A > 0 et p > 0, alors la loi condi-
tionnelle de V' — U sachant I’événement [U < V] est la loi € (u).

En appliquant ce résultat a U = Y1, V = X1, on démontre que la loi conditionnelle de X; — Y]
sachant I’événement [Y] < X] est la loi & (p).

« Pour conclure, il reste a remarquer
P(Y1<X1]) = P([Vi<Xi]) (d’apres la question 4.)
- (<)
=)
= 1-P([U; =1])

= P([U; =0]) (car ([Up =0],[Uy =1]) est un

systeme complet d’événements)

On peut en conclure que la loi conditionnelle de X; — Y] sachant [U; = 0] est la loi £ (p).

Commentaire

« Dans ce qui précéde, on démontre : P([Y; < X1]) = P([U; =0]). Cela ne démontre pas
pour autant que les deux événements [Y; < Xi] et [U; = 0] sont égaux.
I n’est donc pas démontré que la loi conditionnelle de X; —Y] sachant [X; < Y7] est la méme
que la loi conditionnelle de X7 — Y7 sachant [U; = 0]. Pour ce faire, il faudrait démontrer
que pour tout z € R, ]P)[YléXl]([Xl —Y < IL’]) = P[Ulz()]([Xl —Y; < :L’] )

o On peut le faire en remarquant que pour tout = € R :
Pry,<x,) ([X1 — Y1 < a])
P([v1 < X1])

P(V1 < X1 <Yi+a])
P([U1=0])

P([Yi < X1 <Yi+2] U [Xi =Y1])
P([t =0])

—

IP’( Y1 < X1 <Y1+ 7] ) + IP’( (X1 =Y1] ) (par incompatibilité

P([U; =0]) des événements)
B P([Y1<X1<Y1+$]) (CCLT]P)([Xlzyl]):O
B P([Uy =0]) d’apres la question 4.)
_ P(M <Xy N [X; <Yi+4a])
- P([Uy =0])

_ P([i=0n[Xi<Yi+a]) _
N P([U =0]) = P—g([X1 - Y1 < 1])

« La maniére dont est formulée la question n’améne pas a un développement théorique. Celui-
ci est donné ci-dessus par rigueur mais n’était certainement pas attendu par le concepteur.

\. J
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d) On suppose que n € N* et P([U,, =1]) = p.
Déduire de cette hypotheése et de la question précédente :

P=1)([Uns1 =1]) =p et Ppy—q([Uns1=1]) =p

Démonstration.

Déterminons P, —y ([Un41=1]).

o Silévénement [U; = 1] est réalisé, c’est que le premier probléme résolu I’a été par le groupe
A. Autrement dit, le premier probléme résolu est P;.
Il reste & déterminer I'ordre de résolution de tous les autres problémes.

« Pour ce faire, on peut considérer une nouvelle expérience, notée (E7), commengant a la date
de résolution de P;. Le premier probléme fourni au groupe A aprés cette date est Ps, le suivant
P3, etc. On peut alors noter pour tout ¢ € N* :

x A; = Piy1, le i probléme posé au groupe A lors de I'expérience (E1).
x W; = X;11, la v.a.r. qui prend pour valeur le temps de résolution du probléme A;.

Pour le groupe B, la modélisation est un peu différente car le probléme ()1 est encore en
cours de résolution & la date de résolution de P;. A cette date, le groupe B a déja réfléchi au
probléme )1 pendant un temps X;. Ce probléme ne sera résolu qu’aprés ajout d’un temps
de résolution Y7 — Xi. On note alors B; = Q)1 le premier probléme proposé au groupe B et
Z1 =Y1 — X le temps de résolution de B; dans l'expérience (E).

Par ailleurs, on note, pour tout ¢ > 2 :

x B; = Q;, le i®™° probléme posé au groupe B lors de I'expérience (Fy).
x Z; =Y;, la v.a.r. qui prend pour valeur le temps de résolution du probléme B;.

Enfin, pour tout ¢ € N*, on note V; la v.a.r. qui prend pour valeur 1 si, lors de 'expérience
(E1), le i probléme placé dans la liste a été résolu par le groupe A et qui prend pour valeur
0 dans le cas contraire.

« Résumons les données de la nouvelle expérience (E7) :

x le groupe A doit résoudre dans l'ordre une suite de problémes (A;);cn+-
On a alors noté (W;);en+ la suite dont les v.a.r. prennent pour valeur le temps de résolution
de ces problémes par le groupe A.

x le groupe B doit résoudre dans I'ordre une suite de problémes (B;);enx-
On a alors noté (Z;);cn+ la suite dont les v.a.r. prennent pour valeur le temps de résolution
de ces problémes par le groupe B.

x & ce jeu est associé un espace probabilisé (2, &7, Py, —1)).
On peut alors remarquer (démonstration a suivre (x)) :
» pour tout i € N*, W; suit la loi € (p) et Z; suit la loi € (q).
» pour tout ¢ € N*, les v.a.r. Wy, ..., W, Z1, ..., Z; sont indépendantes.

« L’expérience (FE7) ayant précisément les mémes hypothéses que lexpérience de I’énoncé, on
peut en conclure :

(probabilité de [V,, = 1] (probabilité de [U,, = 1] dans
dans Uespace probabilisé Py, _q([Vo =1]) = P([U,=1]) Uespace probabilisé associé a
associ€ a (Eh)) lexpérience de l’énoncé)
I I
P~y ([Un41 = 1]) p

Pir=1]([Uns1=1]) =p
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« Il reste & démontrer (x) :

» soit ¢ € N*. Par définition, W; = X; 1.
Soit z € R. On a :

Py (Wi <)) = Py ([ X <a])
= P[X1<Y1] ( [Xi'*'l < x] )

P([X1— Y1 <0] N [Xip1 < a))
P([X1 <11])

w X ]P)([Xz—‘,-l < JZ]) (CCW' les v.a.r. Xl — Yl et

= Xi4+1 sont indépendantes par
P S le lemme des coalitions)

= P([Xit1 <2])

Ainsi, la loi de W;, dans 'espace probabilisé (2, o7, IF’[UFH) est la loi de la v.a.r. X;.

Vi e N*, W; — € (p)

Par ailleurs, par définition : Z1 =Y, — Xj et : Vi > 2, Z; = Y.

En question 8.c¢), on a démontré que la loi conditionnelle de Z; sachant [U; = 1] est la loi
€ (). Autrement dit, la loi de Z; dans 'espace probabilisé (€2, &, Py, —1)) est la loi € (q).

Enfin, pour tout ¢ > 2 et tout € R, on démontre comme au-dessus :

P (12 <)) = B([¥i <a])

Vi e N*, Z; < € (q)

» pour tout ¢ € N*, les v.a.r. Wi = Xo, ..., Wi=Xiq1, Z1=Y1—-X1,2o=Ys, ..., Z; =Y,
sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions et car, par hypothése de 1’énoncé, les
va.r. X, ..., X;, Y7, ..., Y; sont indépendantes.

« La démonstration de : Py, —q) ( [Unt1 = 1] ) = p est en tout point similaire a ce qui précéde.
On se place dans le contexte ou le premier probléme résolu I'est par le groupe B.
Mathématiquement, cela revient a considérer ’espace probabilisé (€2, <7, ]P’[UFO]).

On s’intéresse alors a la nouvelle expérience (Ej) obtenue en considérant les suites de v.a.r. et
de problémes suivants :

lezXl—YletAlzpl et : VZ}Q,WIZXZetAZ:Pz
x Vi e N*, Z; = Y11 et B; = Qiy1.

« pour tout i € N*, Vj est la v.a.r. qui prend pour valeur 1 si le i*™€ probléme de I’expérience
a été résolu par le groupe A et, qui prend pour valeur 0 dans le cas contraire.

La nouvelle expérience (Ey) a précisément les mémes hypothéses que celles de 1’énoncé. Ainsi :

(probabilité de [V, = 1] (probabilité de [Uy, = 1] dans
dans l’espace probabilisé Py, —q) (Va=1]) = P([Uy=1]) Uespace probabilisé associé a
associé a (Fy)) Pexpérience de l’énoncé)
I I
Py =o) ([Unt1 =1]) p

‘ P =) ([Uns1 =1]) =p ‘

25



ECE2 Mathématiques

Commentaire \

o Si chaque étape de la démonstration est a portée d’un bon éléve de classe ECE, la prise
d’initiative est beaucoup trop importante pour espérer qu’un éléve en vienne & bout. Cette
question n’a donc pas le réle discriminant qu’ont généralement les questions de concours :
classer les éléves selon qu’ils ont traité de maniére satisfaisante ou non la question.

La présence d’une telle question permet de comprendre la stratégie a adopter lors des concours :

- il est essentiel de savoir repérer les questions les plus difficiles. Elles permettent de discri-
miner les candidats puisqu’il faut avoir du recul pour juger du niveau d’une question.

- il faut aborder ces questions en ayant en téte que le correcteur sera plus indulgent pour les
candidats qui s’y aventurent. Cependant, il ne faut pas perdre du temps a essayer de les
traiter jusqu’au bout : le nombre de points alloués ne sera certainement pas & la hauteur
du temps investi pour traiter une telle question.

Il ne faut donc pas hésiter a passer les questions les plus difficiles et aller chercher les points

ou ils sont, a savoir sur les questions plus abordables du sujet.
\ D v

e) Conclure.
Démonstration.
Il s’agit de démontrer par récurrence : Yn € N*, P(n) on  P(n): P([U, =1]) = p.
» Initialisation :
D’aprés la question 8.a) : IP’( Uy = 1]) =p.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. P([Upt1 =1]) = p).

Par hypothése de récurrence, IF’( U, = 1] ) = p.
On peut donc en conclure, d’aprés la question précédente :

P=1j([Unt1=1])=p et Py —_q([Un+1=1])=p

La famille ([U; = 0], [U; = 1]) forme un systéme complet d’événements.
On en déduit, par la formule des probabilités totales :

P([Uni1=1]) = P([Uh =10 [Upp1=1]) +P([U1 =0] N [Uns1 =1])
= P([Ulzl]) x P[U1=1}([Un+1:1])+P([U1:0]) X P[Ulzo}([Un+1:1])
= pxp+(1—p) xp

= P+

D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N*, P(n). 0

9. On montrerait aussi par récurrence, et nous ’admettrons, que pour tout n € N*, les variables
aléatoires Uy, ..., U, sont mutuellement indépendantes.
En déduire la loi de S,,.

Démonstration.

n
o On a démontré en question 7.b) que, pour tout n € N* : S, = > Uy.
k=1
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« Par ailleurs, par définition, pour tout k € N* : U, (Q2) = {0, 1}.
Ainsi, toutes les v.a.r. de la suite (Uy)ren+ suivent une loi de Bernoulli.
Or, d’aprés la question précédente :

Vk e N*, P([U, =1]) =p

Vk € N*, U, — B(p) = B(L,p).

e Les v.ar. Uy, ..., U, étant mutuellement indépendantes, on peut conclure, par stabilité par

n
somme des lois binomiales : > Uy — B(1+...+1,p).
k=1

Vn € N*, > Up < B(n,p).
k=1 [l

Soit r € N, on s’intéresse, dans les questions qui suivent, & la probabilité a, de ’événement :

« il existe un n > r tel que, lorsque n problémes
A, : en tout ont été résolus, le groupe A en a résolu
r de plus que le groupe B »

10. a) Justifier : ag = 1.

Démonstration.

o L’événement Ag est réalisé si et seulement si il existe un entier n > 0 tel que, lorsque n
problémes en tout ont été résolus, le groupe A n’en a résolu aucun de plus que le groupe B.

o Autrement dit, I’événement Ag est réalisé si et seulement si il existe un moment du jeu au
cours duquel le groupe A et le groupe B ont résolu autant de problémes.
C’est le cas au tout début de I'expérience : lorsqu’aucun probléme n’a été résolu, le groupe A
n’a aucune avance sur le groupe B.

e On en conclut que I’événement Ag est réalisé.

Ainsi : Ag = Q et IP)(AQ) = P(Q) =1. 0

b) Démontrer, pour tout r > 1 :
Py, =1)(Ar) =P(Ar1) et Pry,—)(4r) = P(Ar41)

Démonstration.
Soit r € N*,

o L’événement A, est réalisé si et seulement si il existe un entier n > r tel que, lorsque n
problémes en tout ont été résolus, le groupe A en a résolu r de plus que le groupe B.
Autrement dit, ’événement A, est réalisé si et seulement si il existe un moment du jeu au
cours duquel le groupe A posséde une avance de r problémes sur le groupe B.

o Sil’événement [U; = 1] est réalisé, c’est que le premier probléme résolu, 'a été par le groupe
A. Le groupe A a donc un probléme d’avance sur le groupe B au moment ou 1 seul probléme a
été résolu. Dans ce cas, A, est réalisé si et seulement si, en poursuivant I’expérience, le groupe
A parvient & prendre une avance supplémentaire de r — 1 problémes. Cela se produit avec
probabilité P(A,_1).

Finalement : Vr € N*, Py, _11(A,) = P(A,—1).
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« De maniére similaire, si I’événement [U; = 0] est réalisé, c’est que le premier probléme résolu,
I’a été par le groupe B. Le groupe B a donc un probléme d’avance sur le groupe A au moment
ou 1 seul probléme a été résolu. Dans ce cas, A, est réalisé si, en poursuivant I’expérience, le
groupe A parvient a prendre une avance supplémentaire de r 4+ 1 problémes.

Cela se produit avec probabilité P(A,41).

Finalement : Vr € N*, Py, g (A;) = P(Ar41).

O
o 1 P
¢) En déduire, pour tout r > 1 : @41 = — ar — = ap_1.
q
Démonstration.
Soit r € N*.

o La famille ([U; = 0], [U; =1]) est un systéme complet d’événements.
On en déduit, par la formule des probabilités totales :

P(Ar)
= P([U1=01NA4,)+P([Uh =1 N 4,)

(avec P([U1 =0]) =1—p#0
et P([Uh=1]) =p#0)

= (1—p) xP(Ars1) +px P(A_) (d’apres la question précédente)

= P( [Ul = 0]) X P[Ulzo] (AT) —I—P( [Ul = 1]) X P[U1:1] (AT)

= ¢ XOr41+pXar—
o En réordonnant les termes de 1’égalité précédente, on obtient :

qgXar41 = Qp — P X Ar-1

p
Apr — = Qr—1

1
donc ry1 = —
' q

1
On a bien : Vr € N* a,411 = 5 ay — P Ar_1.

O

d) En remarquant que 1 —4pg = (1 — 2p)?, donner une expression de a, en fonction de p, g, r et
de deux constantes que 1’on introduira.

Démonstration.

o Remarquons tout d’abord :

1—4pg = 1-4p(1-p)
= 1-(4p—4p?
= 1—-4p+4p?
= (1-2p)y

1—4pg=(1-2p)?

1
« La suite (a,),en vérifie : Vr € N, ap40 = = apy1 — p ar.
q q

C’est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
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— L’équation caractéristique associée a la suite (a,)qen est : 22 = % T —
Notons P le polynéme : P(X) = X2 — % X+ g.
Ce polynéme admet pour discriminant :

2 _ 1-9 2 _ 2
A — (_1> —4><1><<p> _ %_43 _ ! glpq _ 2p) _ (1 2p>

q q q q q q q

ISHiS]

Comme A > 0, ce polynome admet deux racines (éventuellement égales) :

(4)1va

[1—2p|
+ 14T —2p|

Q=

T 2 T2 T 2
_ <_;> VA 1 N2
¢ ¢ 1-[1-2
ot . — a _ 4 a _ _ | p|
2 2 2¢

Remarquons alors :
xsip>2 (A>0)alors1 —2p<0et|l—2p|=—(1-2p)=—1+2p. Ainsi:

_14+1-2p 2(1-p)
- 2¢  2g

et T_ =1

. _A-X+2p p
T2 g

xsip<3 (A>0)alors1—2p>0et|l—2p =1—2p. Ainsi:

_1+1—2p_2(1—p)_1 . A -X+2p p
Ty = = = e €rT = — =
2q 2¢q 2¢q q

1 1
:7:7:1

1
rTiL =r_ — —
+ 2¢ 2(1-p) 2

Ainsi, si p # %, P posséde deux racines distinctes : 1 et g.

Etsip= %, P posséde une racine double : 1.

Commentaire

« On pouvait aussi remarquer que le réel 1 est racine de P puisque :

1L p_g=-14p (@+g-1_
7 q q q

0

Ainsi, on peut factoriser le polynéme P comme suit :

P(X)=(X-1) (X— 2)

On retrouve alors que la 2°™€ racine de P est %.

« La formulation de ’énoncé (qui demande de démontrer au préalable : 1—4pq = (1—-2p)?),
nous incite & rédiger en passant par le calcul du discriminant de P.
Cela a du sens car la racine 1 n’est peut-étre pas si évidente.
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— Deux cas se présentent alors :

VreN, a,=Ax ()" +puxrx 1) ' =A+pur

Sip:%:VTEN, ar =A+pr.

Vr € N, ar:/\x(l)’”—i—ux(p) = A+ i X <p>
q q

SipALl:ivreN, a=A+pu (2)

q

1
11. Lecasp > 3

1 1
Montrer que, dans les cas p = 3 et p > 3 la suite (a,)ren est constante et égale a 1.

Démonstration.

Deux cas se présentent.

« Sip= 21 alors, d’aprés la question précédente :

VreN, a,=A+pur

Démontrons alors : u = 0. On procéde par I'absurde.
Supposons : u #£ 0. Alors :
x sipg>0, lim a = lim (A4pr) = +oo

****** r—400 r—400

lim AN+pr) = —o0

****** r—-+00 r—-+00

Or, la suite (a,)ren est bornée :

vreN, 0 < P(4,) < 1

Qr

On en déduit que si (a,)ren admet une limite, celle-ci est forcément finie.
C’est impossible lorsque pu # 0, d’aprés ce qui précéde.

Ainsi, si p = %, alors u=0et:Vr e N, a, = \.

La valeur de A est obtenue en considérant »r = 0. On obtient : A = a9 = 1 (d’aprés 10.a)).

Ainsi,sip:%:VreN,arzl.

VreN, ap = A + p <p>
q

Remarquons tout d’abord :

Comme p > % alors ¢ < %
donc % > 2
donc g > 1
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Démontrons alors : g = 0. On procéde par I'absurde.

Supposons : p # 0. Alors :

T
x si g >0, comme 2 >1alors: lim a, = lim ()\—F,LLX(B)) = +o0
****** q r——+o00 r—+00 q
,
x siu<0,, comme 2 >1alors: lim a, = lim ()\—i—,ux(ﬂ)) = —00
****** q r—+00 r——+00 q

Comme précisé, dans le point précédent, ceci est impossible car la suite (a;,),en est bornée.

On en conclut, comme au point précédent, u=0et : Vr e N, a, = A= 1.

1
12. Lecas p < 3

a) Soit k un entier naturel.

(i) Etablir : Aoy = |J [So; =i + k.

1>k

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord que, pour tout n € N, S,, prend pour valeur le nombre de problémes
résolus par A lorsque n problémes en tout ont été résolus.

o Remarquons alors :

i

L’événement Agj est réalisé

Il existe un entier n > 2k tel que, lorsque n problémes en tout ont été résolus, le
groupe A en a résolu 2k de plus que le groupe B

Il existe un moment du jeu au cours duquel le groupe A posséde une avance de 2k

problémes sur le groupe B . . .
x B a résolu j problémes

Il existe un entier j € N tel que | 4 4 résolu j + 2k problémes
alors que j + (j + 2k) = 2j 4 2k problémes ont été résolus en tout

Il existe 7 € N tel que, lorsque 25 + 2k problémes en tout ont été résolus, j + 2k 'ont

< été par le groupe A
& Il existe j € N tel que, Syj4ox prend pour valeur j + 2k
& Il existe j € N tel que, [Saj40k = j + 2k] est réalisé
o L’événement 'UN [S9j1ok = J + 2K] est réalisé
je€
On en déduit :
00 .
Agye = U [S2jt2r = J + 2K]
j=0
tee . (avec le changement
= U S =itk dindice i = j + k)
00 )
Agp = U [SQi:l+k] =
i=k
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21 . )
(i1) Montrer que pour tout i > k, on a : P([Sy; =i+ k]) = ( —|—Zl~€> pitk gk,
i
Démonstration.
Soit ¢ > k.
« D’aprés la question 9., Sa; < B (2i,p). Ainsi :
Vj € [[072ZH’ P([S%:]]) = j p7q
« Comme k € [0, 1], alors on peut appliquer cette égalité en j =i + k € [0, 2¢]. On obtient :
P([Soi=i+H) = 2i itk 2i=(i+h) 2i it gih
' i+k i+k
Vi k, P([Su=i+k]) = 21 Ptk ik
= 9 7 ’L—’— ]{: D
2i i
(i1i) Apres avoir donné la valeur de la somme ) ( ,), démontrer :
j=0
Vi >k, (,21 ) <4
1+ k
Démonstration.
« Tout d’abord :
2i ; 2 :
> (2.2> > (2?) 19 x 1273
3=0 \J 7=0 \J
B % (par la formule du
= 0+ binome de Newton)
— 92 _ (22)2' — g
£ ()
3=0 \J
« Tous les termes cette somme étant positifs, on en déduit :
21 itk-1 (22) < 21 > 2i <22> 2i <2Z> .
. < . +{ . + . = ) =4
(ZJFk) ( 32:30 J i+ k j:g:lfﬂ J j=o0 \J
21 ,
Ainsi : Vi > k, ( ! > < 4
i+ k 0
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(iv) En déduire 'inégalité :

oo o p\" (4pg)*
EkP([S%_kH]) S <Q> 1 —4pgq

Démonstration.
o Tout d’abord, pour tout ¢ > k :

P([Sy =k+i]) = z+lkz> pith gk (d’apres la question 12.a) (1))
27
— k —k i 0
= Pgq <Z—l—k> pyq

<

k .
Vizk,P([Sy =k+i]) < <§> (4pq)" (%)

o La série ) (4pq)i est une série géométrique de raison 4pgq. Or :
i

1 (d’apres Uinégalité classique obtenue par ’étude
= - < -
rq Ap(l=p) < 4x 4 de la fonction polynomiale x — x (1 —x))

Notons que 1’égalité n’a lieu que si p = %, ce qui est exclu (on traite le cas p < % dans cette
question 12.). Comme de plus p # 0 et ¢ # 0, on en conclut : 4pq € 10, 1].

Ainsi, la série ) (4pq)l est convergente.
i

On en déduit alors, par I'inégalité () et par critére de comparaison des séries a termes

positifs, que la série Y P([S2; = k + ] ) est aussi convergente.
1>k

« Ainsi, en sommant les inégalités () on obtient :
+o0 ) +o0 P k i
> P([Sei=k+i]) < (> (4pq)
i=k i=k \4
koo
p i
= | = dpq
(q ) i=k ( )
p\* itk o
= (= (4pq) (par décalage d’indice)
q i=0
p\" =
= (5) WUra)” X (4pq)
q i=0
p g k
= | = 4
<Q> (4r9) L —4pq
J'io P( [SQ —k+ Z]) < <p> (4PQ)I<;
= S \a) 1-4pg O
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1
b) Montrer en utilisant I'inégalité de Boole (voir question 6.) que si p < 2 alors : klim ast, = 0.
—+00

Démonstration.
o D’apreés la question 12.a)(%), pour tout k € N :

—+00
Agp = U [Sgizi—f—k]
i=k

o La série Y P([S2; =i + k]) est convergente d’aprés la question précédente.
i>k
On en déduit, par I'inégalité de Boole (question 6.b)) :

P<+Ljo [S2i—i+k’]> < %OIP’([SQi:i+k])
i=k i=k

1 —4pq question précédente)

(p)k (4pg)* (d’apres la
q

« On en conclut : N i
4
0 < ]P)(A%) g <p> %

q/) 1—4pq
Or:
X lim 0= 0,
k——+o0
k k
4
% lim (p) (4pq) =0 car
k—+oo \ ¢ 1 —4pq
» lim (4pq)* = 0 car 4pq € ]0,1[ (d’aprés la question précédente)
oo
p\*
» lim () =0 car 2 € ]0,1[ (par une méthode similaire a la question 11.)
k—+co \ q q

Ainsi, par théoréme d’encadrement, la suite (agx)ren est convergente, de limite nulle. |

1 T
¢) Conclure en utilisant la question 10.d), que si p < 2 alors : Vr € N, a, = <p> .
q

Démonstration.

.
o En question 10.d), on a démontré : Vr € N, a, = A+ p (g) .

Ainsi, pour tout k € N, en appliquant I’égalité précédente a r = 2k € N, on obtient :

o\ 2
age = A+ p ()
q

2k
e Or, comme vu dans la question précédente : lim <E> = 0.
k—+oo \9
On en déduit : lim a9 = .
k——+o0

.
Par unicité de la limite, on en déduit A\=0et : Vr € N, a, = p <p> .
q

o Enfin, en appliquant cette égalité en r = 0, on obtient : ag = u.

=
Comme ag = 1, on a bien : Vr € N, a, = () )
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On a ainsi établi dans les questions 11. et 12. :

(p) sip<
Vr € N, q

Ay =

1 sip>

N~ N

Ce résultat pourra étre admis et utilisé dans la suite du sujet.

Partie III - La blockchain et la stratégie de la double dépense

On utilise, dans cette partie, les notations et résultats de la partie 11.

Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

La blockchain est formée d’une suite de blocs, chacun associé a plusieurs transactions. Elle contient
I’historique de toutes les transactions effectuées depuis la création du bitcoin.

Avant d’étre placé dans la blockchain, un nouveau bloc doit étre validé. Cette validation nécessite la
mise en oeuvre d’une grande puissance de calcul pour résoudre un probléme dépendant fortement du
contenu du bloc et des blocs qui le précédent.

Les individus qui valident les blocs sont appelés mineurs.

Il est possible qu’a un instant donné, coexistent sur le réseau deux blockchains, valides et différentes.
Dans ce cas, le réseau choisira celle qui comporte le plus de blocs et 'autre sera abandonnée.

Par prudence, lorsqu’un bloc est validé, il est recommandé d’attendre que n — 1 blocs le suivant soient
aussi validés pour considérer que les transactions incluses dans le bloc soient honnétes.

Un groupe de mineurs mal intentionnés, noté A, peut essayer de dépenser deux fois les mémes bitcoins
en procédant ainsi :

o le groupe A demande la validation de ’achat d’un bien d’un montant de s bitcoins qu’il a en sa
possession.

« lorsque le bloc K incluant cette transaction est proposé & la validation sur le réseau, A modifie ce
bloc en K’, qu’il ne diffuse pas, en remplacant I’achat par une vente des s bitcoins en euros a son
profit par exemple. Il se met alors a la validation de ce nouveau bloc et crée ainsi une deuxiéme
instance de la blockchain qu’il continue & développer sans la diffuser.

« lorsque le groupe B, représentant ’ensemble des autres mineurs du réseau, a validé K ainsi que les
n — 1 blocs suivants, le vendeur du bien considére que la transaction est valide et fournit le bien.

« le groupe A attend alors d’avoir une blockchain plus longue que celle de B, qui est publique, pour la
diffuser donc invalider la blockchain publique et I’achat du bien. Le crédit en bitcoins du vendeur du
bien est alors annulé.

On reprend et on compléte la modélisation de la partie précédente pour déterminer la probabilité que
la stratégie de la double dépense réussisse et le choix de n pour que cette probabilité soit faible.

Une premiére phase du jeu, décrit dans la partie 11, s’achéve a I'instant aléatoire ¢ ou le probléme @,
est ajouté a la liste des problémes résolus.

Le groupe de mineurs A est ensuite déclaré vainqueur s’il se trouve un instant ¢ > ¢ ou le nombre
de problémes résolus par A dans la liste des problémes résolus depuis le début du jeu, est strictement
supérieur au nombre de ceux résolus par B dans cette méme liste. On note G,, cet événement.

On détermine, dans cette partie, la probabilité de GG,, en fonction de n et de p.
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13. On s’intéresse tout d’abord a la loi de la variable aléatoire T}, égale au nombre de problémes résolus

par le groupe A lorsque 'on place @), dans la liste des problémes résolus.

a) Démontrer, pour tout k € N : [T}, = k] = [Spyk—1 = k] N [Up1x = 0].

Démonstration.
Soit £ € N.

L’événement [Sy4+x—1 = k| N [Upyr = 0] est réalisé

< L’événement [S,yr—1 = k| est réalis¢  ET

Dans les n 4+ k — 1 premiers problémes

ET
résolus, k l'ont été par le groupe A

Sur les n + k — 1 premiers problémes,
<k ont été résolus par le groupe A, et  ET
n — 1 'ont été par le groupe B

Sur les n + k — 1 premiers problémes,
k ont été résolus par le groupe A

problémes ont été résolus par le groupe A

< L’événement [T, (w) = k| est réalisé

I'événement [U, 4 = 0] est réalisé

le (n + k)®m probléme a été résolu par le
groupe B

le probléme suivant (le (n + k)

tme) o 6té

résolu par le groupe B (qui a donc résolu n
problémes en tout sur les n + k premiers)

On en déduit : [T}, = k] = [Sptk—1 = k] N [Upsr = 0].

k—1
b) En déduire : P([T,, = k]) = (n +k >pk q".

Démonstration.
Soit k£ € N.

« D’aprés la question précédente :

BT = k) = P([Snrie1 = k] N [Unsr = 0)

n+k—1
e Or, d’aprés la question 9. : Spik—1= Y. Uj.
i=1

ET @y est le (n + k)®™¢ probléme résolu

Lorsque Q,, apparait dans la liste des problémes résolus (c’est le (n + k)®™€ résolu), k

Ainsi, par lemme des coalitions, les v.a.r. Sy, r—1 et U,1x sont indépendantes.

e On en déduit :

BT = k) = B(Suriot = K]) x BTy, = 0]

n+k—1 N
_ ( >pkq(n+k' DK ¢

k

B n+k—-1\ . .
= k b q

(d’apres les questions

8 et9.)

VkeN, P([T, =k]) =

(

n+k—1
k

>p’“ q"
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14. a) En utilisant la formule des probabilités totales, établir :

Démonstration.

o Le famille ( [T, = k] ) pen forme un systéme complet d’événements.
Par formule des probabilités totales :

B(Gy) = §P<[Tn=kman>
- §P<[Tn=k]>%:m<an> (car : Vk €N, P([T,, = k) #0)

« Soit k € N.
Si I'événement [T, = k] est réalisé, c’est que, lorsque @, est résolu par le groupe B, le groupe A
a déja résolu k problémes. Deux cas se présentent alors :

x si k € [0,n], alors I'événement G,, est réalisé si et seulement s'il existe un instant ¢’ > ¢ ou le
nombre de problémes résolus par le groupe A est strictement supérieur au nombre de problémes
résolus par le groupe B

(on rappelle que t est instant ot le probléme Q,, est résolu par le groupe B)
Comme 'événement [T}, = k] est réalisé, a U'instant ¢ :

- le groupe A a résolu k problémes (k € [0,n])

- le groupe B a résolu n problémes.

Le groupe A a donc n— k problémes de retard sur le groupe B. L’événement G,, est donc réalisé
si et seulement s’il existe ¢’ > ¢ ou le groupe A a résolu n — k + 1 problémes de plus que le
groupe B, c’est-a-dire si et seulement si I'événement A,,_jy1 est réalisé.

On en déduit : P[Tn:k](Gn) = ]P(Anfk#»l) = Ap—Fk+1-

x si k € [n+1,+00], alors I’événement G, est toujours réalisé. En effet, a l'instant 7' ou le

probléme @, est résolu par le groupe B :
- le groupe A a résolu k problémes (k > n)

- le groupe B a résolu n problémes.

On en déduit : Pip,—1(Gr) = 1.

« On en conclut :

P(Gn) = Z ]P([Tn = k])P[Tn:k}(Gn) + —*—ZOO ]P)([Tn = k]) P[Tn:k}(Gn)
k=0 k=n+1

= Y BT =K a5 P((Tn = )
k=0 k=n+1

— kz::0 P([T, = k]) any1—k +P([Tn = n +1))

Finalement : P(G,,) = P([T, >n+1])+ i P([T, = k]) ant1—k-
k=0 O
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b)

c)

Dans le cas ou p > —, en déduire : P(G,) = 1.

1
2
Démonstration.

Supposons : p > 3

« Soit k € [0,n]. Comme n — k + 1 € N, d’aprés le résultat établi en fin de Partie IT :

ant1-k = 1

Commentaire

dans un sujet de concours, ce réflexe doit perdurer.

bon cadre d’application de cette propriété (ici r =n+1—k € N).

\.

o Citer les hypothéses d’un théoréme avant son utilisation est indispensable.
Lorsque ce théoréme n’est pas un résultat du cours mais un résultat démontré

o On utilise par exemple dans cette question un résultat démontré dans la partie
précédente. On n’omettra donc en aucun cas de vérifier que 1'on est placé dans le

« On obtient, d’aprés la question précédente :

P(G,) = éo P([T, = k]) x 1+ P([T} = n + 1))

= S RG=H)+ % (T, =)
k=0 k=n+1

(car ( [T, = K| )keN forme

un systéme complet d’événements)

1
De méme lorsque p < o démontrer :

Démonstration.

Supposons : p < X

« Tout d’abord, d’apreés la question 14.a) :

n

P(Gn) = P([Th 2n+1]) + kzo P([Tn = k]) ant1-k
e De plus :
P(T,>n+1]) = 1-P(T, <n+1])

(car T, est a

— — <
1= P([Tn < n) valeurs entiéres)
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« On obtient :

P(Gr) = 1 B([Ty =)+ 3 P(T: = ) ans1

k=0
_ o1 i P(T, = K]) [ 1-— p =k (d’aprés le résultat de fin de
- = L q Partie IT, carn+1—k € N)
n o n+k-—1 " prti=k L
= 1—k20( i )pkq (1_qn+1—k (d’aprés 18.b))
n n+ kE—1 pn+1
B (e
k=0 k g+
n k-1
Finalement : P(G,) =1— ). (n * ) (pk gt —p"t qkil).
k=0 k O
. ) 1
15. Une meilleure expression de P(Gy,) lorsque p < 3
Pour tout x € [0, 1] et n € N*, on pose :
n —1
w(e) = (- 3 (") o
k=0 k
a) Vérifier que pour tout n € N* : P(G,) =1 — u,(p) + b un(q).
q
Démonstration.
Soit n € N*.
1 —un(p) + = un(q)
n s (nt+k—1 p n o (nt+k—1
— - 3 i+l a-ar 3 )d
k=0 k q k=0 k
n o /m+k—1 P n o /m+k—1
k=0 k q k=0 k
nom+k—1 non+k—1 _
— 1_2( L >pkqn+2< L >n+1qk1
k=0 k=0
nofn+k—1 _
_ 1‘2( . >(pkqn_pn+1qk 1)
k=0
= P(Gp) d’aprés 14.c)
Vi € N, B(Gr) = 1= un(p) +  n(a) .
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b) Pour tout = € [0,1] et n € N*, établir la relation :

2n 2n+1
nti(®) = n(e) +(1-2)"a™ <<n - 1) B (n +1 ) x)
Démonstration.

Soit = € [0, 1]. Soit n € N*.
o Tout d’abord :

-y

e B ()

e B L) e B ()

e B (1) e (5 (1) 2 () )

S S (”Zk> g (1 — ) éo (”Z"j ok — gL (1 — gy (2”“) v ()

k=0 n+1

« Simplifions légérement le 2°™¢ terme de la somme (*) ci-dessus.

> (P P (B ol (g P

k=0 k=0
ntl (k-1
= (1-2)" (n—]: ) > ok (par décalage d’indice)
k=1 -

« Rassemblons maintenant les 2 premiers termes de ().

(TN (o PR o (S

k=0 k=1

il in+k n+k—1
— 1— n1 _ k
(=) = << k ) ( k—1 >>x>
n+1 —1
= 1-2)" 1+ (n+: )xk> (par triangle de Pascal)
k=1
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e On en déduit :

un+1(x)
— nn+l n+k—1 k n+1 n 2n+1
= (1-ux) k;o ( i ) ¥ — " (1 —x) nal)?®

() ) (5
= (1-a)" i <n+Z a 1) b 4+ 2"t (1 —z) < 2n > — 2"t (1 — )" (2§j11> x
oo ()1

Vz € [0,1], ¥n € N*, upy1(2) = up(z) + 2" (1 — )" <(n2—17—11> — (2:_'—_1_11) a:)

¢) En déduire, pour tout n € N* :

P(Gny1) = P(Gn) — <1 - 5) (pg)"*! <2:j11)
Démonstration.
Soit n € N*.
P(Gpt1)
= 1—unpa(p) + g Un+1(q) (d’apres 15.a))

= 1- <Un(p) +prtg <<n2f1) - (2:111) p>> +§ (U”(q) tey <<n247:1> - (2:;:11) q))

(d’apres la question précédente)

= (o o) e (25 - (000) ) oo (L2) - () )

2n+1
— _ o+l n _ ) N
P(Gy) —p q (n—|—1>(q D) (d’apres 15.a))

2n+1
_ _ o+l o ntl = _
= P(Gn)—-p""¢q q(n+1>(q )

= P(Gn) — (pg)"+! <2:j11> <1 N Z)

e e — rr (1) g (P
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d) Montrer par récurrence, pour tout n € N* :

Démonstration.

Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n):

» Initialisation :

e D’une part, d’apres 14.¢) :

P(Gy) = 1—§:(1+:_1)Qﬁq—pq‘

o D’autre part :

2
o Vérifions alors : p+g —pq+p2 _P —pq+p2.
q q

2
p+Z—M+f—G M+f>—p+i—

q

On a ainsi bien démontré :

D’ou P(1).
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» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n+ 1) (i.e. P(Gp+1) = = — (1 —=] > i (pq)*).
q 4/ k=1
]P)(Gn—i-l)

— P(Gn) — (1 - Z) (pq)"*+! (2;?11) (dapres 15.¢))

_ (P _({_P\ s (-1 K\ _(1_P nt1 (2n+ 1\ (par hypothése de
B <q (1 q) k§1< k > (pa) > (1 q) (pa) n+1 récurrence)

él (21{:,{_ 1) (Pg) + (?:f) (pq)"“>

16. Application a la sécurisation des transactions

1
Connaissant p < 5 on cherche & limiter le risque que la stratégie mise en place par le groupe de

mineurs A réussisse.

-1
a) Aprés avoir établi la formule (Z) = % <Z 1) lorsque k € [1,n], écrire une fonction Scilab

qui calcule les coefficients binomiaux.

Démonstration.
Soit k € [1,n].
o Tout d’abord :

n n! n!
g (k:) R =) (n—R)!

o Par ailleurs :

n—1\ (n—1)! B n!
" (k:—l) T (-0 - k-0 (k-1 (n—k)

n n—1
Ainsi : = )
insi : k <k> n <k— 1)

1
Dot : Vk € [1,n], (Z) :% (Z_ 1).
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Commentaire \

La relation sur les coefficients binomiaux peut aussi se faire par dénombrement.

Pour ce faire, on considére un ensemble F a n éléments.

(on peut penser 4 une piéce qui contient n individus)

On souhaite alors construire une partie P a4 k éléments de cet ensemble contenant un
élément distingué (on peut penser a choisir dans la piéce un groupe de k individus dans
lequel figure un représentant de ces individus).

Pour ce faire, on peut procéder de deux maniéres :

1) On choisit d’abord la partie a k éléments de E : (Z) possibilités.

On distingue ensuite un élément de cet ensemble P : (’f) = k possibilités.

(on choisit d’abord les k individus et on élit ensuite un représentant de ces individus)

Ainsi, il y a k (Z) maniéres de construire P.
2) On choisit d’abord, dans E, ’élément a distinguer : (711) = n possibilités.

On choisit ensuite k — 1 éléments dans E qui, pour former P, en y ajoutant 1’élément

précédent : (Zj) possibilités.

(on choisit d’abord le représentant puis on lui adjoint un groupe de k — 1 individus)
Ainsi, il y an (Zj) maniéres de construire P.
On retrouve ainsi le résultat.

\. J

o En itérant la formule précédente, on obtient :

(0562 - 3R () - - - mepsse

(cette formule se démontre rigoureusement par récurrence)

« On propose alors la fonction Scilab suivante.

1 function ¢ = CoeffBin(k, n)

2 c=1

3 for i = 1:k

4 c=cxmh-1+1) /1
5 end

6 endfunction

Détaillons les éléments de ce script.

- Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme CoeffBin,
x elle prend en paramétre les variables k et n,

x elle admet pour variable de sortie la variable c.

1 function ¢ = CoeffBin(k, n)

On initialise ensuite la variable ¢ & 1 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder un
produit puisque 1 est 1’élément neutre de 'opérateur produit).

2 c=1
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- Structure itérative

n
Les lignes 3 & 5 consistent & mettre & jour la variable ¢ pour qu’elle contienne la quantité < k‘> .

Or, d’aprés ce qui précéde :

(1) = o) m

Pour cela, on utilise alors une structure conditionnelle (boucle for) :

1:k
cxm-1i+1) /1

for i

C

o s jw

end

Fin de la fonction

N . . ok n—it1 n
A Tissue de cette boucle, la variable c¢ contient la quantité [[ ————— = i)
i=1 t

Commentaire \

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la
réponse & cette question. Cependant, proposer un programme Scilab correct démontre
la bonne de ces mécanismes et permet certainement d’obtenir la majorité des points
alloués a cette question. On procédera de méme dans les autres questions Scilab.

o Comme expliqué plus haut, on initialise ¢ & 1 puisque cette variable doit contenir un
produit, et que le réel 1 est ’élément neutre pour 'opérateur produit.
On rappelle qu’on procéde de méme avec l'initialisation d’une somme stockée dans
une variable S : on initialise la variable S a 0 car le réel 0 est I’élément neutre pour
I'opérateur de sommation.

n
o On remarque que le programme proposé permet bien d’obtenir : <0> =1.
En effet, si k = 0, alors :
1) la variable c est initialisée & 1,

2) la boucle qui suit n’est pas effectuée puisque la matrice 1:0 est une matrice vide,

3) la fonction renvoie donc bien 1 lorsque k vaut 0.

. . . . n n (n—1
« On pouvait exploiter plus directement la relation : ( k;) =z ( 3 1).
On obtient la fonction Scilab suivante :

1 function ¢ = CoeffBin(k, n)

2 if k==0 then

3 c=1

4 else

5 c=(m/ k) x CoeffBin(n - 1, k - 1)
6 end

7 endfunction

On remarque que la définition de la fonction CoeffBin fait appel & elleeméme. On dit
que la fonction CoeffBin est définie de maniére récursive. Cette maniére de coder est
ici rendue naturelle par la formule démontrée juste avant.
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Commentaire

3
« Par exemple, lorsqu’on effectue 1’appel CoeffBin(2,3) (pour obtenir la valeur de <2> ), le

calcul s’effectue de la fagon suivante :

CoeffBin(2,3) = X CoeffBin(2,1)

2 .
X 7 X CoeffBin(1,0)

2 3x2 3
X = X ]_ = =
1 2x1 2
Remarquons que le calcul est certain d’aboutir puisque 'appel CoeffBin(k,n) néces-

site les appels de CoeffBin(k-1, n-1), puis CoeffBin(k-2, n-2), ..., puis CoeffBin(1,
n-(k-2)), et enfin CoeffBin(0, n-(k-1)) (dont on connait la valeur).

N W W N w

b)

Ecrire un script Scilab qui détermine ny, le plus petit entier n tel que P(G,) < € pour p < 5

et € > 0 saisis au clavier par 'utilisateur.

5
1

NB : Pour € = 107* = 0,1% et p variant entre 10% et 32%, on obtient pour la représentation de

p

en fonction de p :

T T T T T T T T T T
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32

Démonstration.

1
On rappelle le résultat suivant, obtenu a la question 15.¢) pour le cas p < 3 :

Vn e N*,  P(Gp1) = P(Gy) — <1 - ];) (pe)™™ (2:4J-r11)

On propose alors le script Scilab suivant.

1 p = input(' Entrez la valeur de p : ')

2 eps = input(' Entrez la valeur de epsilon : ')

3 9g=1-p

4 n=1

5 ProbGn = p/q - (1 - p/q) xp *xq

¢ while ProbGn > eps

7 ProbGn = ProbGn - (1 - p/q) x (p x q) * (n+1l) x CoeffBin(n + 1, 2 x n + 1)
8 n=n+1

9 end

10 disp(n)
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Détaillons les éléments de ce programme.

o Début du programme
On commence par demander & 'utilisateur d’entrer une valeur pour le paramétre p et pour la
précision eps.

1 p = input(' Entrez la valeur de p : ')
2 eps = input(' Entrez la valeur de epsilon : ')

On définit la variable q.

3 ¢g=1-p

La variable n est initialisée a 1.
La variable ProbGn, qui contiendra les valeurs successives de la suite (P(Gn) )n cny-o est initialisée
a P(G1) (calculée en question 15.d)).

n=1
ProbGn = p/q - (1 - p/q) * p x q

4
5

« Structure itérative
Les lignes 6 a 9 consistent a déterminer le plus petit entier n tel que : P(G,) < €. On doit donc
calculer les valeurs successives de la suite (P(G,)) jusqu’a ce que P(G,) < e. Autrement dit, on
doit calculer ces valeurs successives tant que P(G,,) > ¢. Pour cela, on met en place une structure
itérative (boucle while).

¢ while ProbGn > eps

Tant que P(G,,) > ¢, on calcule P(Gp+1) et on stocke toujours cette valeur dans ProbGn (on utilise
ici la formule de la question 15.¢)) :

7 ProbGn = ProbGn - (1 - p/q)  (p » @) " (n+1) % CoeffBin(n + 1, 2 x n + 1)

On met alors & jour en conséquence la variable n : on ajoute 1 pour signaler qu’on a calculé

P(Gri1).

+ 1

joo
(=}

]
(=}

o Fin du programme
A T'issue de cette boucle, la variable n contient le plus petit entier n tel que P(G,,) < e.
On affiche alors enfin la valeur de la variable n.

10 disp(n)
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