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EML 2019

EXERCICE 1

Dans ce probléme, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (92, o7, P).
PARTIE A : Des résultats préliminaires

Soient U et V deux variables aléatoires a densité indépendantes, de densités respectives fy et fi et
de fonctions de répartition respectives Fy et Fy .
On suppose que les fonctions fiy et fy sont nulles sur | — 0o, 0] et continues sur [0, +o00].

1. a) Justifier : Vt € [0, +o00[, 0 < Fy(t) fu(t) < fv(t).
Démonstration.
Soit t € [0, +o0.
Comme la fonction Fyy est une fonction de répartition :
0 < Fy(t) <1

De plus, la fonction fi est une densité de probabilité, donc : fy(t) > 0. Ainsi :

0x fy(t) < Fy(t) x fv(t) < 1x fy(t)

On obtient : Vt € [0, +o00[, 0 < Fy(t) fu(t) < fv(t).

+oo
b) En déduire que I'intégrale / Fy(t) fy(t) dt converge.
0

Démonstration.

« Lafonction t — Fyr(t) fy (t) est continue sur [0, +oo[ en tant que produit de fonctions continues
sur cet intervalle. En effet :

x la fonction Fy; est continue sur R (et donc sur [0, +00[) en tant que fonction de répartition
d’une v.a.r. & densité.

x la fonction fy est continue sur [0, +oo[ d’aprés I’énoncé.
e De plus :
x Vt€[0,400[, 0 < Fy(t) fv(t) < fv(t)

+oo
x l'intégrale / fv(t) dt est convergente. En effet, comme fy est une densité de probabi-
0

“+o0
lité, I'intégrale / fv(t) dt est convergente (et vaut 1). Ainsi, en particulier, 'intégrale

—00

+oo
/ fv(t) dt converge.
0

Par critére de comparaison d’intégrales généralisées de fonctions continues positives,

+oo
/ Fy(t) fy(t) dt est convergente.
0
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On admet le résultat suivant :

+o0o
2. En déduire : P([U > V]) = /O (1= Fy(t)) fv(t) dt.

Démonstration.

« Tout d’abord, pour tout t € [0, +o0] :
(1= Fu@) fv(t) = fv(t) = Fu(t) fr(t)
“+o0o +oo
Or les intégrales / fv(t) dt et / Fy(t) fv(t) dt sont convergentes d’aprés la question
0 0
+o00o
précédente. On en déduit que l'intégrale / (1 — FU(t)) fv(t) dt est convergente.
0

e De plus:

+00 +oo
[ a-me)poa = [ 0 - Fo e
0 0

(d’apres le résultat
admis de ’énoncé)

oo (car fy est nulle en
= — <
/oo (@) dt = P([U < V]) dehors de [0, +00])
(car fy est une densité
- 1- <
L-P(U<V]) de probabilité)
= P(U>V])

+o0
P>V = [ (=) mo

O

3. Exemple : Soient )\, € R%. On suppose dans cette question que U suit la loi exponentielle de
paramétre A et que V suit la loi exponentielle de paramétre p.

a) Rappeler, pour tout ¢ de Ry, une expression de Fy(t) et de fy (t).

Démonstration.

Comme U < £ (A) et V — & (u), pour tout ¢t € [0, +o0] :
Fy(t)=1—e? et fy(t)=pe . O
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b) En déduire : P([U > V]) = ——.
Démonstration.

« Tout d’abord, on précise que les v.a.r. U et V sont des v.a.r. & densité. On est donc bien dans
le cadre d’application de la question 2.

« On obtient alors :

+oo
PE>v) = [ (=) o @
+oo ; N .
_ P SY —ut (d’apres la question
/0 (Z (Z ¢ )) pe T dt précédente)
400
= u / e M eHt gt
0

+oo
0

« De plus, soit A € [0, +o0] :

A

/ " O gy = [ e ] = i (A1) = Oy
0 At p A+ A p A+
Or, comme A >0 et > 0: lim e AMWA =0, Ainsi :
A—+oo
+o0 1
| et
0 At p
+o00 L
On en déduit : P([U > V]) = u / et gy = L
0 At p O

PARTIE B : Une application

Soit A € R% . On considére une suite (Th)nen de variables aléatoires indépendantes, suivant toutes la
loi exponentielle de paramétre A.

On définit ensuite la variable aléatoire N égale au plus petit entier £ de N* tel que Tj < Tp si un tel
entier existe et égale a 0 sinon.

4. Soit n € N*. On définit la variable aléatoire M, par : M, = min(71,...,T,).
a) Calculer, pour tout ¢ de Ry, P([M,, > t]).

Démonstration.
Soit t € [0, +o0.

o Tout d’abord :
(M, >t] = [min(T},...,T},) >t

Il
I>-

T3 > 1]
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e On en déduit :

P> ) = (A 1>1)

(car les v.a.r. Ty, ..., T, sont
=1 indépendantes)

w
Il
—

(car, pour tout i € [1,n],
T, EN) ett>=0)

I
s
=

|
—~

N

?

>
=

=1
n

— He—At
i=1

= (@’

Yt € [0, +oo[, P([M,, > t]) = e ™!

Commentaire \

e On fait ici I’étude de la loi d’un minimum de v.a.r. . Cette étude est classique et
commence toujours par ’énoncé de 1’égalité entre événements, pour tout ¢t € R :

min(Ty, ..., Ty) > ] = ‘(_”11 T, > 1]

« On rappelle que dans le cas de I’étude d’'un maximum de v.a.r. , on commence par
une égalité similaire, pour tout ¢t € R :

n
max(T1,....T,) <t = () [T <1
=1
\ 7 D

b) En déduire la fonction de répartition de M,, sur R.
Reconnaitre la loi de M,, et préciser son (ses) parameétre(s).

Démonstration.
« Tout d’abord, comme pour tout i € [1,n], T; < £ (\), on a : T;(Q) = [0, +-o0].
On en déduit : M, (Q2) C [0, +oo.

o Soit t € R. Deux cas se présentent :

Fa,(t) = PB(M, <f]) = 1—P([M, > 1)

ot (d’apres la question
précédente)

0 site]—o0,0]

Finalement : Fyy, @t — {

1—e ™ sitel0, 400
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« On reconnait la fonction de répartition d'une v.a.r. de loi £ (nA).
Or la fonction de répartition caractérise la loi.

On en déduit : M, — & (nA). ]
5. a) Montrer : P([N =1)) = P([T1 <Ty)) = %

Démonstration.

« Tout d’abord, notons que 'événement [N = 1] est réalisé si et seulement si le plus petit entier
k de N* tel que T < Tp est 1, autrement dit, si et seulement si I'événement [T7 < Tp) est

réalisé.
On en déduit : [N = 1] = [T1 < Tp]. D'ou :
PN =1]) = P(T1 < To))
e De plus :
]P)([Tl < T()D = 1- P([Tl > T()])
_ 1 A (d’aprés 3.b) car Ty et Ty sont
B A+ A indépendantes et suivent la loi € (\))
X
- 1-=
2 X
1
- 1-=
2
1
Dot : P([Tl < T()]) = 5

Commentaire

n utilise ici le résu une question précédente. On n’omettr n 3 réciser
On utilise ici le résultat d’une questio écédente. On n’omettra donc pas de précise
que toutes les hypothéses nécessaires & son application sont vérifiées.

b) Justifier : Vn € N*, [N > n]U[N =0] = [M, > Tp].
En déduire, pour tout n de N*, une expression de P([N > n] U [N = 0]) en fonction de n.

Démonstration.
o Soit n € N*.
Tout d’abord :

M, > Ty] = '61 T, > T

n
Démontrons donc : () [T; > Tp] = [N > n]U [N = 0].
i=1
Soit w € €.
n
(C) Supposons w € () [T; > Tp], i.e. , pour tout i € [1,n], T;(w) > To(w).
i=1
Deux cas se présentent alors :
- soit il existe un entier £ > n tel que Tj(w) < Tp(w).
Alors : N(w) > n, c’est-a-dire w € [N > n].
- soit, pour tout k € N*, T}, (w) > Tp(w).
Alors : N(w) =0, c’est-a-dire w € [N = 0].
Finalement : w € [N > n| 0Uw € [N =0]. Donc : w € [N > n]U[N =0].




ECE2

Mathématiques

(D) Supposons w € [N > n]U[N = 0], i.e. N(w) >n ou N(w) = 0.

Alors, dans les deux cas, par définition de la v.a.r. N, pour tout ¢ € [1,n] : Tj(w) > Tp(w).

n
Autrement dit : w € () [T; > To).

riﬁ T,>T) > [N>n]U[N = 0]
Finalement : [My > Ty = (1 [T:>To] = [N >n] U[N =0]

o Les v.a.r. M, et T} sont :
x des v.a.r. & densité,
x indépendantes par lemme des coalitions.

On peut donc appliquer le résultat de la question 2. :

+o0
P(M, > T]) = / (1= Fag, (1)) f, (1) dt

= /+00 (Z — (/1’ — e_"’\t>) Ne A dt  (d’apres la question 4.b))
0

—+o00
— )\/ e—n)\te—)\t dt
0

“+o00
Y / ef(n+1)/\t dt
0

« De plus, soit A € [0, +o0] :

A 1
/ o (DAL g _ [ B o—(n+1)AE

1

BCEE A
n

_ o1 e (ntDAA | 1

(n+ 1)A (n+ 1)A

Or, comme A >0etn>0: lim e (DA —( Ainsi:
A—~o00

1 1
P([Mn>To]) = X m+ DX  n+l

Finalement, pour tout n € N* :P([N > n]U[N =0]) = P([M, > Tp])
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Commentaire .

L’énoncé original proposait de démontrer 1'égalité : [N > n] = [M,, > Tp]. Cependant :
+oo
[My, > To] ¢ [N > n]. En effet, considérons I'événement [ [1; > Tp).

i=1
x Tout d’abord : '

+rj T, > To] C -61 1> Ty) = [My > To)

x Soit w € (.
On sait que w € ﬂ [T; > Tp] si et seulement si, pour tout i € N*, T;(w) > Tp(w).
Par définition de N cela équivaut & N(w) =0, i.e. w € [N = 0]. Ainsi :

+o0
N [1; >To] = [N=0]

=1

Or:[N:O]¢[N>n].Donc:.+rj: [T; > Ty] ¢ [N > n].

x Si [M,, > To] C [N > n], on obtiendrait par transitivité :
400

O [T; > Ty] C [My,>To] C [N >n]

Comme ce n’est pas le cas, on a bien : [M,, > Ty] ¢ [N > n].

\ 7 D
1
¢) Montrer alors : Vn € N \ {0,1}, P([N =n]) = T D)
Démonstration.
Soit n € N\ {0,1}.
« Notons tout d’abord 'égalité suivante :
N>n—1 = [N>n] (cm."\N est a valeurs
entiéres)
= [N =n]U[N >n]
On en déduit :
[N>n—1JUN=0 = ([N=n]U[N>n])U[N =0

= [N=n]JU([N>n]U[N=0]) (par associativité de U)
« De plus, les événements [N = n] et [N > n] U [N = 0] sont incompatibles. Donc :

0])

P(N >n—1U[N=0]) = P(N =n]) +B(N >n] U[N
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e On en déduit :
P(IN =n]) = P(N >n—-1U[N =0]) —P([N>n]U[N =0])
B 1 1 (d’aprés 5.b) car n € N*
 (n=XN+Y n+l1 etn—1¢eN*)
_ 11
on n+1
_ D -w
 nn+1)
1
Final : 1}, P(I[N =n]) = ——.
inalement : Vn € N\ {0,1}, P(| n)) T p—Y

d) En déduire la valeur de P([N = 0]).

Démonstration.

« La famille ([N = n)),en forme un systéme complet d’événements. Ainsi :

+o00
PN =0)) = 1- 21 P([N =n])
oy
+00
— 1= (¥ =1+ 2 POV =)
n=
1 £ 1 d
= 1---3 —— ‘apres 5.a) et 5.
) 7;2 P (d’apres 5.a) et 5.c))
1 £ 1
T2 S+l
« Notons d’abord que, pour tout n € N* :
1 1 w+1l)-m 1
n n+l  nn+l) nn+l)
Ainsi, soit N > 2 :
N 1 N 1 1
s - A
n=an(n+1) e \n n+1
_ 1 1 ( tél )
= 5T N1 par télescopage
1
H p—
N—4oo 2

1
On en déduit que la série > est convergente et que sa somme vaut —.

ns2 n(n+1)

Ainsi : P([N =0]) =
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Commentaire

Prendre l'initiative de la décomposition :

1
n(n+1)

pour faire apparaitre la somme télescopique, peut paraitre ardu. On s’efforcera donc
de garder en mémoire cet exemple classique de somme télescopique.

1 1
n n+1

6. La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

Démonstration.

o La v.ar. N admet une espérance si et seulement si la série Y nP([N =n]) est absolument

n=0

convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient & démontrer qu’elle est convergente.

e Soit N > 2.
N N
> nP([IN=n]) = 0x =0))+1xP([N=1]))+ > nP([N =n))
n=0 n=2
_ L5 1 dapres 5.a) et 5
= 5-}-”;2% o E D) (d’aprés 5.a) et 5.c))

(par décalage d’indice)

1
o Or la série > — est une série de Riemann d’exposant 1 (1 # 2). Elle est donc divergente.

n=3 N

Ainsi, la série > nP([IV = n]) est divergente.

n=0

On en déduit que la v.a.r. N

n’admet pas d’espérance.
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Exercice 2

On rappelle que deux matrices A et B de .#3(R) sont dites semblables lorsqu’il existe P de .Z3(R)
inversible telle que :
B =P 'AP

Commentaire

On peut noter que cette égalité est équivalente a 'égalité : A = P B P!

L’objectif de cet exercice est d’étudier des exemples de matrices inversibles qui sont semblables a leur
inverse. Les trois parties de cet exercice sont indépendantes entre elles.

PARTIE A : Premier exemple

On considére la matrice A de .#3(R) définie par : A = (

S O =
O N |

—_
N O =
\_/

1. Déterminer les valeurs propres de A.
Justifier que A est inversible et diagonalisable.

Démonstration.
« La matrice A est triangulaire supérieure. Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux.

Sp(A) = {%a 1,2}

o Le réel 0 n’est pas valeur propre de A.

On en déduit que A est inversible.

e« On a:
X AE://;;(R),

x A posséde trois valeurs propres distinctes.

On en déduit que A est diagonalisable. O

2. Déterminer une matrice D de .#5(R) diagonale o les coefficients diagonaux sont rangés dans ’ordre
croissant, et une matrice P de .#3(R) inversible telles que : A = P D P~!,
Expliciter la matrice D71,

Démonstration.
1

o Déterminons E1(A) le sous-espace propre de A associé¢ a la valeur propre 3.
2

x
Soit X = (y) S ///371(R).

z
X € E1(4) = (A-3L)X =0
3 -1 1\ [ 0
= 0 0 0)fyl=10
0 0 3/ \z 0
v —y + 2z =0
= 0 =0
%z =0
Lie—Li—-21y L. _ y = 0
= 2 3
T = 2y
= { . — 0

10
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Finalement on obtient l'expression de E'1(A) suivante :
2

Ei(A) = {Xes:(R)| AX = 35X} = {(5) | x =2y et z2=0}

2y 2 2
= {(y)\yGR}Z{y-(l)\yeR}:Vect (1)
0 0 0

E

NI

—~

o

S~—

I

=

o)

=S
/-
~
o o~ N
___

2
La famille F = (1)
0

x engendre E%(A),

x est une famille libre de .3 1(R) car elle est uniquement constituée d’un vecteur non nul.

Ainsi, F est une base de E% (A).

o Déterminons Ej(A) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 1.

X
Soit X = (y) € M31(R).

z

XGEl(A) <~ (A—I3)X:0

z =
Finalement on obtient l'expression de E7(A) suivante :

Ei(A) = {X€.#,(R)| AX = X} = {(y) [y=0 et z=0}

1 1
= {()]wéR}z{x-(O)LrER}:Vect (0)
0 0

S O 8

1
Par un raisonnement analogue au précédent, la famille (0) est une base de E(A).
0

11
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o Déterminons E»(A) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 2.

T
Soit X = (y) € M31(R).

z

XEEQ(A) <~ (A—2I3)X:0

-1 -1 1\ (= 0
= ()0
0 0 0 z 0
-r — y + z =0
— - 3y = 0
0 =0

|
w

Ly« Li+3Ly T
<~
Y

Finalement on obtient l'expression de E3(A) suivante :

|
o

ISINS O

Ey(A) = {(Xes1(R) | AX =2X} = {( ) |z =2 et y=0}

- {(é) | ze R} = {z(é) | z€ R} = Vect ((1))
z 1 1

1
E5(A) = Vect (0)
1
1

Par un raisonnement analogue au précédent, la famille (0) est une base de Fa(A).

1

o D’apreés la question 1., la matrice A est diagonalisable.
Il existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = P D P!,
Plus précisément :

x la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de A,

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres
de A (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

2 1 1
Comme (1) , (O) et (O) sont des bases respectives de E% (A), E1(A) et Ey(A) :
0 0 1

2 11 00
P=[100| e D=]{010
001 00 2

On obtient bien : A= PD P~ 1.

12
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o La matrice D est inversible car elle est diagonale et & coefficients diagonaux tous non nuls.

Enfin : D~! =

Commentaire \

o Il faut s’habituer & déterminer les ensembles F)\(A) par lecture de la matrice A — A 1.

O O N
o = O
= o O

« Tllustrons la méthode avec la matrice de Pexercice et A = 1.

2
xr
On cherche les vecteurs X = [y | de E1(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :
2
z
1
(A - ifg)X = O.//L/371(R)' Or:
3 -1 1\ [z
0O 0 O Y = - Ci+y-Co+2-Cs
3
= x-[0]+y- [ 0O ]+2z-10
3
0 0 0 2
Pour obtenir le vecteur [ 0| & l’aide de cette combinaison linéaire, on doit forcément choisir
0

z = 0. En effet, si z est non nul, les coefficients en 2°™¢ et 3°™€ position de la combinaison
linéaire sont non nuls. On prend alors z = 0.
La combinaison linéaire restante est nulle si 3 & —y = 0, ¢’est-a-dire si & = 2y.

2
2
En prenant par exemple y = 1, on obtient : F 1 (A) D Vect 1
0

Et I'égalité est vérifiée car ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension.

« Explicitons maintenant la construction de la matrice P.
Notons % = (e, e2, e3) la base canonique de R? et introduisons I’'endomorphisme f dont la
représentation dans la base canonique est % (cet endomorphisme est unique par bijectivité
de Papplication Mat4(-)). Notons aussi : v = (2,1,0), v = (1,0,0), et v3 = (1,0, 1).
La famille ' = (v, ve, v3) :

x est libre car est la concaténation de familles libres de vecteurs propres associés & des valeurs
propres distinctes de ’endomorphisme f.

x de cardinal Card(#') = 3 = dim (R?).
On en déduit que %’ est une base de vecteurs propres de f.
Notons alors D = Matg (f). Par la formule du changement de base on a :
Matg(f) = Py z x Maty (f) X% Py #
I I I I
A = P x D x Pl
On obtient bien la formule annoncée.

« Rappelons que si A est une matrice diagonale & coefficients diagonaux a, b, ¢ tous non nuls

100 a 0 0\ /i 00 100
alors A™' = [0 L 0 puisque 0boJlo + 0] =1]010
00 2 00¢/\0 01 00 1 O

13
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0 0 1
3. Onnote Q@ = [0 1 0. Calculer Q% et Q DQ.
1 00
Démonstration.

o Tout d’abord :

00 1\ /0 0 1 100
Q> =1o10]lo1o] =010
100/\1 00 00 1

Ainsi : Q%> = Q x Q = I3. On en déduit que la matrice Q est inversible d’inverse Q! = Q.

« Ensuite :
00 1\ /3 00\/001 00 2\/001 2.0 0
QDQ = (0o 10]{0 1 o0fl0o1o0]=1]010fJ[0O10]=1]01D0
1 00/\0 02/\1 00 $00/\1 00 00 3
QDQ=D"!

Commentaire

o Les coefficients de la matrice @ sont tous dans {0,1}. De plus, la matrice () admet un seul
1 par ligne et par colonne. Une telle matrice est appelée matrice de permutation.

o Ces matrices permettent de formaliser les opérations élémentaires permettant d’échanger
des lignes (resp. des colonnes) lors de l'algorithme du pivot de Gauss. Plus précisément,
multiplier une matrice A & gauche (resp. a droite) par une matrice de permutation permet
d’échanger des lignes (des colonnes). Dans notre exemple, la matrice () permet d’échanger

les éléments en 167 et 3°™€ position. Ainsi :
11 0 01 1 -1 1
offo 1 0] =10 % o0
2 1 00 2 0 O

0 0 2 1
=10 3 o et 0
1 -1 1 0

(on échange les lignes 1 et 3 de A) (on échange les colonnes 1 et 3 de A)

[eX I I

On peut retenir 'idée développée dans le paragraphe par la forme :
LAC

qui signifie qu’avec une multiplication a gauche, on effectue une opération sur les (L)ignes,
tandis qu’avec une multiplication a droite, on effectue une multiplication sur les (C)olonnes.

o L’écriture Q D Q™! = D! référe & un changement de base. Pour bien comprendre ce point,
introduisons la famille 2" = (w1, wa, w3) définie par : w1 = ug, wa = ug, et w3 = uy.
La famille (w1, ws,ws) est :
x génératrice de R® puisque : Vect (wq,wa, w3) = Vect (ug, ug, u1) = Vect (u1, uz, uz) = R3.
x de cardinal Card ((wl, Wo, wg)) =3 =dim (R3).
Ainsi, la famille %" est une base de R3.

Remarquons alors : Q7! = Py g+ (matrice de passage de la base %’ a la base #”). Ainsi :
D' = Q X D x Q!

ar formule de
= P@//7‘%/ X Mat%/(f) X P@/V%// = Mat%/(f) (p /

changement de base)

Ainsi, la matrice D! apparait comme matrice représentative de f dans la base %’ .

J

14
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4. En déduire que les matrices A et A~! sont semblables.

Démonstration.
« D’aprés la question 2. : A= P D P~!. On en déduit :
x PYA=DP~! puis P"'AP=D.

At = (P (Dp—l))*1 = (pp)'pt = (pY)'Dlpt = pplpl
« En combinant ce résultat avec ce qui précéde :
At = pDlp!
— P(QDQ) P!
= PQ(P'AP)Q ' P!
— (PQP ) A(PQ- P
= (PP HA(PQP !

(d’apres la question précédente,
en remarquant Q = Q1)

La derniére ligne est obtenue en remarquant :

(PQP—I)—l _ (QP_I)_IP_I _ (P—l)—l Q—1P—1 _ PQ_IP_I

En posant H = PQ P!, on obtient A~' = H AH ™! ou encore A= H ' A1 H.

Les matrices A et A~ sont donc semblables.

« D’aprés le cours :

Deux matrices A € #5(R) et Les matrices A et B représentent le méme
B € #5(R) sont semblables endomorphisme dans des bases différentes

Cela revient & démontrer que toute matrice inversible peut étre considérée comme une matrice
de changement de base.

« On peut illustrer ce point a 'aide de la question. On démontre : A= = HAH™!, ce qui
signifie que A et A~! sont semblables. On peut aussi faire apparaitre H et H~! comme des
matrices de changement de base ce qui permettra d’interpréter cette égalité comme une formule
de changement de base. Pour ce faire, introduisons la famille #" = (z1, 29, 23) définie par :
21 =e1, 22 = —e1 +e3, et z3 = €1 + €.

Cette famille est une base de R? (car génératrice de R? et de cardinal 3).
Remarquons alors : H~! = Py 4 (matrice de passage de la base % a la base %"). Ainsi :

A"l = H X A x H1

ar formule de
= Pﬂl//7g X Mat%(f) X ngv@/// = Matgg///(f) (p f

changement de base)

Ainsi, les matrices A et A~! représentent le méme endomorphisme f dans des bases différentes.

« Notons que si A est une représentation matricielle d'un endomorphisme f alors A~! représente
naturellement 'endomorphisme f~'. En effet :

si A=Matg(f) alors Al= (Matgg(f))_l = Matt%;(ffl)

On a ainsi trouvé une base %" dans laquelle A~! est une représentation de f et une base %
dans laquelle A™1 est une représentation de f~!. On ne peut conclure pour autant : f > f~1.
(cela sera vrai si les bases B et B étaient égales) =
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PARTIE B : Deuxiéme exemple

On considére f ’endomorphisme de R? défini par :

v(z’ y? Z) 6 R37

flz,y,2) = (2

a_Zay—i_QZ)

On note M la matrice de

f dans la base canonique de R3.

On considére également les vecteurs u; et us de R? définis par : u; =

5. Expliciter la matrice M et montrer que M est inversible.

Démonstration.
Notons % = (ey, e, e3) la base canonique de R3.
.f(el):f(loo 100—61—1 61+0 62+O €3.
Ainsi : Matgg
O
o f(e2) = f(0,1,0) =(0,0,1) =e3=0-e3+0-e2+1-e3.
0
Ainsi : Matg 0
1
-f(eg):f(()()l 12 O-eg—1-e9+2-e3.

Ainsi : Matgg(f(es))

o D’autre part :

rg(M)

(1,0,0) et ug = (0,1, —1).

10
rg 0 0
01

La réduite obtenue est triangulaire supérieure et & coefficients diagonaux non nuls.
Elle est donc inversible et il en est de méme de la matrice initiale M.

La matrice M est inversible.

6. a. Vérifier que 1 est valeur propre de f et (uj,u2) est une base du sous-espace propre associée.

Démonstration.
« Tout d’abord :

0 0 0
rg(M — I3) = rg| [0 -1 -1
0 1 1
L3 < L3+ Lo 0 0 0
= rg|l o -1 -1
0 0 0
C3 4 C3—Cy O 0 O
= rg 0 -1 0 =1
0 0 O
On en déduit : rg (f — ing) = 1g (M — _73) = 1.
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e Or, par théoréme du rang :

dim (R?) = dim (Ker (f —idgs)) + rg(f — idp)
donc dim (R®) = dim (E1(f)) + rg (M —1I3)
3 1

On en déduit : dim (E1(f)) = 3—-1 =

2.
dim (Ey(f)) = 2

o D’autre part :
X f(ul):f(l,O,O):(l,O,O):ulz1u1
X f('UQ) :f(O,l,—l) = (0,1,1—2):u2:1-u2.

Ainsi u; et us sont deux vecteurs propres de f associés a la valeur propre 1.

o Ainsi, F = (uj,u2) est une famille d’éléments de E;(f) qui est :
x libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires.

x de cardinal Card (F) = 2 = dim (Ey(f)).

On en déduit que

F est une base de E(f), sous-espace propre de f associé a
la valeur propre 1.

Commentaire

propres en effectuant le

on démontre :

On conclut a I'égalité d
fournit par le théoréme

détermine directement,

u e El(f) <~

—

Soit u = (z,y, 2) € R3. Notons U = Matg(u) = (

o La formulation de I’énoncé, & savoir « Vérifier que 1 est valeur propre » oriente vers une
méthode directe consistant généralement en un calcul simple. Il ne s’agit donc pas de mettre
en place une démonstration théorique. Ici, il serait malvenu de chercher toutes les valeurs

calcul de rg(M — A I3).

o L’énoncé demande de démontrer que la famille (u1,u2) est une base de Eq(f).
En démontrant que u; et ug sont deux vecteurs propres de f associés a la valeur propre 1,

Ei(f) D Vect (ur,us)

e ces deux espaces vectoriels & 'aide d’un argument de dimension
du rang.

« On peut aussi rédiger tout autrement. On ne démontre pas que 1 est valeur propre mais on

par la méthode usuelle E;(f). Détaillons cette méthode.

) |

INIENSO

U e El(M)
(M —=13)U =0 4, (r)

0 0 0 x 0
0 -1 -1 y| =10
0 1 1 z 0

0 =0 0 =0
L3 < L3+ Lo

17
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Commentaire

On obtient alors :
E\(f) = {(zy,2)€R’| y=—2}
= {(z,—2,2) eR?| (x,2) €R?}
= {2-(1,0,00+y-(0,-1,1) | (z,2) €eR*}
= Vect( (1,0,0), (0,—1,1))
= Vect( (1,0,0), (0,1,—1) ) = Vect (u1,u2)

Comme : E1(f) # {04, ,(r)}, le réel 1 est bien valeur propre de f et E1(f) est le sous-espace
propre associé a cette valeur propre.

-
b. Déterminer un vecteur ug de R? tel que : f(u3) — u3 = us.
Démonstration.
T 0
Soit ug = (z,y, z) € R3. Notons Us = Matg(uz) = |y | et Us=Matg(uz) = | 1 |.
z —1
f(U3) — U3 = Uy e (f — idR:s) (’LL3) = U9
— (M —I3)Us = Us
0 0 0 T 0
— 0 -1 —1||y] =11
0 1 1 z -1
( 0= 0
> -y — z = 1
y + 2z = -1
0 =20
L3+ L3+ Lo
<~ -y — z =1
0 =0
\
En prenant z = 0 et y = 0 (par exemple), on obtient ug = (0,0, —1).
On démontre ici que tous les vecteurs (x,y, z) vérifiant y + z = —1 sont solutions de I’équation
énoncée. Autrement dit, tous les vecteurs s’écrivant sous la forme (x, —1 — z, 2), ot x et y sont
des réels quelconques, sont solutions. On a choisi z = 0 et z = —1 (ou y = 0) par simplicité.
Mais on aurait trés bien pu faire d’autres choix comme :
(1,0,-1), (1,-2,1), (1,-3,2), (0,—2,1), (0,—1,0)... .

18
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c. Montrer que la famille ; = (u1,uz2,u3) est une base de R3.

Démonstration.

« Montrons que la famille (u1, ug, u3) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. Supposons : A1 - uy + Ao - ug + A3 -ug = Ops.

Les équivalences suivantes sont vérifiées.

AUl 4+ A2 - ug + Az - uz = Ops
< (/\1, )\2, —)\2 —)\3) = (0,0,0)
A =0

— A2 =0
— X — A3 =0

Al = 0
Ao =
— X3 =0

L3« L3+ Lo

[an}

et {/\1:)\2:)\320

Ainsi, % = (u1,u2,u3) est une famille libre de R3.

o On a alors :
x la famille (u1,u9,us) est une famille libre,
x Card ((u1,u2,u3)) = 3 = dim(R?).

Ainsi, %1 = (u1,ug,u3) est une base de R3.

Commentaire |

« Le terme cardinal est réservé aux ensembles finis. La famille (u1,u9,us) est un
ensemble qui contient 3 vecteurs. Elle est donc finie, de cardinal 3 (ce qu’'on note
Card((u1,uz2,u3)) = 3).

o Vect (u1,ua,us) est Uespace vectoriel constitué de toutes les combinaisons linéaires
des vecteurs (ug,ug2,uz). C’est un ensemble infini de vecteurs, on ne peut parler de
son cardinal. Par contre, si l'on dispose d’une base (u1, u2,u3) d’un espace vectoriel,
tout vecteur se décompose de maniére unique sur cette base. Ceci permet de donner
une représentation finie de cet ensemble infini.

« Les notations : Card g, u3) ) et dim((urrw;w3)) n'ont aucun sens !
. )

On admet que By = (u1, —usg,us3) est également une base de R3.

Commentaire |

Ce résultat se démontre sans pein. En effet, la famille %y = (u1, —ug, u3) est :
x génératrice de R? puisque : Vect (u1, —ug, uz) = Vect (u, ug, u3) = R3.

x de cardinal Card ((ul, —ug, U3)) =3 =dim (R3).

Ainsi, la famille %, est bien une base de R3.
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7. a. Ecrire la matrice M; de f dans la base %, et la matrice M de f dans la base %s.

Démonstration.
Déterminons tout d’abord M; = Matg, (f).

. f(ul):ulzl-ul—l—()-ug—{—(]-ug.

Ainsi : Matg (f(u1)) = (1)
0
. f(UQ)IUQ:O-U1+1'UQ+O'U3.
Ainsi : Matg (f(uz)) = (1)
0
o fug) =ug+ug=0-uy +1-ug+1-us.
Ainsi : Matg(f(us)) = (1)
1

Finalement : M; = Matg, (f) =

o O =
o = O
= = O

Commentaire

o Cette écriture permet de démontrer que 1 est 'unique valeur propre de I’endomorphisme
f. En effet, comme M; est une matrice triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont ses
coefficients diagonaux. Ainsi :

Sp(f) = Sp(M1) = {1}

Ainsi, 'endomorphisme f posséde une unique valeur propre. On en déduit, en procédant
par Pabsurde, que f n’est pas diagonalisable. En effet, si on suppose f diagonalisable,
My = Mat g, (f) l'est aussi. Il existe donc une matrice inversible P € .#3(R) et une matrice
diagonale D € .#3(R) dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de M; (ainsi
D = I3) telles que M; = PD P~' = PI3 P~! = I3. Ce qui est absurde.

« L’endomorphisme f n’étant pas diagonalisable, on se rabat sur une propriété plus faible :
existe-t-il une base dans laquelle la représentation matricielle de f est triangulaire su-
périeure 7 Cette propriété est beaucoup plus simple & obtenir notamment si I’on accepte
d’utiliser des matrices dont les coefficients sont complexes (hors de portée en ECE).

On parle alors de trigonaliser (on dit aussi triangulariser) l’endomorphisme f.

o Si un endomorphisme f : E — FE est triangularisable, comment le triangularise-t-on 7
Notons Aq, ..., Ay les valeurs propres de f. On cherche alors une base de chaque sous-
espace propre E), et on considere la famille obtenue en concaténant toutes ces bases.
Cette famille N’EST PAS une base de E. Si tel était le cas, on aurait formé une base de
vecteurs prores et donc E serait diagonalisable.

Par contre, cette famille est libre. On peut alors la compléter en une base de F.
Sans entrer dans les détails, on peut faire en sorte (en choisissant correctement les vecteurs
qu’on ajoute) que la matrice représentative de f dans la base %’ soit triangulaire supérieure.

o C’est la méthode développée dans cet énoncé. Ici, f n’a qu'une valeur propre. Le sous-espace
propre E1(f) a pour base la famille (ul, UQ). On compléte alors cette famille en ajoutant
ug. La matrice représentant f dans la base %) ainsi formée est bien triangulaire supérieure.
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Déterminons maintenant My = Mat g, (f).
. f(ul) =u1=1-u1+0- (—UQ)—I-O'Ug.

1
Ainsi : Matg (f(u1)) = (0)

0
. f(—UQ):—’LL2=0~’U,1+1~(—’U,2)+0-U3.

0
Ainsi : Matg (f(—uz)) = (1)
0

1 0 O
Finalement : My = Matg, (f) = (O 1 1).
00 1

b. Justifier que les matrices M7 et Ms sont semblables, et calculer M7 Ms.

Démonstration.

o Les matrices M7 et My sont semblables car elles représentent le méme endomorphisme f dans

des bases différentes.
1 00 1 0 O 1 00
MMy, = [0 1 1|01 —-1] = [0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ainsi : My My = I3. On en déduit que les matrices M7 et My sont inversibles
et inverses 'une de 'autre. 0

o Par ailleurs :

8. En déduire que les matrices M et M~! sont semblables.

Démonstration.
Notons P = Py 5, et Q = Py 3,.
o D’aprés la formule de changement de base :
Matg(f) = Py s, X Matg, (f) x Py, »
I I I I

M = P X M, x Pl

On en déduit : M~ = P M, P~1.

o Ainsi :

M~' = PM;'P!
= PMy P! (d’aprés la question 7.b))
= P (QMQ_l) p1 (d’apres la question 7.a))

(PQYM (PQ)™

Les matrices M et M ~1 sont semblables.
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PARTIE C : Troisiéme exemple

0 O 1
On note I3 la matrice identité de .#5(R) et on pose : N =T — I.

1 -1 1
On considére la matrice T' de .#3(R) définie par : T = (O 1 —1) .

9. Justifier que la matrice T" est inversible. Est-elle diagonalisable ?

Démonstration.

o La matrice T est triangulaire supérieure. Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux.

Sp(T) = {1}

o Le réel 0 n’est pas valeur propre de T

On en déduit que T est inversible.

« Démontrons que T n’est pas diagonalisable. On procéde par I’absurde.
Supposons que 1" est diagonalisable.
Il existe donc une matrice inversible P € .#3(R) et une matrice diagonale D € .#5(R) dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de T telles que T'= PDP~ .
Or 1 est la seule valeur propre de T'. Ainsi D = I3 et :

T = PIP' = PP = 4
Absurde!

La matrice T n’est pas diagonalisable. O

10. a. Calculer N3 puis (I3 + N) (Is — N + N?).

Démonstration.
o Tout d’abord :

0 -1 1
N3 = (T-I32 = (0 0 -1
0 0 0

o D’autre part :
(Iz+ N)(I3— N+ N?) = (I — X +X) + (¥ - X + N?)
- L-N3 = L4 (car N* =0 z,w))

Ainsi : N* =0 4, (r)-

(I+N)(I3 =N+ N?) =13 O

b. En déduire une expression de 7~ en fonction de I3, N et N2.

Démonstration.
Par définition : T' = I3 + N. Ainsi, d’aprés ce qui précéde :

T (I3 — N + N?) = I3

On en déduit que T est inversible d’inverse T~ = I3 — N + N2, O
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11. On note g 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est N.

a. Justifier qu’il existe un vecteur u de R? tel que : g o g(u) # Ogs et go go g(u) = Ogs.

Démonstration.
0 0 1

« Tout d’abord, d’aprés la question 10.a) : N> = [0 0 —1| # 0z3(R)-
00 O

. OI' :

(par isomorphisme

2 2
N #0mm & 9 7 Oz@ms) de représentation)

& JueR3, g?(u) # Ops

& JueR3 gog(u) # Ops

Ainsi, il existe u € R3 tel que : g o g(u) = Ogs.

« Enfin, comme N3 =0 #5(R), OnL A P =0 #(r3) (toujours par isomorphisme de représentation).

On en déduit : go go g(u) = Ops.

Ul
b. Montrer que la famille Z3 = (g o g(u), g(u), u) est une base de R3.

Démonstration.

« Montrons que la famille (g o g(u), g(u),u) est libre.
Soit ()\1, A9, )\3) € R3.
Supposons : A1 - gog(u) + Aa - g(u) + A3 -u = Ops (x).

« Par linéarité de g2, on obtient, en appliquant g de part et d’autre de 1’égalité :

A gMa) + Ao g2a) + Ag - g (u) = g*(Ops)
Il I

Az - g2 (w) Ogs

En effet, comme g% = 0o (r3) alors gt =go 02 ®3) = 0.2®3)-
Et en particulier : ¢%(u) = Ogs et g*(u) = Os.

Comme \; - g?(u) = Ogs et g?(u) # Ogs, alors : A3 = 0.

« L’égalité (x) se réécrit alors : Aj - g%(u) + Aa - g(u) = Ops.
En appliquant g de part et d’autre, on obtient alors :

A gH@) + Az - g (u) = Ogs

On en déduit, comme ci-dessus : Ao = 0.

« L’égalité (x) se réécrit alors : A; - g%(u) = Ogs.

On en conclut une nouvelle fois : A3 = 0.

Ainsi, la famille (g2(u), g(u), u) est bien libre.
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o La famille F = (g?(u), g(u), u) est :
x libre.

« de cardinal : Card(F) = 3 = dim(R3).

Ainsi, la famille F est une base de R3. O

c. Ecrire la matrice de g dans la base %s.

Démonstration.

=
—-
=
2.
&
(=
N
S
Youm
Q
—
Q
]
—~
S
~—
~—
N——
I

0
Ainsi : Matg, (9(u)) = |1
0

010
Finalement : Matg,(g) = [0 0 1].
0 00

O
d. Calculer N2 — N et en déduire que les matrices N et N2> — N sont semblables.
Démonstration.
o Tout d’abord :
00 1 0 -1 1 010
N>-N =100 -1|-(0o 0 -1 = {00 1
00 0 0 0 0 0 0 0
Ainsi : N2 — N = Mat g, (g).
e Or, d’aprés la formule de changement de base :
Matgz(9) = Pgas, x Matg(9) x Pg,
I I I I
N = R x (N2—N) x RY (ennotant R= Pyz,)
Ainsi, les matrices N et N2> — N sont semblables. O
12. Montrer que les matrices T et T~! sont semblables.
Démonstration.
D’apreés la question précédente :
RT'R' = R(I3—N+N?*)R! (d’aprés la question 10.a))
= RLER'+R(N>-N)R'! = Iz3+N =T
Ainsi, T = RT' R~ et les matrices T et T~' sont semblables. O
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EXERCICE 3

On considére la fonction f définie sur |0, 4o00| par :

vi € 10, +ool, f(f)=t+ 7

PARTIE A : Etude d’une fonction d’une variable

1. Etudier les variations de la fonction f sur ]0, +ool.
Dresser le tableau de variations de f en précisant les limites en 0 et 4-oc0.

Démonstration.
« La fonction f est dérivable sur ]0, +o00[ en tant que somme f; + f2 avec :

x f1 1t~ t dérivable sur ]0, +o0[ en tant que fonction polynomiale,

1
x fa it — dérivable sur |0, +o00 en tant qu’inverse d’une fonction polynomiale qui ne s’annule
pas sur cet intervalle.

° SOlt t e ]0, +OO[

1
f/(t) = 1- tj
De plus :
1
)20 & 1-52>0
1
s 1> 2
) (par stricte décroissance de la
& 1<t ) 1
fonction t — n sur )0, 4o00[)
e 1<t (par stricte croissance de la

fonction t = \/t sur [0, +oc0[)

« On obtient alors le tableau de variations suivant :

t 0 1 +00

Signe de f'(t) - 0 +

Variations de f \ /
2

« Détaillons les éléments de ce tableau :

« f(1) = 1+% = 2.

1
x comme lim — = 400, alors : lim f(t) = +oc.
t—0+ ¢ t—0+

1
x comme lim — =0, alors: lim f(t)= +oc.
t—+oo t t——+o00
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2. Montrer que f réalise une bijection de [1, +o0o[ vers [2, o0l

Démonstration.
D’aprés la question précédent, la fonction f est :

x continue (car dérivable) sur [1, 400,

x strictement croissante sur [1,4o00].

Ainsi, la fonction f réalise une bijection de [1,+oo[ sur f([1,400[) avec :

f([1,400]) = [f(l) lim f(t)[ = [2, 400

’ t—+400

Finalement, la fonction f réalise une bijection de [1,+oo[ sur [2, +oo].

On note g : [2,4+00[ — [1, +00] la bijection réciproque de la restriction de f a [1,4o0l.

3. a) Dresser le tableau de variations de g.

b)

Démonstration.

D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction g est continue sur [2, +oo[ et strictement mono-
tone sur [2, +oo[, de méme sens de variation que f sur [1,+ool.

On obtient alors le tableau de variations suivant :

t 2 +0o0o
+00
Variations de g /
1
O
Justifier que la fonction g est dérivable sur |2, 4+o00].
Démonstration.
La fonction f :
x réalise une bijection de |1, 4o00[ sur |2, +o0],
x est dérivable sur |1, +oo] (d’apreés 1.),
x est telle que : Vt € |1, +oo[, f(t) # 0. En effet : Vt € |1, +o0], f(t) =2 > 0.
On en déduit que g est dérivable sur |2, 4+o00].
\
N A 9 : / / 1
e On connait méme l'expression de ¢’ : ¢ = ——.
flog
o On peut retrouver cette formule via ’égalité f o g = id.
En effet, en dérivant formellement cette égalité, on obtient :
(fleg)xg =1
\ 7 D
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¢) Soit y € [2,4+00[. En se ramenant & une équation du second degré, résoudre I’équation f(t) =y
d’inconnue t € |0, 4o00[. En déduire une expression de ¢g(y) en fonction de y.

Démonstration.
Soit y € [2,4+o00[. Soit t € |0, +o0].
« Tout d’abord :
1
)=y © t‘i‘;:y

& tP4+1=yt (cart #0)

s 2—yt+1=0
« On note P € R[X] le polynome défini par : P(X) = X? —y X + 1.

- Calculons le discriminant du polynéme P :
A= (—y?—4x1x1 =4y>—4
Comme y > 2, alors, par croissance de la foncion z +— 22 sur [0, +oo[ : y? > 4. Ainsi : A > 0.
- Distinguons les cas suivant le nombre de racines de P. Deux cas se présentent alors :

x s1 A >0 (i.e. siy > 2), alors P admet exactement deux racines notées ry et ro :

() -VA _y—P -4 (9 +VA _y+ VP-4

= = t :_
& 2% 1 2 R 2% 1 2

Siy > 2, Péquation f(t) = y admet exactement deux solutions :

_yt+tVyr -4
- : _

Y-y -4
2

x st A =0 (i.e. si y =2), alors P admet exactement une racine notée r :

1 et 7o

Siy = 2, équation f(t) = y admet une unique solution : ro = 1.

Remarquons que, pour y = 2, 71 et ry prennent la valeur 1. Les expressions de rg, r1
et ro coincident donc en y = 2.
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« Comme g est la bijection réciproque de la restriction de f a [1, 400, pour tout y € [2,+o0[ et

tout ¢ € [1, 400 :
gly)=t & [flew)=ft) < y=[f@)

On en déduit que, pour tout y € [2,4o00[, g(y) est la solution de I'équation f(t) = y sur
l'intervalle [1, 4o00].
Soit y € [2,4+00[. Deux cas se présentent donc :

x si y > 2, alors on cherche a déterminer quelle solution de 1 ou de ry appartient a [1, +o0l.

- Tout d’abord :

_ 2 _
y- vy o4y

2

S y—Vy—4>2
& y—2>/y2 -4

& (y—-27=>y*—4

rn=>1 <

(par stricte croissance de la fonction
x> 22 sur [0, +oo, ety > 2)

& P -dy+4>475 -4
S 824y & 22y

Or cette derniére inégalité est fausse (on a supposé y > 2), donc, par équivalence : 71 < 1.
- Ensuite : /y2 —4 > 0. Donc, comme y > 2 : y+ /y? —4 > 2.

_ytvyr—4
2 -

Ainsi : ro
24
On en déduit, pour tout y € |2, +o0[, g(y) = y%—fy

x siy =2, alors g(y) =19 = 1.

On en déduit : g(2) = 1.

Comme les expressions de g et de ro coincident en 2, on obtient finalement :

L YT VYr—4
5 :

gy
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PARTIE B : Etude d’une fonction de deux variables

On consideére la fonction h de classe C2 sur 'ouvert U = |0, +o0o[ x ]0, +-oo[ définie par :

¥(z,y) € U, h(z,y) = (i + ;) (1+2)1 +)

4. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de h en tout (z,y) de U.

Démonstration.

« La fonction h est de classe C' (car de classe C?) sur |0, 4+oo[ x ]0, +ool.
Elle admet donc des dérivées partielles premiéres sur cet ensemble.

o Soit (z,y) € ]0,+00[ x ]0,400[. Tout d’abord :

() (zy) = (1+y) <—;2 (1+x)+<91;+;>>

e (A F(fe D) < e (-2)

Par ailleurs :

(M) wy) = (1+3) (1—1) et u(h)(ey) = (1+2) (i,—lg)

y a?
Commentaire

« Il faut noter que 'expression (1 + y) est une constante par rapport a x. Ainsi, lorsque 'on

dérive h par rapport a la premiére variable, on met en facteur cette constante (1 + y) et on

1 1
dérive le produit < + ) (14 x).
Ty

« Dans l'expression de h, les variables = et y jouent des roles symétriques.
Plus précisément : V(z,y) € U, h(z,y) = h(y,x). On peut alors en déduire :

V(z,y) €U, 0a(h)(z,y) = Ou(h)(y, )

(ce qu’on a retrouvé par le calcul)

On peut démontrer ce résultat en remarquant :

(W) (z.y) = lim TEYTW = f@y) o SR~ )

h—0 h h—0 h = O01(h)(y,z)

o Ce cas est relativement fréquent lors de I’étude de fonction de deux variables et le résultat
qui en découle est plutot naturel. Méme si ce résultat ne figure pas explicitement dans le
programme, il est conseillé de le connaitre. On peut alors concevoir ce résultat comme un

procédé de vérification permettant de vérifier que le deuxiéme calcul effectué est juste. 0

J

29



ECE2 Mathématiques

5. Soit (z,y) € U. Montrer :

8

(z,y) est un point critique de h < { v =
r =

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord :

(z,y) est un point critique de h < V(h)(2,y) =0 4, &) © {

1
(z.5) (1+y) < ) = 0
. z,y) est un point Y
o A .
st critique de h 1
(1+z) ( ) =0
x
1
G-2) - ‘
o y (en divisant la 1°" équation par
1 1 (1+y) #0 et la2°™ par (1+x) #0)
) -
11
y P
=
1
Lz g2
N o=y (en multipliant la 1™ équation par
2 = 22y #0 et la 2°™° par xy? #0)
y = a°
On a bien : (z,y) est un point critique de h < P

Commentaire \

1 1
o On a démontré ci-dessus, a l'aide d'un calcul : — = — & y = x2.
Y x
On peut aussi démontrer cette équivalence en argumentant par le caractére bijectif de la

fonction 2 +— 1 sur ]0, +ool.

« La difficulté de la recherche de points critiques réside dans le fait qu’il n’existe pas de méthode
générale pour résoudre 'équation V(h)(z,y) = 04, ,(r)-
On est donc confronté & une question bien plus complexe qu’une résolution de systéme d’équa-
tions linéaires (que l'on résout aisément a ’aide de la méthode du pivot de Gauss).

« Lors de la recherche de points critiques, on doit faire appel & des méthodes ad hoc. Ici, on fait
apparaitre une équation du type :

y = ()

En injectant cette égalité dans la seconde équation, on obtient une nouvelle équation qui ne
dépend plus que d’une variable et qu’il est donc plus simple de résoudre.

C’est la stratégie qu’on adopte ci-dessous. .
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6. En déduire que h admet un unique point critique sur U dont on

Démonstration.
D’apreés ce qui précéde :

(z,y) € U est un =y
point critique de h v =
22 =y
= i
& S
3 1
2 =y
= 3 13
~
z = 1
1 =9
4
{ r = 1

précisera les coordonnées (a,b).

(en divisant la 2°™°

équation par x # 0)

(par bijectivité de la
fonction x +— x3)

(en remplagant x par 1
dans la 1™ équation)

Ainsi, h admet pour unique point critique (1,1).

7. a) Vaifier : ¥(z,y) € U, hiz,y) = 2+ f(a) + f(y) + f (”;)
Démonstration.

Soit (z,y) € U.

h(z,y)

2

(e 2)e )

2+ f(z) + f(y) + f (Z)

(en réordonnant)

V(z,y) €U, h(z,y) =2+ f(x) + f(y)

()
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b) En déduire que h admet en (a,b) un minimum global sur U.

Démonstration.
o Tout d’abord :

h(1,1) = <1+1> 1+1)(1+1) = 2x2x2 = 8

h(1,1) =8

« Rappelons, d’aprés la question 1., que la fonction f :
x est décroissante sur |0, 1].
x croissante sur [1, +oo].

On en déduit que f admet pour minimum f(1) = 2.

Autrement dit : V¢ € 0, +o0[, f(t) > 2.

e Soit (z,y) € U. D’aprés la question précédente :
T
h(z,y) = 2+f(m)—i—f(y)+f<y> > 2424242 =8 = h(1,1)
Cette minoration est obtenue en appliquant le résultat précédent successivement en t = x > 0,
t:y>0ett:%>0.

On en conclut : Y(z,y) € U, h(1,1) < h(z,y).
Ainsi, h admet un minimum global sur U au point (1,1). O

PARTIE C : Etude d’une suite

On introduit la suite (uy,)nen+ définie par :

% 1 1
up =1 et VHEN’%H:%JF,LT%:;f(n%)

8. Montrer que, pour tout n de N*, u,, existe et u, > 1.

Démonstration.
U, €existe
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n):
Up =1
» Initialisation :
D’aprés I’énoncé : uy = 1. Donc : u; > 1.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Up41 €Xiste

Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e.
Un+1 P 1

Par hypothése de récurrence, le réel u,, existe et u, > 1.
e Comme u, >1>0etn>0,alors: nu, > 0.

Or f est définie sur |0, +oo[, donc le réel f(nwu,) existe.
On en déduit que u,4+1 existe.
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« Ensuite :
U, = 1
donc nu, = n (carn >0)
dott Fnuy) > f(n) (par croissance de f sur [1,400],

etnu, =2n>1)

1 1 1
o1 > 1 1
ainsi f(nuy) - f(n) (car - >0)
. 1
On en déduit : up41 = — f(n). Or
n
1 1 1 1
— f(n) = <n+> =1+ >1
n n n
. e 1
Ainsi, par transitivité : up41 = — f(n) > 1
n

D'ott P(n + 1).

Par principe de récurrence, on en déduit que, pour tout n € N*, u,, existe et u, > 1.

Commentaire

Cette question est un classique des suites récurrentes. Elle se traite presque
toujours par récurrence.

9. Recopier et compléter les lignes 3 et 4 de la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument
un entier n de N*, elle renvoie la valeur de wu,,.

function u=suite(n)
u=1

o Jov e e o =
I

endfunction

Démonstration.

function u=suite(n)

u=1

for k = 1:(n-1)
(1/n) * (nxu + 1/(n*xu))
end

(SIS R U
Il

endfunction

Détaillons I'obtention de ce programme.
La variable u est crée pour contenir successivement les valeurs uq, ..., u,.

o On initialise donc cette variable & u; = 1 avec la ligne 2.

2 u-=1
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« On met ensuite a jour u a 'aide d’une structure itérative (boucle for) avec les lignes 3 a 5.

for k = 1:(n-1)
u= (1/n) x (nxu + 1/(nxu))
end

jor e w

Commentaire

o On décrit ici de maniére précise les instructions afin d’aider le lecteur un peu moins
habile en Scilab. Cependant, ’écriture du script démontre la compréhension de toutes
les commandes en question et permet sans doute d’obtenir la totalité des points alloués
a cette question.

« On pouvait également coder la fonction f dans un script a part. On aurait alors obtenu
les deux programmes suivants :

function y=f (t)
y=t+ 1/t
endfunction

W N =

1 function u=suite(n)

2 u-=1

3 for k = 1:(n-1)

4 u = (1/n) x f(nxu)
5 end

6 endfunction

10. On pose, pour tout n de N*| v, = upy1 — up.

a) Montrer : Vn € N*, 0 < v, <

ﬁ.

Démonstration.
Soit n € N*.
e Tout d’abord : .

Up = Uptl — Un = Ugp + 5 —Un = 5

n* Uy ne un
TR . L 1
« D’aprés la question précédente : u, > 1 > 0. Donc : v, = —— =2 0.
N2 Uy

o Toujours d’aprés la question précédente :

up = 1
donc <1 (par décroissance de la fonction
Un inverse sur |0, +o0])
1 1 1
d’ou < — (car = >0
n2u, = n? ( n2 )
o 1
ainsi v < —
n
. . 1
Finalement : Vn € N*, 0 < v, < —;.
n
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b) En déduire la nature de la série ) vy,.
n=1

Démonstration.
D’aprés la question précédente :

x VneN*,OSvng—T
n

1
x la série ) — est une série de Riemann d’exposant 2 (2 > 1). Elle est donc convergente.
n=>1 n

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, la série > v, est convergente.
n>1

Commentaire

La seule difficulté de cette démonstration réside dans la rédaction du critére des séries
a termes positifs (les arguments a utiliser ont tous été démontrés dans les questions
précédentes). C’est donc une question d’application directe du cours qu'il convient de
savoir traiter.

n—1
¢) Calculer, pour tout n supérieur ou égal & 2, > wg.
k=1
En déduire que la suite (uy,)nen+ converge vers un réel ¢, que 'on ne cherchera pas a déterminer.

Démonstration.

e Soit n > 2. Par sommation télescopique :

n—1 n—1
Soovk = 3 (Uky1 —uR) = Upoygr — U1 = Up — 1
k=1 k=1
n—1
Vn =2, > vp=u,—1
k=1

e Soit n > 2. D’aprés ce qui précéde :

n—1
up, = 14+ > v
k=1

Or, d’apreés la question précédente, la série > v, est convergente.
n=1
On déduit de I'écriture précédente de u, que la suite (u,) est convergente, de limite :

+oo
im w, = 14+ > v

n—-+o0o k—1

Ainsi, la suite (u,) converge vers un réel noté £.
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1 o
11. a) Montrer que, pour tout entier k£ supérieur ou égal a 2, on a : 72 < / 2 dt.
k—1
Démonstration.
Soit k > 2.

Comme k-1 < t < k

1 1 1 (par décroissance de la
alors ——m > — >

Z - . 1
(k—1)? t2 k2 fonction t — 2 sur 10, +00[)

1
« La fonction ¢ — — est continue sur le segment [k — 1, k].

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans 'ordre croissant (k —1 < k) :

k k k
1 1 1
—— dt —dt > — dt
/kl (k—1)2 /kl t2 /kl k2

WV

1 1
k—(k—-1)— k—(k—-1))—
. 1 |
En particulier, pour tout £ > 2 : — < — dt
k2 g1 t° O
n—1
b) Pour tous entiers n et p tels que 2 < p < n, calculer > v et en déduire :
k=p
n—1 1
0 < up—up < / o) dt
p—1
Démonstration.
Soit (n,p) € N? tel que : 2 < p < n.
o Tout d’abord, par sommation télescopique :
n—1 n—1
>k = > (upr1 —ug) = U(p—1)41 —Up = Un — Up
k=p k=p
n—1
DU = Uy —up
k=p
1
- D’aprés la question 10.a) : 0 < v, < 7z

- D’aprés la question précédente, on obtient par transitivité :

0 < <1</k 1dt

\U X G0 00X

k k2 oy 12
ko

Vk>2,0<vk</ — dt
k-1
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c)

o On obtient, par sommation :

n—1 k 1
0 < Z Vk < Z 22 dt
k=p k—1 3

n—1
/ t—2 dt  (par relation de Chasles)
p—1

Ainsi, d’aprés ce qui précéde, pour tout (n,p) € N2 tel que 2 < p < n :

n—1 1
Oéunupé/ —th.
p-1 1t

Commentaire

Les questions 11.a) et 11.b) sont en fait une comparaison série-intégrale dont on
rappelle le résultat ci-dessous.
« On considére une fonction f : [0, +o00] — R continue sur [0, +o0].

« On suppose de plus que f est décroissante sur [0, +oo[. Alors :
k
Vk e N, f(k) < f@t)dt < f(k—1)
k—1
On en déduit par sommation :

Vn N, zf / fitydt < 5 flk—1)

k=1

\.

En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal & 3 : uo < up < 14 uo.
Montrer alors que ¢ appartient a U'intervalle [2, 3].

Démonstration.

« Soit n > 3. On applique le résultat de la question précédente avec p = 2 (onabien:2 < p < n):

n—1 1
Ogun—u2</ — dt
1

e On en déduit, par transitivité :

0 g n — U2 / 1
1

Ainsi, pour tout n > 3 :us < up < 1+ us.

« Par définition de la suite (uy,) :

1
U u1-|-12u1 +1><

1
On en déduit, avec ’encadrement précédent, pour tout n > 3 :

2 < u, <3

En passant & la limite quand n tend vers 400 dans I’encadrement précédent,
on obtient : £ € [2,3].
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d) Montrer, pour tout entier p supérieur ou égal a 2 :

1
0 < /l—-upy < —
p—1
Démonstration.
Soit p > 2.
o Soit n > p. D’aprés la question 11.b) :
n—1 1
0 < up—up < /p_1 t—2dt
. Or: 1
n—1 e
1 1 1 1 1
[ e ] =) -
p—1 1 t - n—1 p-—1 p—1 n-1
Ainsi :
0 < o 1 1

En passant & la limite quand n tend vers 400 dans I’encadrement précédent,
1
onobtient : 0 < ¢ —u, < ——.

e) En déduire une fonction Scilab qui renvoie une valeur approchée de £ & 10~* prés.

Démonstration.

« On cherche ici a trouver un entier N tel que uy est une valeur approchée de ¢ & 10~ prés.
Autrement dit, on souhaite exhiber N € N tel que :

|0 —uy| < 1074

1
o Or, d’aprés la question précédente : Vp > 2, 0 < £—u, < 7
p p—
« Il suffit alors de trouver NV € N tel que : N _1 <1074

Si c’est le cas, on obtient alors par transitivité :
0 < l—uy < 1074

« On propose alors le programme suivant :

function 1 = valeur_approchee()

=

n=2
while 1 / (n-1) > 10" (-4)
n=n+1
end
1 = suite(n)
endfunction

[ T = (<1 S N SV [N
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Détaillons les éléments de ce script.

- Début du script

La variable n est initialisée & 2. En effet, on souhaite pouvoir effectuer le calcul : T
n fe——

- Structure itérative

Les lignes 3 & 5 consistent a déterminer le plus petit entier n tel que

1
TS 107%. On
1
doit donc comparer les valeurs successives de la suite <1> au réel 1074 jusqu’a ce
- n=>2
1

1 < 1074, Autrement dit, on doit comparer ces valeurs successives a4 10~ tant que
n —

que

> 10~%. Pour cela on met en place une structure itérative (boucle while) :
n J—

3 while 1 / (n-1) > 10" (-4)

On met alors & jour en conséquence la variable n : on ajoute 1 pour signaler qu’on va

1
comparer le terme suivant de la suite <1> a 10~
n=2

n=n-+1

I

- Fin du script

< 107* (on itére tant que ce n’est pas le

A la fin de cette boucle, on est assuré que : 7
n —_—
cas).

Il reste alors a calculer la valeur approchée de £ : on 'obtient par le calcul de u,, ot n est la

valeur obtenue a l'issue de cette boucle.

6 1 = suite(n)

Commentaire \

o Lorsqu’on écrit une boucle while, il est préférable de s’assurer en amont de sa

1
terminaison. C’est bien le cas ici. En effet, la suite (1> est convergente de
n=2

limite 0. Ce qui signifie :

Ve >0, dng € N, Vn = ng,

1
—— =0l <
n—1 ‘ ¢

Ainsi, quelle que soit la précision € > 0 choisie au départ (ici 107%), on est toujours

en mesure de trouver un rang ng a partir duquel on aura : — <1074

o On pouvait déterminer, sans utiliser de boucle, un entier N tel que uy est une
valeur approchée a 10~% prés de £. Pour ce faire, on remarque :

1

1<1o—4 s n—1>10" @ n>10*+1
_

L’entier N = [10* + 1] convient.
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