ECE2

Mathématiques

HEC 2016

EXERCICE

Soit n et p deux entiers supérieurs ou égaux a 1. Si M est une matrice de .4, ,(R), la matrice *M de
My n(R) désigne la transposée de M.
On identifie les ensembles .#; 1 (R) et R en assimilant une matrice de .#; 1(R) a son unique coefficient.
On note %, la base canonique de ., 1(R) et %, la base canonique de ., 1(R).

Si M € My ,(R) et N € M, 4(R) (¢ € N*), on admet que '(MN) = N'M.

1. Soit X une matrice colonne non nulle de .#, 1 (R) de composantes x1, x2, ..., z,, dans la base %,.
Onpose: A=X'Xeta=tXX.

a) Exprimer A et « en fonction de xq, xa, ...

Démonstration.

e D’une part :

o D’autre part :

y T

2

. Justifier que la matrice A est diagonalisable.

X1 7 T1T2 T1Tn
2
: Z9 o1 €y T2Xn
A=X'X = X(:z:l o xn): ) )
. 2
L TpTl TpTa --- Ty
2
Ty X192 T1Tn
X129 x% To2Xn
A = . .
2
X1Ty T2Tp - Ty

r1

T2
t 2 2 2
a="XX= (21 a2 T) X =z +a5+---+a

Tn

n
o=
k=1

La matrice A est une matrice symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable.

b) Soit f I’endomorphisme de ., 1(R) de matrice A dans la base %,,.
Déterminer Im(f) et Ker(f); donner une base de Im(f) et préciser la dimension de Ker(f).

Démonstration.

o D’aprés I’énoncé :

VY € Mpi(R), f(Y) =AY
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« On note %, = (e1,...,e,). Donc :

Vie [1,n], e, = [ 1| i®° ligne

0
o Par caractérisation de 'image d’une application linéaire :

Im(f) = Vect (f(el)v f(e2)7 e f(en))
Or, pour tout i € [1,n] :

T1T4 Z1

T2T; Z2
f(ei):AX(ii: . =;- . :.Z'i-X

TpT; Tn

Donc :
Im(f) = Vect (21 - X, 22 X, ...,z - X)
Deux cas se présentent alors :
x si:Vie[l,n], z; =0, alors : Im(f) = Vect (0.4, ,®)) = {04, ,(®}-
x si:3i€[1,n], z; # 0, alors : Im(f) = Vect (X).
Or X est un vecteur non nul de ., 1 (R). Donc il existe i € [1,n] tel que : z; # 0.

On en déduit : Im(f) = Vect (X).

« Donc la famille (X) :
x engendre Im(f);

x est une famille libre, car elle est constituée d’un unique vecteur non nul.

Ainsi, (X) est une base de Im(f).

« Daprés le théoréme du rang :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(#,1(R)) = n
Or la famille (X) est une base de Im(f), donc :
dim(Im(f)) = Card((X)) = 1

Ainsi : dim(Ker(f)) =n — 1.

Y1
e Soit Y € A, 1(R). Alors il existe (y1,...,yn) E R" tel que : Y = | :
Un
Y e Ker(f) < f(Y):O.///n,l(R) & AYZO,///,LJ(R)
2y + mmayr + Az ys + o0 A+ BT yp = O
L ) o+ 3y + wex3ys + - 4+ Tarny, = O
T1Tp 1+ ToTp Y2 + X3TRYs + -+ 22y, = 0
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On observe alors :

ri(rryr + w2y2 + 23Y3 + -+ Tpyn) = O
ro(xiyr + w2y2 + a3y + -+ Tpyp) =

Y € Ker(f) < o
Tp(r1yr + T2y2 + 23Y3 + - A+ Tpyn) = O

Or, comme X est un vecteur non nul, il existe iy € [1,n] tel que : x;, # 0.
On effectue alors 'opération suivante :

1
Lio < — Lio
0

La ligne L;, devient donc :

T1yr + w2y2 + w3yY3 + - + Tpyp = 0

On effectue ensuite les opérations :

L1 < L1 — I Lio
Lg < LQ — X2 Lio
L3 <— L3 — X3 L,‘O

L, <« Lp—ux,L
On obtient alors :

Y eKer(f) & {z1y1 + z2y2 + @3y3 + -+ + 2py, = 0

Ker(f) ={Y € 4 1(R) | z1y1 + 2292 + 23y3 + -+ + 2pyn = 0}

c¢) Calculer la matrice AX.
Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les sous-espaces propres associés.

Démonstration.

e On calcule :

x% T1xo - T1Tp X x‘f + xlxg R xlx% axq
2 2 3 2
T1T2 5 s XToTp o Tox] + X5 + -+ - + Taxy, ax9
2 2 2 3
X1y T2Lp - fins T Tpx] + Tpxy + -+ ), ALy
AX =a-X

e En résumé :
x f(X)=AX =a- X,

x X 7'é O%n,l(R)‘
Donc X est un vecteur propre de f associé & la valeur propre a # 0.

Ainsi le sous-espace propre associé a « vérifie :
E D Vect (X).
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« En notant Fy = Ker(f) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 0, on sait que :
x 0 et a sont valeurs propres de f,
x dim(Ep) =n —1 et dim(E,) > 1.
Donc :
dim(Ep) + dim(E,) > n
De plus, f est diagonalisable, donc : Y dim(E)) = dim(.#,1(R)) = n.

A€SP(f)
On en déduit que :

x ’endomorphisme f n’admet pas d’autres valeurs propres que 0 et «
(sinon: > dim(E)) >n)
AESp(f)
x dim(Ep) + dim(E,) = n.

L’endomorphisme f admet exactement deux valeurs propres : 0 et a.

o D’aprés ce qui précéde :
dim(Ey) + dim(E,) = n
I

n—1
Donc dim(E,) = 1. On obtient alors :
x la famille (X) est une famille libre de E,,
x Card((X)) = 1= dim(E,).
Donc (X) est une base de E,.

Finalement : Ey = Ker(f) et E, = Vect (X).

Commentaire .

o Comme F est une base de vecteurs propres de f, on retrouve que f est diagonalisable.
On a méme :

Matr(f) = S
0 --- 0
0

o On pouvait également montrer que 0 et « sont les seules valeurs propres de f en utilisant
un polynéme annulateur de cet endomorphisme.
Détaillons cette méthode.

x On remarque :
A2 = AxA = XIXxX'X = Xx!'XXx!'X = Xa'X = a- XX = a-A

Donc : A2 —a-A=04 &)
Dot : Q(X)=X?—-aX = X(X — a) est un polynéme annulateur de A.
Ces racines sont 0 et a. Donc : Sp(f) = Sp(4) C {0, a}.

x Comme on sait par ailleurs que 0 et « sont bien valeurs propres de f, on obtient :

Sp(f) = {Oa 04}
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2. On suppose que n et p vérifient 1 < p < n.
Soit (Vi, Va, ..., V},) une famille libre de p vecteurs de ., 1(R).

On note V' la matrice de ., ,(R) dont les colonnes sont, dans cet ordre, Vi, Va, ..., V}.
Soit g l'application linéaire de .#, 1(R) dans ., 1(R) de matrice V' dans les bases %, et %,,.

a) Justifier que le rang de V' est égal & p. Déterminer Ker(g).

Démonstration.

« On note G = Vect (V1,...,V,).
x La famille (V1,...,V},) engendre G.
x La famille (Vi,...,V},) est libre.
Donc (V1,...,V,) est une base de G.
Ainsi :

rg(V) = dim(Vect (V1,...,V,)) = dim(G) = Card((V4, ...

Donc : rg(V) =p

Vp))=p

Commentaire

On pouvait aussi rédiger de la maniére suivante.

Le rang d’une matrice est la dimension du sous-espace engendré par ses vecteurs

colonnes, ici Vp,..., V).
Or la famille (Vi,...,V}) est libre. Donc : rg(V') = p.

o D’aprés le théoréme du rang :

dim(Ker(g)) + dim(Im(g)) = dim(.#,1(R))
p=1gV) = 18(9)
Donc : dim(Ker(g)) = 0.

Ainsi : Ker(g) = {04, ,(r) }-

b) Soit Y une matrice colonne de ., (R).
Montrer que 'on a VY = 0 si et seulement si 'on a 'VVY = 0.

Démonstration.
(=) Supposons : VY =0 4, ,(r). Alors :

WVY ='WV x VY =V %04, &) =04, ®

(<) Supposons ‘VVY =0 4 (g Alors : 'Y'VVY = Og.
Donc, en notant Z = VY, on obtient :

‘27 =Y VY)VY = Y'VVY = 0g

Or Z € M, 1(R), donc il existe (z1,...,2,) € R" tel que : Z =
n
Z Z? = tZZ = OR
i=1
Or, pour tout i € [1,n], 22 > 0. Donc :
Vie[1,n], 22 =0 donc z =0

Ainsi 1 Z = O///n,l(R)’ c’est-a-dire : VY = Oiﬂn’l(R)'

VY = 0//[”71(]1@) = tVVY = OJ/Zp,1(R)

Z1

. Dou :

Zn
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¢) En déduire que la matrice 'V'V est inversible.

Démonstration.
On note h endomorphisme de .#,1(R) tel que : Matg, (h) ='VV.

« D’aprés la question précédente, pour toute matrice colonne Y € ), 1(R) :
gY)=VY =04, ® < hY)="VVY =0, m

Donc Ker(g) = Ker(h).

« De plus, d’aprés la question 2.a), Ker(g) = {0 4, ,(r)}. Donc Ker(h) = {04, (&)}
D’ou A est injective.
L’application h est un endomorphisme injectif en dimension finie. Donc h est bijectif.

Ainsi *'V'V est inversible.




ECE2 Mathématiques

PROBLEME

On s’intéresse dans ce probléme a quelques aspects mathématiques de la fonction de production d’une
entreprise qui produit un certain bien & une époque donnée, & partir de deux facteurs de production
travail et capital.

Dans tout le probléme :

o On note respectivement x et y les quantités de travail et de capital requises pour produire une certaine
quantité de ce bien.

T
« On suppose que x >0 et y > 0. On pose D = (R*.)? et pour tout (z,y) € D, z = ~.
Yy

La partie I est indépendante des parties I et II.

Partie I : Fonction de production CES (Constant Elasticity of Substitution).

Dans toute cette partie, on note ¢ un réel vérifiant 0 < ¢ < 1 et 6 un réel vérifiant 6 < 1 avec 6 # 0.
Soit f la fonction définie sur D, a valeurs dans R* | telle que :

1

V(z,y) €D, f(z,y)= (c 2’ 4+ (1—c¢) y9> * (fonction de production CES)

1. Ezemple. Dans cette question uniquement, on prend § = —1 et ¢ = 3
2x
a) Montrer que pour tout (z,y) € D, on a: f(z,y) = Ty Justifier que f est de classe C? sur D
rTy

et calculer pour tout (x,y) € D, les dérivées partielles 01 (f)(x,y) et a(f)(z,y).

Démonstration.
« Soit (z,y) € D.

o = (bers (12 D))
1 1\ 1! y+az\ !
N (2w+2y> :<2:1:y>

2wy
B y+x

2xy
V(z,y) €D, f(z,y) = P

« La fonction f est de classe C? sur D en tant que quotient de fonctions polynomiales (donc de
classe C? sur D) dont le dénominateur ne s’annule pas (V(x,y) € D, x +y > 0).

La fonction f est de classe C? sur D.

« Soit (z,y) € D.

o (f)(ay) = XD <x2f2y>2
De méme : 92
e
Y(x,y) € D,
M= G @ ) = 0
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b) Soit w et U les fonctions définies sur R par : V¢ > 0, w(t) =

111 et U(t) = w(t) — tw'(t).

Dresser le tableau de variation de la fonction U sur R*Jr et étudier la convexité de U sur R*Jr.

Démonstration.

« La fonction w est bien dérivable sur ]0, +00[ en tant que quotient de fonctions dérivables sur
10, +00[ dont le dénominateur ne s’annule pas (V¢ € ]0, +oo[, 1+t > 0).

Soit t > 0. 214 7)— 2% )
_|_ —
() = =
w(?) (1 +1)2 (1+1)?2
e On en déduit :
_ g 2ttt -2 2
U =wl®)—twl) = 755~ = @197 - 110

« La fonction U est de classe C2 sur ]0, +o0[ en tant que quotient de fonctions de classe C? sur
10, +-00[ dont le dénominateur ne s’annule pas (V¢ € |0, +o0|, (1 + %)% > 0).

Soit t > 0.
Uty = (1412 —42(1+t)  (1+6)At(1+2) —4%) 4t
N (1+t)* N (1+t)* (1 41)3
On en déduit : 4
vVt >0, U(t) = >0
®) (1+1¢)3
On obtient le tableau de variations suivant :
t 0 +o0
Signe de U’ () +
2
Variations de U /
0

Détaillons les éléments de ce tableau :
x Calculons lim U(t).

t—0t+ )
2x0
A U0 = o
x Calculons lim U(t).
t——+4o00
2t2 2
U(t) = 2,

Donc : lim U(t) = 2.

t——+o0
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U'(t) — A1 +1)° - 1261 +1)2  (L+02 @1 +1)—12t) 41— 2¢)
a (1+1¢)° B (1+1¢)° L
Donc : 1
U't)20 & 1-2t20 & 3>t

1
Donc la fonction U” s’annule et change de signe en 3

La fonction U n’est ni convexe, ni concave.

Commentaire

1
Sa courbe représentative admet un point d’inflexion au point de coordonnées (, >

2°9
0
c) On rappelle que z = g Montrer que pour tout (x,y) € D, on a f(z,y) = yw(z).
Démonstration. .
Soit (z,y) € D. On a bien z = — > 0.
Y
(2) = 2z 2§72w72xy7f()
V(z,y) €D, f(x,y) = yw(2) -
d) Vérifier pour tout (z,y) € D, les relations : 91(f)(z,y) = w'(z) et O(f)(x,y) = U(z).
Démonstration.
« Soit (z,y) € D.
Py 2 2 22y
O T Y T (e T EmE T wep T Y
Yy y 4

V(z,y) € D, di(f)(z,y) = w'(2)

« Soit (z,y) € D.
2 2
U(z) = = = = = 02(f)(z,y)
(14 2)? )2 (z+y)? (x +y)?
(1+3) v
V(z,y) € D, 0x(f)(x,y) = U(2)
O
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2. a) Montrer que pour tout (z,y) € D et pour tout réel A > 0, on a : f(Azx, \y) = A f(z,y).

Démonstration.
Soit (z,y) € D. Soit A > 0.

fOz,xy) = ()’ +(1—c)(\y)?)

=

= (c)ﬁx@ +(1— C)/\eye)%

=

= (N(ca? + (1 - e)y?))
N5 (caf + (1 — c)yP))o
= AM(z,y)
Y(z,y) € D, YA > 0, f(Az, \y) = A f(z, 1) -

b) Justifier que f est de classe C? sur D et, pour tout (z,y) € D, calculer &1 (f)(x,y) et Do f)(x,y).

Démonstration.
« La fonction (z,7) + 27 est de classe C? sur D car elle est la composée ¢ o g1 oil :

x g1 (x,y) — x est :
- de classe C? sur D en tant que fonction polynomiale,
- telle que g1(D) C ]0, 4o0].

x b1 s u > u? est de classe C2 sur )0, +00[.

De méme, la fonction (z,y) — 3? est de classe C? sur D.
Donc la fonction (z,7) + cx? 4+ (1 — ¢)y? est de classe C? sur D en tant que combinaison

linéaire de fonctions de classe C? sur D.
D’oil la fonction f est de classe C% sur D car elle est la composée 13 0 go o1l :

x h1:(z,y) = cx? + (1 —c)y? est :
- de classe C? sur D,
- telle que : hy(D) C ]0,4o0[, car ¢ > 0et 1 —c > 0.

« hy:u > ud est de classe C2 sur 10, +o0].

La fonction f est de classe C? sur D.

Commentaire

On détaille ici assez précisément I'obtention du caractére C? de f.
Le détail d’'une seule composée sur les deux aurait sans doute permis d’obtenir tous

les points.

« Soit (z,y) € D.

O(N)(wy) = 5 x el x (e + (L= )i = cafHeal + (1 e)y)i!

De méme :

Oa(f)(z,y) =

x (1— )y’ x (ca? + (1 —c)y?) et = (1— )y’ Lea? + (1 —c)y?)s?

|+~

Y(z,y) € D, 01(f)(x,y) = ca?(ca? + (1 — C)yG)%—l
et Oa(f)(z,y) = (1 — )y’ (ca? + (1 - c)y?)o ! 0

10
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¢) Déterminer pour tout y > 0 fixé, le signe et la monotonie de la fonction x — 01 (f)(x,y).
Déterminer pour tout x > 0 fixé, le signe et la monotonie de la fonction y — 92(f)(z,y).

Démonstration.

« Soit (x,y)

€D.Ona:

xc>0etl—c>0(car0<c<1),
« 2?71 >0et y? 1 >0,

x cx? + (1 —¢)y? > 0. Donc : (cx? + (1 — C)yQ)é—l S0

e Soit (z,y)

n(f)(x,y) = ca®Hea® + (1 - )y

Ainsi : Y(z,y) € D, 01(f)(z,y) > 0 et &a(f)(z,y)

> 0.

eD.

- c<c—|—(1—c) (x

Deux cas se présentent alors :

1
x si 6 >0, alors g 1 >0, car § < 1. Soit (x1,z2) €]0, +oo[>.

54

Donc z +— 01(f)(z,y) est strictement décroissante sur ]0, +o0.

o\ 71
c(c—l—(l—c) <xy1) ) >c<c—|—(1—c)<

N (f)(xr,y) > 01(f)(x2,y)

1
(car x — — est strictement

x
décroissante sur |0, +00[)
(cary >0)

(car, comme 6 > 0,
x — 20 est strictement
croissante sur |0, 4+o00[)

(carc<1)

1
(car, comme i 1>0,

1 .
x— 28" est strictement
croissante sur |0, +oo[)

(car ¢ >0)

11
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. 1
x s19<0,alorsona:5—1<0.

Avec un raisonnement analogue au précédent, on obtient que la fonction z — 0i(f)(z,y)
est strictement décroissante sur |0, +0o0[.

On prouverait de méme que y — 02(f)(z,y) est strictement décroissante sur |0, +o0].

Les fonctions x — 01 (f)(x,y) et y — Oa(f)(z,y)

sont strictement décroissantes sur |0, 4-o00].

OJ
3. Soit G la fonction définie sur D par G(z,y) = W (tauz marginal de substitution technique)
2 T,y
et g la fonction définie sur R* par : V¢ > 0, g(t) = %t‘”e.
—c
a) Pour tout (z,y) € D, exprimer G(z,y) en fonction de g(z).
Démonstration.
Soit (z,y) € D.
O (f)(z,y)
G(z,y) =
@V = ()
B cxf 1 (cx? =)y o1
(1= )y~ e =)o
c x0-1 c z\ !
I e e <y>
c . c
— 1_0’29 1 — 1+0 _ g(z)
V(z,y) € D, G(z,y) = 9(2) B

g(t)
tg'(t)

b) Pour tout ¢t > 0, on pose s(t) = — . Calculer s(z) (élasticité de substitution). Conclusion.

Démonstration.

« La fonction g est dérivable sur |0, +00[ en tant qu’inverse d’une fonction dérivable sur |0, +oo[
qui ne s’annule pas (vt > 0, t!=% > 0).

Soit ¢ > 0.
c

/ — -1 —2+0
g = 7o (10

« Soit (z,y) € D. Alors z = Tso.
Y

gz) g il 1
29'(z) 2 (14 0)z72F0 (140 106

V(z,y) € D, s(z) = T—%

On en déduit que I'élasticité de substitution est constante, égale & 1o

En particulier, elle ne dépend pas de z.

12



Mathématiques

4. Soit w et U les fonctions définies sur R par : V¢ > 0, w(t)

= f(t,1) et U(t) = w(t) — tw'(t).
a) Montrer que pour tout (z,y) € D, on a: f(x,y) = yw(z).

Démonstration.
Soit (z,y) € D.

yw(z) = yf(z1) = ylez? +(1-)1%)7

- (cy”j;w—c)y@)e = (e + (1=
= f(x,y)

V(z,y) € D, f(z,y) = yw(z) m

b) En distinguant les deux cas 0 < 6 <1 et 6 < 0, dresser le tableau de variation de U sur R* .

Préciser lim U(t), lim U(t) ainsi que la convexité de U sur RY.
t—0t t—+o00

Démonstration.

« La fonction w est dérivable sur |0, 4o0].
Soit ¢ > 0.

x et x (et? +1 — c)%*1 = ' Nct? +1— c)%*l

= (et +1—¢)s —t xct? M (ct? +1 - c)%f1
= (cta +1— c)% — cte(cte +1— c)%*l
= (ct’ +1— )5 1 ((et? +1—c) — et”)
= (1-o)(ct? +1—c)o !
« La fonction U est de classe C? sur 10, +o0l.
Soit ¢t > 0.

Ut = (1-c¢ (; - 1) x cOtf=1 x (ct? +1 — 0)5_2
= (1—-¢)x 1;0 x et~ x (cte—ﬁ—l—c)%*Q
= c(1-e)(1 =)0 (ct! +1—¢)o2

Or, on a :

x c>0etl—c>0(car0<c<1),

x 1—=60>0 (car 6 < 1),

x 971 >0 (car t > 0),

x ct? +1—¢) > 0. Donc : (ct9+1—c)%_2>0

D’ou : U'(t) > 0.

Ainsi, la fonction U est strictement croissante sur |0, +00].

13
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o Pour les calculs de limites, deux cas se présentent.

x Si0<# <1, alors: lim ¢t/ =0.
””””” t—0t

1
De plus, par stricte croissance de x — — sur ]0,4o00[ : = > 1.
x
D’ou : ) )
lim U(t) = (1—c)(1—¢)o ' = (1—¢)7

t—0t

Par ailleurs : lim t? = +00. Donc, comme ¢ > 0 :
t—-+o0

lim (ct?4+1—-¢) = 400

t—-+o0

1
D’ot, comme 5 1>0:
lim U(t) = +o0

t——+00

On obtient alors le tableau de variations suivant :

t 0 +o00
Signe de U’(t) +
+00
Variations de U /

(1)t

x Si60<0,alors: lim t? = +o0.
t—0t
Donc, comme ¢ > 0 :

lim (ct? +1—-¢) = 400
t—0t

1 1
De plus : ] < 0. D’ott, comme 5—1 <0:

lim U(t) = 0

t——+o0

1
Par ailleurs : lim ¢’ = 0. Donc, comme — —1 < 0 :
t—4o00 0

lim U(t) = 1—¢)(1—c)s ! = (1—c)s

t——+o0

On obtient alors le tableau de variations suivant :

t 0 +00
Signe de U'(t) +
(1-c)#
Variations de U /
0
Commentaire
On retrouve bien le cas § = —1 développé en question 1.b).

14
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« Etudions I’éventuelle convexité de U.
Soit ¢ > 0.

U't) = c(l—c)(l_9)(9_1)150—2(@9_’_1_6)%_2

-3

D=

Fe(l—)(1— )1 @ - 2) X 091 x (ct +1—c)

1—-26
g
= c(1—c)(1—0)t02(ct? +1—c)a3(cht? —ot? + (0 —1)(1 —c) + et?

= (1—c)(1 =)t 2(ct? +1—¢)773 ((0 — 1)(1 - ¢) — cbt?)

= c(1—c)(1 -0t 2(ct? +1— 0)5_3 ((0 —D(ct? +1—¢)+ 10

Ona:0<ec<1,0<1lett>0.Donc:
e(1—e)(1— 00 2(ct! +1— )3 >0
D’ou :
U't)<0 < (0—-1)(1—c)—cht? <0
& B-1)(1—-c) <cht?
(0—-1)(1-c) _
T Lt
g (%)
Deux cas se présentent alors :

x si0 <6 <1, alors: —1<0. Donc:

0—1)(1-c¢)
ch <

Or : t > 0. Donc t? > 0.
L’inégalité (%) est donc vérifiée pour tout ¢ € |0, +o0.
Donc : Vt € |0, 4o00[, U”"(t) < 0.

Si 0 < 6 <1, alors la fonction U est concave sur RY .

x si 6 <0, alors :

0—1)(1-c¢)

0
ch -

)

— 2c0t%)

1
De plus : ] < 0. Donc, par stricte décroissance de la fonction x — ©7 sur 10, 4o0] :

ch

U <0 o (w—w—@y -

Si 6 < 0, la fonction U n’est ni convexe, ni concave.

o ><1c>)?

-1
Elle admet un point d’inflexion d’abscisse <( 7
c

15
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Partie II : Caractérisation des fonctions de production a élasticité de substitution

constante.

Dans toute cette partie, on note ¥ une fonction définie et de classe C? sur D, a valeurs dans R,

vérifiant la condition ¥(1,1) = 1 et pour tout réel A > 0, la relation : U(A\z, \y) = A ¥(z,y).

De plus, on suppose que pour tout y > 0 fixé, la fonction x — 01 (V)(z,y) est strictement positive
et strictement décroissante et que pour tout = > 0 fixé, la fonction y — 02(¥)(z,y) est également
strictement positive et strictement décroissante.

5. Soit v la fonction définie sur RY par : V¢ > 0, v(t) = ¥(t, 1).

a) Justifier que la fonction v est de classe C2, strictement croissante et concave sur R% .

Démonstration.

« La fonction ¥ est de classe C2 sur D.

e Soit y> 0.

Donc la fonction v est de classe C? sur ]0, 4-o00].

Par définition de la dérivée partielle premiére 0, (V) de ¥, la fonction z — ¥(z,y) est dérivable
sur |0, +-o0[ (car W est de classe C! sur D) de dérivée x — 01 (V) (z,y).
Donc, en prenant y = 1, on obtient :

vt >0, v'(t) = 01(V)(¢t, 1)

Or, d’aprés ’énoncé, la fonction z — 01 (¥)(¢, 1) vérifie : Vo > 0, 01(¥)(¢,1) > 0.
Donc : Vt > 0, v/(t) > 0.

Ainsi, la fonction v est strictement croissante sur ]0, +ool.

Toujours d’aprés I’énoncé, la fonction z +— 01(¥)(z, 1) est strictement décroissante.

Donc la fonction v’ est strictement décroissante.

Soit ¢ > 0.

v'(t)

Commentaire

Pour déterminer v’, on aurait pu utiliser la définition de la dérivée d’une fonction (a
I’aide du taux d’accroissement).

Ainsi, la fonction v est concave sur ]0, 4+o00].

v(t+h) —v(t)

p— 1.
hs0 b
U(t+h,1)—W(t,1
= lim (t+h 1) (t,1) (par définition de v)
h—0 h
= 0(T)(t,1) (par définition de la dérivée

partielle premiére 01 (%))

16
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Commentaire |

La preuve faite ici du caractére C? de v rapportait sans doute la totalité des points de
baréme. Mais elle n’est en fait pas si évidente.

Plus précisément, v est de classe C? sur D car elle est la composée W o h; oil :

x hy it (t,1) est:

- de classe C? sur |0, +o0],
- telle que : hy(]0, +o0]) = ]0, +o0[ x{1} C D.

x WU est de classe C? sur D.
Cependant, les fonctions de R dans R?, telles que :

hi: ]0,400] — R2
t = (1)

ne sont pas étudiées en ECE.
Pour rédiger une preuve compléte du caractére C2 de v en restant dans le cadre du
programme ECE, on aurait pu rédiger de la maniére suivante :

« la fonction ¥ est de classe C? sur D, donc, par définition de la dérivée partielle
premiére 0; (¥), la fonction v est dérivable sur |0, +oo[ de dérivée v' définie par :

vt >0, v/(t) = 81 (T)(t, 1)

o De méme, par définition de la dérivée partielle seconde 07 ;(¥), la fonction v est
dérivable sur |0, +o0o[ de dérivée v” définie par :

vt >0, v"(t) = 97 1 (¥)(t, 1)

« Il reste & montrer que la fonction v” est continue sur ]0, +oo[. Pour cela, on utilise
la définition de la continuité. On note d la distance euclidienne sur R2.
La fonction 97 ; (¥) est continue sur D.
Soit (zg,y0) € D. On a alors : Ve > 0, In > 0, V(z,y) € D,

d((zo,y0), (z,)) <n = |07 1(¥)(x,y) — 0F1(¥)(w0,40)] <€

Soit tg > 0.
En choisissant zg = ¢y et yo = 1, on obtient alors : Ve > 0, In > 0, Vt € ]0, +-00],

d((to, 1), (1, 1)) <n = (97 1(W)(t,1) = 871 (W)(to, 1)| <&
Or, par définition de la distance euclidienne sur R? :
d((to, 1), (t,1)) = V({t—t)?+(1-1)2 = /(t—t)? = |t —to|

Donc : Ve > 0, In > 0, Vt € ]0, +00],

[t—to] <n = ['(t)—v"(t))] <e

C’est la définition de la continuité de v” en tg.

La fonction v” est continue en tout point ¢y de |0, 4o00[. Donc la fonction v est
continue sur |0, +o00].

On en déduit que v est de classe C2 sur ]0, +o0.

17
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b) Soit ¢ la fonction définie sur R par : V¢ > 0, ¢(t) = v(t) — tv'(t). On suppose 'existence de la
limite de ¢(t) lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures et que lim+ ©o(t) = p, avec pu = 0.
t—0

Déterminer pour tout ¢ > 0, le signe de () et montrer que p < 1.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, la fonction ¢ est de classe C! sur ]0, +-o0[ en tant que somme
de fonctions de classe C! sur 0, +o0.

Soit ¢ > 0.
P(t) = 2T — (L] + 10" (1)) = —t0" (1)
« Or la fonction v est strictement décroissante sur |0, +o0[, donc : v”(t) < 0.
D’ou : ¢/(t) > 0.

On obtient le tableau de variations suivant :

t 0 +00
Signe de ¢'(t) +
Variations de ¢ /
I

« Par stricte croissance de ¢ sur |0, +oo] :

YVt >0, o(t) >p=0

Ainsi : Vt > 0, o(t) > 0.

« Par ailleurs :
p1) = w()—1xv/(1) = (1,1)— /(1)
= 1-(1) (d’apreés 'énoncé)

(car, d’aprés 5.a) :
Vit >0, v'(t) >0)

Donc, par croissance de ¢ sur |0, +o0] :

p<p(l)<1
Ainsi @ p < 1. -
¢) Montrer que : V(z,y) € D, ¥(z,y) = yv(z).
Démonstration.
Soit (z,y) € D.
x
yU(Z) = ylll(z’ 1) = y\II (a ]->
Yy
B T (car, d’aprés 'énoncé :
N \Ii<y><y,y><1> VA >0, AU (z,y) = U(A\z, \y))
= ¥(z,9)
V(z,y) € D, ¥(z,y) =yv(z) .

18
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v'(t)
6. a) Pour tout ¢ > 0, on pose : h(t) =
(1) A
1 Y
Montrer que pour tout (x,y) € D, on a : = h(z
@) 5o @) y) ")
Démonstration.
o D’aprés la question précédente :
x
V(z,y) € D, ¥(z,y) =yv(z) = yv(;)

« En dérivant cette égalité par rapport a z, on obtient : V(z,y) € D,

H(W)(x,y) = yx ;v%j) = V(2)

« En dérivant par rapport a y, on obtient : ¥(z,y) € D,

B(T)(z,y) = v(g) Fyx (—;Z) X v’(g) = w(z) — gv'(z) = o(2) — 20/(2)
« Soit (x,y) € D. On obtient alors :
v Y (W) (z,y)
M =00 T - T @@y
~o(0)(y)
V(z,y) € D, h(z) = 5(0)(x.1) .

h(t)

b) Pour tout ¢t > 0, on pose : o(t) = 7th’(t)

. Déterminer pour tout ¢ > 0, le signe de o(t).

Démonstration.

« La fonction h est de classe C! sur ]0, +oo[ en tant que quotient de fonctions de classe C! sur
10, +o0[, dont le dénominateur ne s’annule pas (Vt > 0, ¢(t) > 0, d’aprés la question 5.b)).

Soit ¢t > 0. ") (1) "(£)¢ (¢)
, v pt) —v )y
w) = (D)2
_ () — () — o' () (=t " (2))
(p(1))?
v (1) — 1T + LT
(p(1))?
_ v(t)v"(t)
((1))?
« On obtient alors : 10
MO 8 el
tR(t) @ to(t) o(E)
(p(1))%

« D’aprés I’énoncé : v(t) > 0.
D’apres la question 5.a) : v/(t) > 0.
D’apres la question 5.b) : v”/(t) < 0 et ¢(t) > 0.

Ainsi : ¥t > 0, o(t) > 0.
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7. Les fonctions o et h sont celles qui ont été définies dans la question 6. On suppose que la fonction

1
o est constante sur R% ; on note oq cette constante et on suppose og #1.0npose:r=1-— J—O.

a) Pour tout ¢ > 0, on pose £(t) = t'~"h(t). Calculer ¢'(t) et en déduire que : V¢ > 0, h(t) = h(1)t" 1.

Démonstration.

« La fonction £ est de classe C! sur |0, +o0o[ en tant que produit de fonctions de classe C* sur
'intervalle |0, +o00].
Soit ¢ > 0.
Ot) = (1—=r)t"h(t) + 1K (t)

th/(t

h(t

Donc : b/ (t) = _hlt)

oot
1 1
-Deplus:l—r—l’—(l—)— .
o0 09

Donc :

) = it—’“h(lt)ﬂl—’” X <—h(t)> = ih(zt)— £ h(t) = 0

oo ogt loh) ot

Ainsi : Vt > 0, ¢/(t) = 0.

o Donc £ est une fonction constante. Ainsi, pour tout ¢ > 0 :

Lty = 1) = 1'7"h(1) = h(1)
I
t1=" h(t)
D'oti : Vt > 0, h(t) = h(1)t" L. .
b) Par une méthode analogue a celle de la question 7a, établir la relation :
1
T+ h()t"\"
Vt>0, v(t) = | ——————
0,90 = (557 )
Démonstration.
. SOlt t > 0. N
1+ (1)t \ " 1+ h(1)t"
H=(—2-) & (i) =—"—""F""
o(t) < 1+ A(1) ) ) =T
GO
1+ h(1)t" 14 h(1)
Prouver I’égalité demandée revient donc a montrer que la fonction w : ¢ — % est

constante sur ]0, +o0o].

« La fonction w est de classe C! sur 0, +oco[ en tant que quotient de fonctions de classe C* sur
10, 400 dont le dénominateur ne s’annule pas (V¢ > 0, 1 4+ h(1)t" > 0).
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Soit ¢ > 0.

h(t)

On en déduit que la fonction w est constante. Donc, pour tout ¢ > 0 :

)

1

w(t) = w(l) = (v

En effet, d’aprés ’énoncé :

¢) En déduire I'existence d'une constante a €]0, 1] telle que : V(x,y) € D, ¥(z,y) = (az" + (1 —a)y")r.

Démonstration.
Soit (z,y) € D.

\I[(:Ea y) =

o(1) = T(1,1)

1+h(1)

=1

1+ h(1)

1+

Vit >0, v(t) = (

h(1)E\ 7
1+ h(1) )

yv(z)

-7 <11—|—+h}(12§7“)i

C(1+n) (2)
(‘wr( 1+h((1§> )

) 1+h(1)§j—f .
Y IR

(

1R\t
1+h(1)y+1+h(1)x>

O

(d’apres la question 5.c))

Donc, en posant a =

V(z,y) € D, U(z,y) = (az” + (1 —a)y")".

h(1)
1+ h(1)

21
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d) Quelle conclusion peut-on tirer des résultats des questions 3.b) et 7.¢)?

Démonstration.

o D’apreés la question 3.b), toute fonction de production CES posséde une élasticité de substi-
tution constante.

o Réciproquement, d’aprés la question 7.¢), toute fonction de production possédant une élasticité
de substitution constante est une fonction de production CES.

Une fonction de production est a élasticité constante si et seulement si
c’est une fonction de production CES.

Commentaire

Ce résultat justifie I’appellation des fonctions de production CES : Constant Elasticity
of Substitution.

Ul
8. Soit a € ]0, 1[. Pour tout ¢ > 0, soit S; la fonction définie sur | —oo, 1[\{0} par : Si(r) = (atr—i—l—a)%.
a) On pose Hy(r) = InS;(r). Calculer la limite de S;(r) lorsque r tend vers 0.
Démonstration.
o Soit r € | — 00, 1]\ {0}.
1 ‘s 1 ‘s
Hi(r) = In(S¢(r)) = —In(at"+1—a) = —In(1 +a(t" —1))
r r
e Or: lim ¢" = 1. Donc : lim a(t" — 1) = 0. D’ou :
r—0 r—0
In(l+a(t"—1)) ~ a(t"—1)
r—0
Ainsi : )
tr—1 T 1
Hy(r) ~ a -
r—0 T T
e Or: lim 7 In(¢) = 0. Donc :
r—0
' 1 ~ 7 In(t)
r—0
D’ou : In()
7 In(t
Hy(r) e =a In(t)
Ainsi : lim Hy(r) = a In(t).
r—0
De plus : Vr € | — 00, 1[\ {0}, Si(r) = exp(H¢(r)).
D’ou : lim S¢(r) = exp(a In(t)) = t*.
r—0 ]
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b) Pour tout couple (z,y) € D fixé, on pose : N, (1) =y S.(r) et F(z,y) = lir% Nz y) (7).
r—
Montrer que pour tout (x,y) € D, on a F(x,y) = %y~ (fonction de production de Cobb-
Douglas).

Démonstration.
Soit (z,y) € D.
D’aprés la question précédente :

: a T ¢ x¢ a,l—a
Flz,y) = limyS.(r) = y2* =y || =yo =1y

V(z,y) € D, F(z,y) =z y' 2.

O

Partie III : Estimation des parameétres d’une fonction de production de Cobb-
Douglas.

Soit a un réel vérifiant 0 < a < 1 et B un réel strictement positif.
On suppose que la production totale ) présente une composante déterministe et une composante
aléatoire.

o La composante déterministe est une fonction de production de type Cobb-Douglas, c’est-a-dire telle
que :
V(z,y) €D, f(x,y) = Bay'"*

o La composante aléatoire est une variable aléatoire de la forme exp(R) ol R est une variable aléatoire
suivant la loi normale centrée, de variance o2 > 0.

o La production totale (Q est une variable aléatoire a valeurs strictement positives telle que :
Q = Ba"y' " exp(R)

On suppose que les variables aléatoires @) et R sont définies sur le méme espace probabilisé (2, &7, P).

Commentaire \

En général, la fonction de production de Cobb-Douglas est exprimée a 'aide de v.a.r. :

Q — BX® Yl—a

ou :
x la v.a.r. X exprime la quantité de travail nécessaire a la production d’un volume physique
de ce bien (par exemple pour 1 tonne, ou 1 litre, ou encore un nombre fixé de produits),

x la v.a.r. Y exprime la quantité de capital nécessaire a la production de la méme quantité
de ce bien de consommation.

Le sujet définit la fonction de production de Cobb-Douglas de maniére un peu différente en

mélant réalisations et variables aléatoires.

On sera d’autant plus attentif a la nature des objets manipulés.

On pose : b=In(B), v =In(x) —In(y) et T'=1In(Q) — In(y). On adonc : T'=au+ b + R.

On sélectionne n entreprises (n > 1) qui produisent le bien considéré a 1’époque donnée.

On mesure pour chaque entreprise ¢ (i € [1,n]) la quantité de travail x; et la quantité de capital y;
utilisées ainsi que la quantité produite Q).

On suppose que pour tout ¢ € [1,n], on a x; >0, y; > 0 et QF > 0.
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Pour tout ¢ € [[1,n], la production totale de I'entreprise i est alors une variable aléatoire Q; telle que
Qi = Bxly 1 “%exp(R;), ou Ry, R, ..., R, sont des variables aléatoires supposées indépendantes et
de méme 101 que R et le réel strictement positif ()7 est une réalisation de la variable aléatoire @);.

On pose pour tout i € [1,n] : u; = In(x;) — In(y;), Ti = In(Q;) — In(y;) et t; = In(QF) — In(y;).

Ainsi, pour chaque entreprise i € [1,n], on a T; = au; + b+ R; et le réel t; est une réalisation de la
variable aléatoire Tj.

On rappelle les définitions et résultats suivants :

o Si (vi)1<i<n est une série statistique, la moyenne et la variance empiriques, notées respectivement v

12 12 12
et s2, sont données par : U = EZ v; et 82 = EZ (v; — D)% = nZ v — %
— =1 =1

o Si (vi)i<i<n €t (wi)1<i<n sont deux séries statistiques, la covariance empirique de la série double
(vi, w;)1<i<n, NOtée cov(v, w), est donnée par :

cov(v, w) = é( ) wi — ) = = 3° vy w; — T =

1
;=1 n

3 (- D

1
n
9. a) Montrer que pour tout i € [1,n], la variable aléatoire T; suit la loi normale N (aui + b, 02).

Démonstration.
Soit i € [1,n].

e Lav.ar. T; = au; + b+ R; est une transformée affine de la v.a.r. R; qui suit la loi A (O, 02).
Donc T suit une loi normale. Déterminons les paramétres de cette loi.

o Par linéarité de ’espérance :
E(T;) =E(au; + b+ R;) = au; + b+ E(R;)

Or : R; < N (0,0?). Donc : E(R;) = 0.
Ainsi : E(T;) = au; + b
o Par propriété de la variance :

V(T;) =V(au; + b+ R;) = V(R;)

Or : R; = N (0,0?). Donc : V(R;) = o2
Ainsi : V(T;) = o?

Finalement : T; — N (a u; + b, 02).

Commentaire \

On rappelle le résultat de cours suivant : V(a,b) € R* x R,

X<—>N(m,02) & aX+b<—>N(am+b,a2)

—m

En particulier : X < N (m,0?) & X* = — N (0,1).
o
\ 7 D

b) Les variables aléatoires T, T, ..., T}, sont-elles indépendantes 7

Démonstration.
D’apreés I'énoncé, les v.a.r. Ry, ..., R, sont indépendantes.
Donc, d’apreés le lemme des coalitions, les v.a.r. T, ..., T}, sont indépendantes. -
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Pour tout i € [1,n], soit ¢; la densité continue sur R de T; :

1 1 )
Soit F l'ouvert défini par F = |0, 1[xR et M la fonction de F dans R définie par :

M(a,b) = In <1j1 @i(ti)>

On suppose que : 0 < cov(u,t) < s2.
10. a) Calculer le gradient V(M)(a,b) de M en tout point (a,b) € F.

Démonstration.

« Soit (a,b) € F.

M(a,b) = In (iﬁwmew <_%i2(ti_(aui+b))2)>
= £ (e (gt us+0)?))

_ é:l <_ In((27 02)2) + In <exp <—£2(ti— (aui+b))2>>>

— i <2 In(27 02) — %(ti — (au; + b))2>

[

7

__r 2y _ 1SN (g b))
= 2111(2770) 202121 (t; — (au; +0))

1 n
= —% In(27 0?) — 252 21 (t2 + a®u? + b — 2au;t; — 2bt; + 2abu;)
1=

n 1 n
= —Eln(Qwaz) — 5.7 <_1 t7 +a*

1= (2

n n n n
u? +nb? —2a> wit; — 203 t; +2ab>’ uz>
=1 i=1 i=1 i=1

« La fonction M est de classe C! sur F en tant que fonction polynomiale.
Soit (a,b) € F. On a les relations suivantes :

n n
uz2 = n(si + @2) Z uit; = n(COV(U, t) + th_)
i=1 i=1
n n _
Z U; = Nu Z t;, = nt
i=1 i=1

Donc :

n

1 (M)(a, b) = —% (azl w2 — é witi + b3 u> = — L (a(s3 + ) — (cov(u,t) + ) + bm)

1= =1

De méme : .
n n n B B
D (M)(a,b) = > (nb— Z; ti —|—ai;1 uz> =" (b—1t+ au)

n - _
ﬁ(t—au—b)

Y(a,b) € F, V(M)(a,b) = (UZ(COV(

u,t) + Ul — a(s? +u%) — bu))
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b) En déduire que M admet sur F un unique point critique, noté (a, l;)

Démonstration.

Soit (a,b) € F.

Le couple (a,b) est un point critique de M si et seulement si V(M)(a,b) =0 4, , (»)-
On a alors les équivalences suivantes :

h(M)(a,b) = 0

V(M)(aab):()///z,l(R) = {62(M)(a,b) - 0

Zné(cov(u, t) +ut —a(s2 +u?) —bu) = 0

Zné(ffaafb) =0

cov(u,t) +ut —a(s2 +u?) —bu = 0
<~ _
b =t—au
cov(u,t) +ut — a(s2 +u?) — (t —au)u = 0
b =t—au
On obtient donc :

V(M)(a,b) = 0.4,®) < {Cov(u’t”ﬂ%—asi—%z—ﬂﬂaﬁg =0

b =t—au
) _ cov(u,t)
R B L
b = t—au _
b = t—au

Donc M admet un unique point critique sur F.

O
c¢) Exprimer a et b en fonction de cov(u, t), s2, T et .
(a et b sont les estimations de a et b par la méthode dite du mazimum de vraisemblance)
Démonstration.
D’apreés les calculs de la question précédente : (a, B) = <Covs(g’ t), t— COVS(;L’ t)> -
u u

11. a) Soit V?(M)(a,b) la matrice hessienne de M en (a,b) € F.
9 n o (s2+u? u
Montrer que V*(M)(a,b) = u

o2\ w 1

Démonstration.

Soit (a,b) € F.

« D’apreés la question 10.a) :
D1 (M)(a,b) = —5 (cov(u, t) +ul — a(s% + 12) — bu)
g

et
Bs(M)(a,b) = %(i — ai—b)
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o On obtient alors :

_ n _
0t 1 (M) = = (—(s2 +u%)) = —9(83 + @)
De plus :
n ., _ n _
O (M)(a,b) = 15 (~7) = —
o o
De méme : n
05 1(M)(a,b) = — gl
Enfin : n n
2 _ _
055(M)(a,b) = g(—l) )

b) En déduire que M admet en (a, l;) un maximum local.

Démonstration.
o La matrice V2(M)(a,b) est une matrice réelle symétrique. Donc elle est diagonalisable. On
note A\ et Ao ses valeurs propres (éventuellement égales).

e On souhaite déterminer le signe de A1 et As.

Soit A € R.
M@sw)-a -la
~ 2 2
det (Vz(M)(&,b)—)\-IQ) = det| © 4
n _ n
—?U —0_2 —)\

- (e ) (A - ()

n n\2
(2 4+ 1)\ + (;) s2

—  \2
= X+

On en déduit que la matrice V(M) (a,b) — A - I n’est pas inversible si et seulement si :

n 3 n\2
A+ ?(si—i-uQ—i- DA + (;) sy =0 (%)
« Or A\; et Ao sont les valeurs propres de V2(M)(a,b), donc V2(M)(a,b) — A - Iy n'est pas
inversible si et seulement si A € {A1, A2}
Ainsi, les réels A\1 et Ay sont les racines de 1’équation (x). D’ou :

n _ n\2
X+ S+ a+ DA + (ﬁ) 2 = A=A =)

Par identification des coeflicients de ces polyndémes de degré 2, on en déduit le systéme d’équa-
tions suivant :

M = (5)' )

o
n
AN+ = —;(35 +a?+1) (%*)
x L’équation (x) implique : A A2 > 0.
Donc A; et A2 ont méme signe.

x L’équation (x%) implique : A} + A < 0.
Or A1 et Ay ont méme signe. Donc : A\; < 0 et Ay < 0.

On en déduit que la fonction M admet un maximum local en (@, b).

27



ECE2 Mathématiques

12. Soit (h, k) un couple de réels non nuls. Calculer M(a + h, b+ k) — M(a,b).
En déduire que M admet en (a,b) un maximum global.

Démonstration.

« Soit (a,b) € F. D’aprés la question 10.a) :

1 n n n
M(a+h,b+k) = —gln(27r) - = ((a +h)2> w2 —2(a+h)> uiti +2(a+h)(b+ k)Y u
o i=1 i=1 i=1
—2(b+ k)X ti+nb+Ek)?2+ > tf)
i=1 =1
(a+h)*> w2 = a®> u?+2ah ul +h2Y u?
i=1 i=1 i=1 i=1
2((1 + h) Z uit; = QCLZ uit; + 2hz Uit;
i=1 i=1 i=1
2@+ h)(b+E)> ui = 2ab) u;+2ak) u;+2bh) u;+2hk) . u;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
2(b+k)z t; = 2bz ti+2kz t;
i=1 i=1 i=1
nb+k)2+ > 12 = nb®+2n